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Introduccion

El Consejo de Redaccion de la revista Rect@, asi como la Junta Directiva de la
asociacion ASEPUMA, el 19 de mayo de 2000 y en reunién celebrada en Madrid,
consideraron que el tema de Toma de Decisiones con Criterios Multiples era relevante para
comenzar una serie de volimenes monograficos de la citada revista sobre temas que afectan
y atafien a las Matematicas Empresariales y para Economistas y a los profesionales que nos
corresponde su enseflanza. Esto nos hizo sentir dichosos a los que nos dedicamos a estudiar
estos temas. También fue grande nuestra responsabilidad cuando se nos encargd su
coordinacion, pero hoy, muchos meses después, nos sentimos satisfechos del trabajo que
aqui se presenta.

La primera cuestion que nos surgi6 en aquel momento fue la estructura bajo la que
configurar el presente volumen. En ningin caso desedbamos realizar un manual ni siquiera
era posible un estudio exhaustivo de todas las metodologias y enfoques que se encuentran
bajo el paradigma de la toma de decisiones con criterios multiples, pero si debia ser este
volumen una obra de consulta en lengua castellana donde muchos de los conocedores de esta
materia hicieran una puesta al dia de algunos de los campos donde ellos trabajan, de tal
forma que sirvieran tanto a aquellos investigadores noveles en este campo como a aquellos
ya iniciados. A la vez se daba cabida a trabajos sobre aplicaciones de los distintos campos de
la toma de decisiones multicriterio.

Queremos resaltar una vez mas que no hemos intentado ser exhaustivos ni en temas
ni en personas, aunque si podemos asegurar que son todos los que estan, aunque
evidentemente no estan todos los que son.

El presente volumen contiene 8 trabajos sobre diversos aspectos de la toma de
decisiones con criterios multiples que fueron solicitados en su momento a especialistas en el
tema, tal como anteriormente hemos referido. El primero de ellos titulado Los Métodos
Promethee: Una Metodologia de Ayuda a la Toma de Decisiones Multicriterio Discreta ha
sido realizado por Gabriela Fernindez con el objetivo de presentar la metodologia
PROMETHEE, de gran atractivo en el mundo de la decision multicriterio, desde sus
origenes, indicando su evolucion, para llegar asi a la situacion actual. El segundo lleva por
nombre El Proceso Analitico Jerdarquico (AHP). Fundamentos, Metodologia y Aplicaciones,
escrito por José Maria Moreno-Jiménez, donde se realiza la revision de una de las técnicas
de decision multicriterio mas extendidas, el Proceso Analitico Jerarquico (AHP), desde la
perspectiva del Paradigma de la Racionalidad Procedimental Multicriterio. Posteriormente,
es presentada por Sixto Rios-Insiia, Alfonso Mateos y Antonio Jiménez, La Teoria de la
utilidad para modelos de preferencias en decision multiatributo, la cual proporciona una
base formal para describir o prescribir elecciones entre alternativas cuyas consecuencias
estan caracterizadas por multiples atributos relevantes.

El siguiente trabajo que se presenta es el realizado por el profesor Carlos Romero,
titulado Programacion por Metas (Goal Programming): Pasado, Presente y Futuro. El
proposito de este articulo consiste en dar una visiéon panoramica e introductoria del enfoque
conocido como Programaciéon por Metas (Goal Programming) valido para analizar
problemas de toma de decisiones con objetivos multiples. Le sigue el titulado Programacion
Multiobjetivo Lineal en Ambiente Difuiso, realizado por José Antomil, M* del Mar Arenas,
Amelia Bilbao, Mariano Jiménez, Blanca Pérez y M® Victoria Rodriguez-Uria donde
tratan de abordar la resolucién de problemas de Programacién Multiobjetivo Lineal con
parametros inciertos y/o imprecisos. La Programacion Multiobjetivo Interactiva es el
siguiente trabajo, que ha sido escrito por Rafael Caballero, Mariano Luque, Julidan Molina



y Francisco Ruiz, donde se abordan aquellos métodos donde las preferencias del decisor son
explicitadas a lo largo de todo el proceso de toma de decisiones. Juegos con Pagos
Vectoriales es el titulo del trabajo presentado por Francisco R. Fernindez, Miguel A.
Hinojosa, Amparo Marmol, Luisa Monroy y Justo Puerto, y como su titulo indica
analizan los diferentes aspectos de la teoria de juegos con pagos vectoriales, y donde la teoria
clasica es una consecuencia de los nuevos desarrollos. Este primer bloque del volumen
extraordinario finaliza con el articulo titulado La Negociacion, un Reto para las Técnicas de
Decision Multicriterio, desarrollado por Gabriela Fernidndez y Jacinto Gonzilez que
versa sobre algunas conexiones entre dos disciplinas de especial relevancia en el analisis de
decisiones: la Teoria de la Decision Multicriterio y el Andlisis de la Negociacion.

Ademas, este volumen contiene 6 trabajos aplicados a diversos aspectos de la toma
de decisiones con criterios multiples. El primero de ellos titulado WIN-ELECTRE: Ayuda a
la Decisién mediante los Métodos ELECTRE, realizado por Angel Gento, Raiil Garcia y
Alberto Toribio presenta una implementacion informatica de los distintos métodos Electre
desarrollados hasta la actualidad, considerando las opciones mas importantes para cada uno
de ellos en un potente entorno Windows, facil de usar. Después se analizan las Dificultades
de la Puesta en Practica de los Métodos de Decision Multicriterio Discretos por parte de las
profesoras M* Carmen Escribano y M* Carmen Garcia, dando luz a algunos aspectos
complicados en las aplicaciones. El siguiente trabajo denominado Modelo de Decision
Multicriterio Discreto en la Seleccion de Alternativas de Aprovechamiento de la Madera,
escrito por M* Amparo Leén y Fernando L. Dominguez, estudia la seleccion de la
tecnologia mas adecuada, en el aprovechamiento de la madera, de forma tal que, sin dejar de
cumplir sus funciones econdmicas, los bosques satisfagan los usos de proteccion y recreo. El
articulo titulado Formulacion de Dietas para Animales: Un Enfoque de Programacion
Multiobjetivo Fraccional, realizado por Carmen Castrodeza, Teresa Peiia y Pablo Lara,
muestra cdmo un modelo fraccional biobjetivo puede ser 1til para la formulacion de piensos
y conseguir una composicion cuantitativa y cualitativa de la dieta que proporcione la mejor
respuesta del animal al coste mas bajo. El estudio denominado Estudio de la variacion
marginal de recursos en algunos modelos de produccion lineal desarrollado por Cristina
Fernandez y José Javier Busto, hace un recorrido por los distintos escenarios en los que
podemos situar el modelo de produccion lineal y estudia como afecta la variaciéon marginal
de recursos. Finalmente se presenta el trabajo titulado Una Aplicacion de la Metodologia
Multicriterio a la Asignacion de Plazas de Formacion Ocupacional en Galicia, de los
profesores Pilar Murias y J. Carlos de Miguel, donde se pretende mostrar la utilidad que
tiene un modelo de programacion por metas a la hora de analizar el problema de asignacion
de recursos en el Plan Nacional de Formaciéon e Insercion Profesional, aplicado a la
Comunidad Gallega.

Los coordinadores del presente volumen extraordinario queremos agradecer a la
Junta Directiva de la Asociacion ASEPUMA y al Consejo de Redaccion de la revista Rect@
la confianza que depositaron en nosotros y esperamos haber cumplido la tarea que nos fue
encomendada, pero sobre todo los coordinadores quedamos en deuda con todos los autores
que atendieron a nuestros requerimientos para que presentaran aqui sus trabajos,
solicitandoles a muchos de ellos temas concretos y en periodos de tiempo relativamente
breves. Esperamos que el objetivo que se propuso para este volumen se cumpla, ser un lugar
de referencia para aquellos que deseen acercarse a la Toma de Decisiones con Criterios
Multiples, o bien, profundizar en algunos de sus aspectos. Pero esto el tiempo lo dira.

Gabriela Fernandez y Rafael Caballero



LOS METODOS PROMETHEE:
Una Metodologia de Ayuda a la Toma de

Decisiones Multicriterio Discreta

Gabriela M. Fernandez Barberis !

Resumen:

Dentro de los Métodos de Relaciones de Superacion, ocupan un lugar muy destacado los
llamados Métodos PROMETHEE (Preference Ranking Organisation Methods for Enrichment
Evaluations) para la Ayuda a la Decision Multicriterio.

Estos métodos nacen con el proposito de ayudar al decisor en los problemas de seleccion o de
ordenamiento de alternativas posibles sometidas a una evaluacion multicriterio, donde ademas
los criterios se encuentran generalmente en conflicto entre si.

Inicialmente, se ofrecen dos posibilidades para resolver el problema de ordenamiento: obtener un
preorden parcial (PROMETHEE I) u obtener un preorden completo (PROMETHEE II) ambos
sobre el conjunto de alternativas factibles. Este analisis se complementa con la técnica de
modelizacion visual GATA (Geometrical Analisis for Interactive Aid), poderosa herramienta de
decision cualitativa, que asiste al decisor en la comprension de los aspectos conflictivos entre los
criterios y en la determinacion de las ponderaciones asociadas a los mismos.

Al alcance inicial que ofrecian estos métodos se han ido incorporando nuevos desarrollos tales
como: PROMETHEE V, PROMETHEE VI, y PROMETHEE para la Toma de Decisiones
Colectivas.

El objetivo del presente trabajo consiste en presentar la Metodologia PROMETHEE, de gran
atractivo en el mundo de la decision multicriterio, desde sus origenes, indicando su evolucion,
para llegar asi a la situacion actual. El enriquecimiento que ha experimentado la metodologia
durante este periodo es realmente sorprendente, ofreciendo asi al decisor, una ayuda sumamente
valiosa en el problema de decision multicriterio al que se enfrenta.

Palabras clave.- Decision Multicriterio; Relaciones de Superacion; Orden; Preorden;
Preferencia; Indiferencia,; Incomparabilidad.

! Dpto. Métodos Cuantitativos para la Economia .Fac. CC. Econémicas y Empresariales.
E-mail:ferbar@ceu.es Universidad San Pablo — CEU



1.- Introduccion

Los problemas de decision en el &mbito economico, politico, financiero, industrial
o social, son casi siempre problemas multicriterio. De esta forma, el problema de seleccion
0 de ordenamiento de un conjunto de alternativas factibles sometidas a una evaluacion
multicriterio, no resulta ser un problema sencillo ni econémica ni matematicamente.
Usualmente, no existe una solucion optima, es decir aquella alternativa que sea la mejor
para todos los criterios simultaneamente. Por tal razon, la alternativa Optima cede su
liderazgo a favor de la busqueda de soluciones de compromiso.

Dado que la mayoria de los problemas de decisidn poseen una naturaleza
multicriterio, en el sentido sefialado precedentemente, no tendria sentido la seleccion de una
decision considerando solamente un criterio de decision. Criterios de caracter social,
econdémico, financiero, ecoldgico y tecnologico deben considerarse simultineamente y
muchos de ellos se encuentran en conflicto entre si.

La solucion de un problema multicriterio no depende sélo de la naturaleza del
mismo sino también del propio decisor. Cada decisor asigna una importancia relativa
diferente a cada uno de los criterios seleccionados de acuerdo con la estructura de
preferencias elegida en interactividad con el analista. Este ultimo es una figura muy
importante en el proceso de decision ya que su ayuda es valiosisima para el decisor

Los Me¢étodos de Relaciones de Superacion en general, y los Métodos
PROMETHEE en particular, admiten la existencia de alternativas incomparables. Debido a
la naturaleza conflictiva de los criterios, muchas de las alternativas de un problema
multicriterio son incomparables entre si. Esto conduce al decisor a investigar bajo qué
criterios las alternativas evidencian un buen comportamiento y bajo cuales su desempefio es
deficiente, para proceder luego a efectuar la mejor eleccion de acuerdo a su propio esquema
de preferencias.

La formulacion de un problema multicriterio puede expresarse en los siguientes términos:
Max.{g,(a), g,(a),....g (a),....g,(a) ac A} (1)

donde A es un conjunto de alternativas factibles y {g,(.),j =L....,k} un conjunto de

criterios de evaluacion. Si bien se expresa como un problema de maximizacion, lo mas

normal es que algunos criterios deban maximizarse y otros minimizarse al mismo tiempo,

lo cual no representa ninglin obstaculo para su consideracion.

Dentro de un problema multicriterio como el anterior (1) la relaciéon de dominancia se

define de la siguiente manera:

Vj:g,(a) 2 g;(b)

& aPb (b es preferida pora)
3, :&i(a) > g, (b)
Vj:g,(a)=g;(a) < alb (aes indiferenteconb) 2)
3, :8,(a) > g,(b)

& a R b (a es incomparable con b)
3,:8,(a) < g,(b)

Asi pues, podemos identificar a las alternativas dominadas, indiferentes o
incomparables entre si. Aquellas alternativas que no son dominadas se denominan
soluciones o alternativas eficientes.




Sin embargo, la identificacion de las alternativas eficientes no resuelve el problema al
decisor, ya que es imposible concluir sin alguna informacion acerca de sus preferencias.

En realidad, ningun problema multicriterio puede ser tratado adecuadamente si no
se dispone de informacion adicional.

2.- Los Métodos PROMETHEE vy la informacién adicional

En la ultima década se ha observado un creciente numero de publicaciones
referidas a la Ayuda a la Decision Multicriterio en las que se proponen nuevos e
interesantes métodos.

Este campo de investigacion se va enriqueciendo notablemente a medida que

transcurren los afios y son mas las aportaciones que recibe. Todos estos métodos afrontan el
tratamiento del mismo problema basico pero varian entre si de acuerdo al tipo de
informacion adicional que requieren. La ventaja de los Métodos PROMETHEE frente al
resto de sus competidores es que requiere informacion adicional muy clara y precisa,
informacion que puede ser facilmente obtenida por el decisor con la permanente y activa
colaboracion del analista.
Los Métodos PROMETHEE fueron disefiados y llevados a la practica para tratar problemas
multicriterio donde el conjunto de alternativas, A, es un conjunto finito de alternativas
factibles. En este caso, el decisor se enfrenta con una matriz de decision, que consiste en
una tabla de evaluaciones del siguiente tipo:

Tabla 1.Matriz de Decision: Tabla de evaluaciones

i) () gi() o |gl)
A; gi(ay) gs(ay) . |giay) . | aay)
Ag g1(a2) gg(ag) gj(az) gk(ag)
4 @ |e@ | o |g@ | o e
w e e@ | . le@ | .. |a@

Es importante enfatizar que la matriz debe ser siempre evolutiva, es decir que
podrian considerarse alternativas adicionales a medida que se obtiene mayor cantidad de
informacion durante el progreso del proceso de decision, nuevos criterios de evaluacion o la
eliminacion temporal de otros. La estructuracion de la matriz se va alcanzando en forma
progresiva y para ello deben considerarse argumentos normativos, constructivos,
descriptivos y prescriptivos.

La informacion adicional requerida por los Métodos PROMETHEE consiste en:

e Informacion entre los distintos criterios (intercriterios)

e Informacion propia de cada criterio (intracriterio)

La informacién entre los distintos criterios consiste en el establecimiento de pesos o
ponderaciones que reflejen la importancia relativa de cada uno de ellos. Asi, un criterio sera
mas importante que otro cuando su peso sea mayor. Los pesos se suponen siempre
positivos y no existe ninguna objecion para considerar pesos normalizados.

La labor de determinacion de los pesos no resulta trivial ni sencilla debido a que la
componente subjetiva existente es muy fuerte, podriamos afirmar que la seleccion de los



pesos es “el espacio de libertad” del decisor, es decir aquel ambito donde él puede expresar
libremente sus preferencias conforme a la estructura de las mismas que tiene en su mente.

La informacion propia de cada criterio se refiere a la forma en que el decisor percibe la
escala especifica en la que sera expresado cada uno de ellos. Para cada criterio se define
una funcion de preferencia particular Py(. , .) que indica el grado de preferencia asociado a
la mejor alternativa en el caso de las comparaciones binarias, de acuerdo con la desviacion
entre las evaluaciones de las alternativas para ese criterio en particular. Asi pues, para
pequeiias desviaciones el decisor asignara una reducida preferencia a la mejor alternativa,
mientras que para grandes desviaciones la preferencia sera mayor. De esta forma, en los
Métodos PROMETHEE se sugiere modificar la modelizacion de las preferencias del
decisor, considerando para cada criterio, algunas posibles extensiones. Tales extensiones
reciben el nombre de criterios generalizados.

Un criterio generalizado se obtiene asociando a cada criterio g;(.) una funcion de
preferencia Py(. , .) que el decisor posee en mente, de forma tal que:

Pfab) = Pld(ab)] — Vabed

donde di(a,b) = gj(a) — gi(b)

siendo 0 <Pi(a,b)<]

Entonces, el par {gi(.), Py. , .)} se denomina criterio generalizado asociado al
criterio gi(.).

Las funciones de preferencia definidas permiten trasladar las desviaciones
observadas en la escala de un criterio especifico en grados de preferencia que, son
independientes de las escalas.

Con el propodsito de ayudar al decisor en la seleccion de tales funciones de
preferencia se han propuesto seis tipos basicos (Brans, 1982; Brans and Vincke, 1985;
Brans et al. 1984, 1986). El decisor es quien decide cudl de los diferentes tipos va a usar y
cual es el valor a asignar a los umbrales correspondientes. En general, se considera que
tanto la naturaleza de los criterios como el valor de los umbrales puede establecerse de
acuerdo con el significado econdmico asociado a ellos en cada caso particular.

Asimismo se considera que los seis tipos reconocidos en la literatura son
suficientes para tratar la mayoria de los casos practicos reales. Por supuesto que podrian
considerarse funciones mas sofisticadas (Fernandez Barberis; Minguez Salido; 1997), pero
en cualquier caso, es el analista quien debe postular al decisor cuestiones apropiadas para
que la evaluacion a asignar a los parametros asociados posea un significado econdémico
claro.

Una vez formulada la matriz de evaluaciones gj(a;), y definidos los pesos w; y los
criterios generalizados asociados {g;(.), Pi(., )}, i = 1.2,...,n; j = 1,2,..,k, el proceso de
decision del PROMETHEE puede comenzar.

3.- Los Métodos PROMETHEE 1y II

El proceso de decision del PROMETHEE se fundamenta en comparaciones
binarias de alternativas y permite la consideracion de distintos problemas.

Se trata de un problema de ordenamiento si el decisor desea ordenar las
alternativas de A desde la mejor hasta la mas débil y de un problema de eleccién si el
decisor tiene que seleccionar las mejores alternativas de A. De esta forma se presentan dos
técnicas para resolver el problema de ordenamiento, PROMETHEE I y PROMETHEE 11,



teniendo en cuenta que un conjunto de buenas soluciones de compromiso puede obtenerse a
partir del ordenamiento para resolver el problema de eleccion.

Una vez asociadas las funciones de preferencia a cada criterio, deben definirse los
indices de preferencia agregada o indices de preferencia multicriterio y los flujos de
superacion.

a) Indices de preferencia agregados o indices de preferencia multicriterio
Un indice de preferencia multicriterio se obtiene de la siguiente forma:

ﬂ(a,b):zk:P/(a,b)wj

donde w; es el peso que indica la importancia relativa del criterio g;(.).
Para cada par de alternativas a y b, n(a,b) expresa el grado de preferencia total de a sobre b,
es decir, expresa como y con qué intensidad la alternativa a es preferida a la b para todos
los criterios, mientras que 7z(b,a) indica la preferencia de b sobre a. Estos nlimeros son
usual y simultaneamente positivos y determinan una Relacion de Superacion Valorada
sobre el conjunto A. Esta relacion puede representarse mediante un Grafo de Superacion
Valorado, cuyos nodos son las alternativas de A.
Un indice de preferencia multicriterio posee las siguientes propiedades:
ma,a) =0
0<mab) <1 Va be A
m(a,b) ~ 0, implica una preferencia global débil de a sobre b
m(a,b) ~ 1, implica una preferencia global fuerte de a sobre b
b) Flujos de Superacion
Para cada nodo a, en el grafo de superacion valorado, se define el flujo positivo o
de salida:

@
¢ (@)= "3, wab)

que mide con qué intensidad la alternativa a es preferida a las (n-1) restantes, es decir, que
ofrece una medida del caracter de superacion, la fuerza de a.

Simétricamente, se define el flujo negativo o de entrada:

§ (@)=Y x(b.a)
n— 1 bed

que mide con qué intensidad otras alternativas son preferidas a la alternativa a, es decir que
ofrece una medida del caracter de superada, la debilidad de a.

Asi pues, una alternativa serd mejor que otra cuanto mayor sea su flujo positivo y

menor sea su flujo negativo, siendo ésta la base para el ordenamiento parcial del
PROMETHEE L.

¢) El ordenamiento parcial: PROMETHEE |

A partir de los flujos de superacion positivos y negativos se deducen dos
preordenes de las alternativas, que usualmente no son idénticos. La interseccion de dichos
ordenamientos da origen al ordenamiento parcial del PROMETHEE 1, que refleja una
estructura de preferencias de preorden parcial.

De este modo:



¢"(@)>¢"(b) y ¢ (a)<¢ (b)
aP'b < (¢ (@)=¢"(b) y ¢ (a) <4 (D)
¢"(a)>¢"(b) y ¢ (a) =4 ()

al'b < ¢ (a)=¢"(b) y ¢ (a) = ¢ (D)

1 .
aR'b &  en cualquier otro caso.

donde P, I' y R' indican preferencia, indiferencia e incomparabilidad de acuerdo con la
relacion de preferencia del PROMETHEE 1.

Este preorden parcial se propone luego al decisor para que pueda considerar su
problema de decision. Es importante sefialar que usando el Método del PROMETHEE 1,
algunas alternativas permanecen incomparables. Usualmente, dos alternativas ¢ y b son
incomparables cuando a es buena bajo un conjunto de criterios para los cuales b es débil e
inversamente, b es buena bajo otro conjunto de criterios para los cuales a es débil. Dado
que la informacion correspondiente a ambos tipos de flujos no es consistente, parece natural
considerar a las alternativas como incomparables. El método no deberia decidir cual es la
mejor alternativa, corresponde al decisor asumir esa responsabilidad.

d) El ordenamiento completo: PROMETHEE I1

Es muy frecuente que el decisor desee obtener un ordenamiento completo de las
alternativas, sin incomparabilidades. En tal caso un preorden completo es la estructura de
preferencia mas apropiada para alcanzar una decision, y se fundamenta en el flujo de
superacion neto de cada alternativa:

#a)=¢"(a)- ¢ (a).

Cada flujo de superacion neto surge del balance entre los flujos de superacion
positivos y negativos; cuanto mayor sea el flujo neto mejor sera la alternativa en cuestion.

De esta forma se define el ordenamiento completo del PROMETHEE II:

aP"b < ¢(a)> ¢(b)
al"b & gla)=p(b)

Todas las alternativas son comparables pues el conjunto A ha sido completamente
ordenado, pero la informacion resultante es mas discutible debido a que una parte
considerable de ella se pierde al efectuar el balance entre los flujos de entrada y de salida.

Tanto el PROMETHEE I como el II ayudan al decisor a finalizar el proceso de
decision con la seleccion de una mejor solucion de compromiso, ofreciendo una clara

vision de las relaciones de superacion entre las alternativas a través de los grafos de
superacion.

4.- El Plano GAIA

El proceso GAIA consiste en un modulo de interaccion visual complementario de
la Metodologia PROMETHEE (Mareschal and Brans, 1988). El plano GAIA ofrece al
decisor una descripcion grafica clara de su problema de decision, enfatizando los conflictos
existentes entre los criterios y el impacto de los pesos en la decision final. Este



enriquecimiento en la comprension de la estructura del problema es esencial: en verdad
seria bastante dificil alcanzar una buena decision sin una adecuada comprension y
conocimiento del problema en cuestion.

Mientras que los analisis del PROMETHEE 1 y II son bastante prescriptivos, el
analisis GAIA es mas descriptivo y esta orientado graficamente.

El analisis GAIA completo se fundamenta en el analisis de los flujos netos
obtenidos a partir de la descomposicion del flujo neto global.
A estos efectos, se asocia un flujo neto unicriterio a cada uno de los criterios:

b (@ = SUP@b) - P (b0) @)
n—1 bed

siendo ¢(a) el flujo neto unicriterio obtenido en el caso de considerar solo al criterio g;(.).

De esta forma, el flujo neto multicriterio puede expresarse en funcion de los flujos
netos unicriterio:

k
Ha)=39,(a)w, ©®)

En comparacion con las evaluaciones de los criterios gj(.), los flujos unicriteriog(.)
contienen mayor cantidad de informacion acerca de la estructura de preferencias del decisor
debido al uso de las funciones de preferencia. Ademas dichos flujos estan expresados en
escalas similares siendo independientes de las escalas originales de los criterios.

Cada alternativa puede representarse en el espacio k-dimensional por un vector
cuyas componentes son los flujos unicriterio, ¢(.)(j = 1,2,....k):

a(@):46,(@) §,(@),..s 8, (@), b (@)

Consecuentemente, el conjunto de alternativas puede representarse por una nube
de n puntos en el espacio k-dimensional R*.

Dado que el numero de criterios, usualmente, es mayor que dos, resulta imposible
obtener una clara visién de la posicion relativa de los puntos con respecto a los criterios.
Por lo tanto se proyectard la informacion incluida en el espacio k-dimensional sobre un
plano.

El Método GAIA utiliza la técnica de Analisis de Componentes Principales para
proyectar, en forma Optima, esta informaciéon sobre un plano, que se denomina plano
GAIA. Asi pues, se proyectan sobre el plano GAIA los puntos que representardn a las
alternativas y los vectores unitarios de los ejes de coordenadas que representaran a los
criterios.

El plano GAIA es el plano que conserva la mayor cantidad de informacion posible
respecto de la nube de puntos una vez efectuada la proyeccion.

Este analisis permite distinguir qué alternativas son buenas bajo un criterio
particular, dado que las mismas se localizaran en la direccion del eje correspondiente sobre
el plano GAIA. Adicionalmente, los criterios representados por ejes con orientaciones
similares expresan preferencias afines, mientras que aquellos cuyos ejes estan orientados en
direcciones opuestas corresponden a criterios en conflicto entre si. Otro elemento que debe
tenerse en cuenta es la longitud de cada eje representativo de los criterios ya que constituye
una medida del poder de discriminacion relativo de los criterios respecto del conjunto de
alternativas.

Por supuesto que la calidad de la informacién que podemos obtener esta
directamente relacionada con el porcentaje 6, que indica la cantidad de informacién que



conserva el plano GAIA después de la proyeccion. En la mayoria de las aplicaciones del
mundo real, & es superior al 70%; esto significa que el plano GAIA ofrece una
representacion bastante fiable de los problemas de decision. No obstante, deberia
procederse con sumo cuidado al extraer conclusiones a partir de la inspeccion del plano
GAIA pues parte de la informacion se pierde.

Aunque el plano GAIA incluye un porcentaje 6 de la informacion total, se
constituye en una poderosa herramienta de visualizacion grafica para el analisis de la
estructura de un problema multicriterio. El poder de discriminacion de los criterios, sus
aspectos conflictivos, asi como también la calidad de cada alternativa sobre los diferentes
criterios, se vislumbran con mucha claridad y sencillez.

Hasta el momento, la informacion que puede representarse en el plano GAIA es
totalmente independiente de los pesos de los criterios, pero los pesos también pueden
representarse en el plano GAIA mediante un vector k-dimensional. Veamos como se
obtiene este vector y como se denomina.

De acuerdo con la expresion (5) el flujo neto de una alternativa es el producto
escalar entre el vector de los flujos netos unicriterio y el vector de los pesos:

{al-:(¢1<a,->,¢2<a,-),...,¢,-<a,-),...,¢k(a,-))

Wi(W, Waseois W)y W)

Esto significa que el flujo neto de a; es también la proyeccion de ¢; sobre w en el
espacio k-dimensional y que las proyecciones de todos los ¢, i = 1,2,...n sobre w ofrece el
ordenamiento completo del PROMETHEE II. Claramente se observa que w es un eje de
decision y puede representarse en el plano GAIA mediante la proyeccion del vector unitario
a lo largo de w. Normalmente se reconoce a esa proyeccion como 1t y se le denomina eje de
decision del PROMETHEE.

El eje de decision 1 posee importantes propiedades. Si © es largo entonces posee
un fuerte poder de decision y el decisor esta invitado a seleccionar las alternativas que estén
situadas tan lejos como sea posible del origen pero en su direccion. Si © es corto, su poder
de decision es débil. En este caso el vector w es casi ortogonal al plano GAIA; significa
que, en concordancia con los pesos, los criterios son fuertemente conflictivos entre si y que
una buena solucion de compromiso deberia elegirse proxima al origen.

Si se modifican los pesos, las posiciones de los criterios y de las alternativas no se
ven afectadas en el plano GAIA. Ademas resulta curioso observar que el vector de pesos,
w, aparece como un “baston” que el decisor puede mover de acuerdo con sus preferencias a
favor de alglin criterio en particular. Cuando se introducen cambios en los pesos, el
“baston” asi como también, el eje de decision del PROMETHEE se mueven, de forma tal
que el decisor puede apreciar perfectamente las consecuencias de dichas variaciones en el
plano GAIA.

El “baston” de decision (w) y el eje de decision PROMETHEE (7) constituyen, en
el plano GAIA, una poderosa herramienta para el analisis de sensibilidad visual. Antes de
dar por terminado el proceso de decision es recomendable que el decisor efectiie diferentes
analisis de sensibilidad, simulando diversas distribuciones de pesos. En cada caso, la
situacion puede apreciarse directamente en el plano GAIA. Para cada vector de pesos las
alternativas recomendadas seran las que estén localizadas en le direccion del eje de decision
PROMETHEE. Este analisis de sensibilidad resulta ser sumamente util para los decisores,
es muy sencillo de realizar e interpretar debido a que las alternativas y los ejes de los



criterios permanecen inamovibles mientras el “baston” de decision se va moviendo. Todo
este analisis se encuentra muy favorecido gracias al software PROMCALC que se
comentara posteriormente.

5.- El PROMETHEE V

Hemos visto que los Métodos PROMETHEE I y II son particularmente apropiados
para elegir una alternativa. Sin embargo, en muchos casos deben seleccionarse un
subconjunto de alternativas sometidas a un conjunto de restricciones que deben verificarse
entre y dentro de los distintos subconjuntos.

Las variables booleanas son especialmente adecuadas para enfrentar tales problemas.
Consideremos que {ai, i =1,2,...,n}es el conjunto de alternativas factibles y que asociamos

a cada alternativa las variables booleanas siguientes:
1 si se elige a
" 10 de otra forma
El proceso del PROMETHEE V comprende dos etapas.

Primera Etapa: Inicialmente se considera el problema multicriterio sin
restricciones de segmentacion. Se computan los flujos de superacidon netos

¢(a,), i=L2,...,n y se obtiene el ordenamiento completo del PROMETHEE II. Esto se
logra mediante el procedimiento basico PROMETHEE-GAIA ya estudiado.

Segunda Etapa: Las restricciones adicionales de segmentacion se incorporan al
problema mediante la consideracion del siguiente programa lineal (0-1):

Max. Z #(a,)x, (6)
i=1

da,.x ~pB, i=12,.,n; p=12,..,P (7)

i=1

DV X~ 6, q,=12,..,0.; r=12,.,R (8)

ieS, ’

x, € {0,1} i=12,..,n ©)

donde ~ se mantiene para<, > 0 =,

Los coeficientes ¢(a;) de la funcion objetivo son los flujos de superacion netos. El
objetivo del problema de maximizacion es recoger tantos flujos de dominacion como sea
posible a favor del subconjunto de alternativas que va a seleccionarse.

Las relaciones (7) y (8) expresan, respectivamente, las restricciones de

segmentacion entre lo subconjuntos y dentro de cada uno de ellos.
Las P restricciones del tipo (7) son restricciones que deben cumplir todos los subconjuntos.
Las diferentes relaciones del tipo (8) definen restricciones dentro de los subconjuntos. Para
cada subconjunto, deben considerarse Q, restricciones. Las restricciones formuladas, sean
de uno u otro tipo, pueden expresar limitaciones de cardinalidad, de presupuesto, de
inversion, de financiacion, de comercializacion, ....



Una vez resuelto el programa lineal (0-1) utilizando herramientas clasicas (Técnica
de Branch and Bound) es posible obtener un subconjunto de alternativas que ademads de
satisfacer las restricciones formuladas ofrece el mayor flujo neto posible.

Muchas aplicaciones del mundo real se enfrentan a problemas multicriterio
definidos por tablas de evaluacion del tipo (3). La ventaja que ofrece el PROMETHEE V es
que permite combinar el analisis de tales matrices de evaluacion con un programa lineal (0-
1) considerando restricciones de segmentacion formuladas sobre el conjunto de alternativas.

6.- El PROMETHEE VI

El PROMETHEE VI es una extension de la Metodologia PROMETHEE-GAIA
que ofrece al decisor cierta informacion respecto de su propia vision del problema
multicriterio, permitiéndole analizar de acuerdo con su propia estructura de preferencias, si
se enfrenta a un problema “hard” o “soft”.

Los términos “hard” y “soft” se utilizan frecuentemente en el Reino Unido para
describir Métodos de Investigacion Operativa. Asi, el término “hard” se utiliza para
describir métodos analiticos que generalmente buscan ofrecer soluciones dptimas. Por otra
parte, el término “soft”, describe aquellos métodos de Investigacion Operativa que se
enfrentan con dificultades complejas para la obtencion de los resultados. En el ambito
multicriterio en el que nos movemos, las palabras “hard” y “soft” poseen una connotacion
distinta: los problemas “hard” hacen referencia a problemas dificiles o complejos, mientras
que los “soft” se refieren a problemas faciles o sencillos.

Dado que la traduccion literal del inglés para los términos “hard” y “soft” no se
adecua a su significado en este contexto, utilizaremos los términos dificil o completo y facil
o sencillo para referirnos a cada tipo de problema, hard o soft, respectivamente.

Hemos visto que la distribucion de los pesos posee un papel crucial en todos los
problemas multicriterio. Tan pronto como se establecen los pesos, el PROMETHEE nos
recomienda una decision final.

Pero en muchas situaciones, el decisor se muestra dudoso al asignar valores
precisos a los pesos. Esa duda se debe a diversos factores: indeterminacion, imprecision,
incertidumbre, falta de control en la situacion del mundo real.

Sin embargo, el decisor posee, usualmente, en su mente una clase de magnitud
para los pesos, por ello, a pesar de sus dudas, es capaz de formular algunos intervalos que
incluyan los valores adecuados para los pesos. Consideremos que esos intervalos son de la
forma:

_ . .
w, Sw; < w; =12,k (10)
donde W]_. y W;.r son el limite inferior y superior, respectivamente, del intervalo de valores

que puede tomar el peso del criterio g(.).

Al considerar el conjunto de todos los puntos extremos de los vectores asociados a
todos los vectores de pesos admisibles de acuerdo con la formulacion (10), se observa que
dicho conjunto define un dominio sobre la hiperesfera unitaria, centrada en el origen del
espacio k-dimensional. A la proyeccion de este dominio sobre el plano GAIA se la
denomina Espacio de Libertad del Decisor (ELD). Obviamente, el (ELD) es el lugar
geométrico de los puntos extremos del eje de decision PROMETHEE (n) para cada
conjunto de pesos probable.

Pueden identificarse dos situaciones diferentes respecto del (ELD):



1) Si (ELD) no incluye el origen del plano GAIA, el eje de decision PROMETHEE
permanecera globalmente orientado en la misma area del plano cuando se introduzcan
modificaciones en los pesos dentro del intervalo definido (10). En este caso, cada
conjunto de pesos conduce a la obtencion de soluciones de compromiso similares. Los
valores actuales de los pesos son, ademas menos relevantes en el proceso de decision.
El problema multicriterio es bastante simple o sencillo de resolver y por eso se le
denomina problema multicriterio sofft.

2) Por el contrario, si (ELD) incluye el origen, el eje de decision PROMETHEE puede
tener cualquier orientacion, dependiendo del valor de los pesos. En este caso,
soluciones de compromiso bastantes diferentes pueden obtenerse para distintos
conjuntos de pesos probables. Resulta bastante complejo tomar una decision final en
este contexto. Asi pues, de acuerdo con sus preferencias y sus dudas, el decisor se
enfrenta a un problema multicriterio hard.

Es importante tener en cuenta que puede apreciarse visualmente cual es el grado de
dificultad o complejidad de un problema multicriterio. Basta con analizar la posicion del
(ELD) con respecto al origen del plano GAIA. Este proceso, denominado PROMETHEE
VI ha sido implementado en el software PROMCALC, como estudiaremos posteriormente.

En la mayoria de las aplicaciones practicas y situaciones del mundo real tratadas hasta
el presente, los problemas son mas bien sencillos y no demasiado complejos. Esto significa
que en la mayoria de los problemas multicriterio existen soluciones de compromiso buenas
y apropiadas. Tal informacion resulta ser de muchisima utilidad en el proceso de decision.

7.- El Procedimiento PROMETHEE como Sistema Soporte para la Decisién Colectiva
(SSDC)

En este epigrafe se estudia otra extension de la metodologia multicriterio
PROMETHEE-GAIA, especialmente apropiada para asistir a un grupo de decisores a
alcanzar un consenso sobre un conjunto de alternativas factibles.

Asi pues, se considera un problema de decisidon que involucra a varios decisores,
situacion muy comun que aparece cuando debe decidirse sobre planes de inversion,
estructuras de produccion, oportunidades de comercializacion, politicas sociales,
planificacion financiera, ...

En el contexto donde existen decisores multiples surgen dificultades adicionales con
respecto al problema multicriterio de un decisor Gnico ya estudiado. Asi, por ejemplo, los
criterios que representan las preferencias individuales de los decisores son, a menudo,
diferentes y la mayoria de tales criterios se encuentra en conflicto entre si; la nocion de
mejor solucion de compromiso difiere de un decisor a otro y debe buscarse un consenso a
efectos de alcanzar una decision comun.

Un procedimiento que consta de dos etapas y con base en la metodologia
PROMETHEE-GAIA, ha sido propuesto (Brans; Macharis; Mareschal; Mariame; 1996)
para asistir al grupo de decisores en tal situacion. Tal procedimiento deberia ponerse en
practica en un aula especialmente equipada con equipos informaticos que admitan el
sistema soporte de decision colectiva y guiada por un analista-asistente. El analista-
asistente sera el responsable de la correcta ejecucion del procedimiento y de moderar la
discusion. El soporte informatico de este procedimiento se denomina GDSS-PROMCALC
y es una extension del software PROMCALC que respalda a la metodologia basica
PROMETHEE-GAIA.



a) La etapa preliminar: estructuracion del problema de decision

En una etapa preliminar, el analista-asistente ayudara al decisor a identificar las
decisiones potenciales. Para alcanzar dicho propoésito sera particularmente util generar,
tanto antes como durante las sesiones, una “tormenta de ideas”, asi como también propiciar
amplias discusiones.

El software GDSS-PROMCALC permite almacenar la lista de alternativas que se van
generando durante la discusion. Cada alternativa lleva asociada una descripcion asi como
también los comentarios adicionales que efectian los participantes. La interactividad
existente en esta etapa permite que se efectien modificaciones y que tenga lugar la
retroalimentacion para garantizar asi propuestas mas realistas.

Es muy importante y sumamente util estructurar adecuadamente esta etapa previa a la
reunion propiamente dicha, ya que de esa forma toda la informacion es clasificada
directamente y ninguna idea corre el riesgo de perderse.

Supongamos que un conjunto de alternativas, A = (al,az,...,an) ha sido identificado

durante esta etapa preliminar. De ahora en adelante, este conjunto serd idéntico para cada
uno de los decisores, pero ello no implica que el conjunto sea fijo durante el resto del
procedimiento, todo lo contrario, ya que debe resaltarse el caracter evolutivo del mismo que
permite la consideracion de alternativas adicionales en cualquier momento.

b) Primera etapa de evaluacion: Evaluacion Individual

Una vez identificadas las alternativas posibles, el proceso de evaluaciéon puede
comenzar y se invita a cada decisor a usar la metodologia basica PROMETHEE-GAIA para
este propdsito.

Si designamos DMr (r = 1,2,...,R) a los R decisores involucrados en el problema, a
cada uno de ellos se les permite considerar sus propios criterios.

Sean: 8 (), 8( )8, () (11)
los k; criterios considerados por el decisor DMr, y

wl",w;',...,w,:r (12)
sus pesos asociados. Estos datos definen un problema de decision multicriterio para un

decisor individual al que se asocia una matriz de decision similar a la definida en la
metodologia basica PROMETHEE-GAIA (3), pero aun falta que cada decisor asocie una

funcién de preferencia P/ (.,.) a cada criterio.

De esta forma se determinan los flujos netos unicriterio:

¢ (@)= (@) (13)
donde 4/ (a) :%Z{Pjr(a,b) — P/ (b,a)} (14)
n—1peu

de forma similar a la efectuada en la metodologia bésica original, dado que cada decisor
tiene acceso a todas las herramientas del PROMETHEE-GAIA, es decir, a los
ordenamientos del PROMETHEE 1 y II, los andlisis de sensibilidad de pesos y el plano
GAIA.

Resulta interesante destacar que el software permite trabajar con los datos de todos
los decisores, bien sea en forma andénima o no. Ademas se identifica a cada decisor
mediante un color unico de forma tal que pueda reconocer sus propios datos en la pantalla
del ordenador.



Si bien el conjunto de alternativas es idéntico para todos los decisores, algunos de
sus criterios de evaluacion pueden ser bastante diferentes dado que dependen de sus
sentimientos o intereses especificos. Asi por ejemplo, algunos decisores estaran mas
interesados por criterios econémicos, otros por criterios financieros y ain otros por criterios
medioambientales o por criterios econdémico-sociales. Es cierto que algunos criterios
pueden ser comunes para todos o para la mayoria de los decisores, pero los pesos y las
funciones de preferencia asociadas son, sin lugar a dudas, diferentes de un decisor a otro.

Durante esta primera etapa de evaluacion cada decisor trabaja individualmente con
la posible asistencia del analista-asistente. Al finalizar esta etapa cada decisor posee su
propia vision personal del problema de decision. Cada uno ha identificado las mejores
soluciones de compromiso de acuerdo con sus propios criterios. Mas precisamente, los

. . . r . .
flujos netos asociados a cada decisor, ¢" (.) resumen su propia estructura de preferencias.

Al final de esta etapa el analista-asistente expondra y comentara uno por uno los
resultados obtenidos por los diferentes decisores. La siguiente etapa ofrece una evaluacion
global mediante la confrontacion de los datos; ademas permite analizar los conflictos
emergentes y es el momento en el cual tendra lugar la negociacion.

¢) La segunda etapa de evaluacion: Evaluacion Colectiva

El objetivo se centra, ahora, en el soporte de decision colectiva a efectos de tomar
en consideracion los puntos de vista especificos de los diferentes decisores.

Al finalizar la etapa anterior, el analista-asistente ha reunido los datos que ofrecen
los R decisores. Mas especificamente, se utilizaran los flujos netos respectivos:

¢ (a,) i=12,.n r=12,...,R (15)
Adicionalmente, se supone que hubo acuerdo en la distribucion de pesos que
determina la importancia relativa de cada decisor en el proceso de decision. Por el
contrario, si no se alcanzara el consenso en esos pesos, se asignara a todos los decisores el
mismo peso, @, (r=12,..R).
Llegados a este punto del analisis pueden considerarse dos grupos distintos de
procedimientos de soporte:

1°. Por un lado puede estructurarse un problema multicriterio global que incluya a
todas las alternativas y a todos los criterios definidos por los diferentes decisores,
alcanzando de esta forma un tamafio bastante considerable.

Al problema global formulado puede aplicarse directamente la metodologia
PROMETHEE-GAIA. Dado que las funciones de preferencia ya han sido especificadas por
los decisores durante la primera etapa y los pesos de los criterios en el problema global se
han obtenido multiplicando los pesos individuales de cada decisor DMr por su peso

respectivo @, , el flujo neto global resultante es de la forma:

R k,
(@)= 2 4] (a) W) o, (16)

r=1j=1
Las alternativas que posean el flujo neto global mas elevado seran los mejores
soluciones de compromiso en concordancia con la distribucion de pesos.
La ventaja de este enfoque es que tienen en cuenta explicitamente toda la
informacion procedente de los decisores; nada se pierde en el camino. Aunque
desafortunadamente, esto da origen a un problema de grandes dimensiones, con muchos



criterios y donde no resulta facil obtener una clara vision del problema, especialmente en el
plano GAIA.

T. Marchant (Marchant, 1999) ha estudiado este problema en profundidad y ha propuesto
un enfoque exhaustivo. Sin embargo, su investigacion se centra en el caso particular donde
todos los decisores comparten el mismo conjunto de criterios. En una situacion como esa es
posible estudiar, por ejemplo, cual es la apreciacion que poseen los diferentes decisores
respecto de un criterio particular.

2°. Por otro lado se sugiere un enfoque diferente (Marcharis; Brans;
Mareschal;1997) que conduce a la obtencion de una tabla de evaluaciones multicriterio de
dimension mas reducida que en el caso anterior. Este es el enfoque que permite aplicar el
software GDSS-PROMCALC. En primer lugar, los R problemas multicriterio individuales
se reducen a sus flujos netos correspondientes, estos se corresponderian con los R criterios
en el problema global. De este modo el problema global esta limitado por R criterios y n
alternativas, y cada decisor esta representado por un criterio global, que abarca a todos sus
criterios individuales.

La ventaja de este enfoque es que el problema resultante se conserva ain de
menores dimensiones y por lo tanto puede ser facilmente investigado mediante la
metodologia PROMETHEE-GAIA. La tabla de evaluaciones correspondiente contiene los
flujos netos individuales, expresados en escalas similares y normalizados en el intervalo
[-1, +1].

El analisis de este problema global puede efectuarse asignando una funciéon de
preferencia a cada criterio (esto es, a cada decisor). Sin embargo, parece dificil asociar
funciones de preferencias diferentes a los distintos decisores. En efecto, sus respectivos
flujos netos individuales se computan sobre la base de sus funciones de preferencia
individuales y estan, de este modo, expresados en la misma escala de preferencias. En este
contexto, resulta mucho mas natural computar simplemente la suma ponderada de los flujos
netos individuales. Por lo tanto, el flujo neto global resultante es:

¥ @=¢ @0, (a7

De acuerdo con (13) y (16) tenemos que:
¢° (a) = @ (a) (18)

De forma que el flujo neto global es el mismo que se obtiene en el primer enfoque
analizado.

El software GDSS-PROMCALC capacita al analista-asistente a seleccionar bien
sea la suma ponderada como en (17) o una funcién de preferencia comun para los distintos
decisores. En general, se recomienda la primera posibilidad.

El procedimiento PROMETHEE-GAIA puede aplicarse ademas al problema
global. En particular, la utilizacion del software GDSS-PROMCALC conduce al computo
inmediato de los ordenamientos del PROMETHEE 1 y II y del plano GAIA.
Adicionalmente, pueden efectuarse analisis de sensibilidad respecto de los pesos asignados
por los distintos decisores. El plano GAIA es especialmente interesante dado que estimula
la discusion, en efecto, los ejes representan las opiniones de los distintos decisores y pueden
observarse los conflictos existentes con gran claridad.



8.- El software PROMCALC

PROMCALC es el software que respalda a la metodologia PROMETHEE-GAIA y
contiene todos los calculos del PROMETHEE (PROMethee CALCulation).

Es un software particularmente sencillo para los usuarios, estd escrito en turbo
pascal y ofrece un meni muy interactivo. Para aquellos que poseen un profundo y
razonable conocimiento de la metodologia no es necesario recurrir a un manual.

Existen tres versiones, a saber:

e FULL VERSION: es la version completa que permite calcular hasta 3600
evaluaciones y es particularmente util para las aplicaciones del mundo real.

e STUDENT VERSION: es la versién para el estudiante que permite el calculo de 60
evaluaciones como maximo y es particularmente destinada a usos didacticos.

e DEMO VERSION: es una demostracion en la que se tratan cinco ejemplos fijos, de
forma tal que no pueden modificarse los datos ofrecidos.

Practicamente todas las funciones estan activas en cada version. Entre las principales
funciones ofrecidas estan:
1) Algunos ejemplos ilustrativos ya archivados.
2) Laposibilidad de formular problemas personales.
3) Lainformacion adicional que recogen los pesos y las funciones de preferencias.
4) Algunos estadisticos descriptivos.
5) Los indices multicriterio agregados.
6) Los flujos de superacion positivos y negativos.
7) El ordenamiento del PROMETHEE I (preorden parcial).
8) El ordenamiento del PROMETHEE II (preorden completo).
9) La posibilidad de mostrar los perfiles de dos alternativas simultineamente.
10) Analisis de sensibilidad respecto de los pesos.
11) Intervalos de estabilidad de pesos.
12) El plano GAIA
13) Analisis de sensibilidad respecto del “baston” de decision.
14) El PROMETHEE V para seleccionar un subconjunto de alternativas sometidas a
restricciones de segmentacion.
15) E1 PROMETHEE VI para el caso de dudas en el establecimiento de los pesos.

Todas estas funciones se complementan con las que ofrece el software GDSS-
PROMCALC para el caso de decision colectiva.
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Resumen:

Este trabajo presenta una revision de una de las técnicas de decision multicriterio mas
extendidas, el Proceso Analitico Jerarquico (AHP), desde la perspectiva del Paradigma
de la Racionalidad Procedimental Multicriterio. En primer lugar, se analizan diferentes
paradigmas de racionalidad propuestos en los ultimos afios para la toma de decisiones
complejas, y se establece el marco conforme al cual, los desarrollos tedricos de esta
técnica multicriterio pueden ofrecer una mayor y mejor explotacion practica. A
continuacion, se exponen las ideas subyacentes de la filosofia que soporta AHP, asi
como los fundamentos tedricos y la metodologia de la misma. Seguidamente se ofrecen
una serie de topicos y referencias correspondientes a las aplicaciones practicas de esta
herramienta multicriterio. Se concluye mencionando algunos aspectos controvertidos de
la metodologia de AHP y posibles extensiones de ésta.
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1.- Introducciéon

Cuando los coordinadores de este monografico sobre Técnicas de Decision
Multicriterio, los profesores Gabricla Ferndndez y Rafael Caballero, me solicitaron que
elaborara un articulo sobre el Proceso Analitico Jerarquico (AHP), pensé, como suele ser lo
habitual en este tipo de colaboraciones, en preparar una “revision” en la que se presentaran
los fundamentos tedricos de esta técnica multicriterio, se mencionaran diferentes
aplicaciones que pusieran de manifiesto su enorme utilidad e interés practico y, por tltimo,
citar algunos aspectos controvertidos de su metodologia y posibles extensiones de la
misma.

No obstante, durante la elaboracion del documento se ha producido un hecho que
me ha llevado a modificar ligeramente el enfoque inicialmente pensado para este trabajo. A
lo largo del mes de febrero de 2001, se ha producido un intenso debate (internet) entre la
comunidad cientifica multicriterio (véanse los mensajes aparecidos en el foro “Multicriteria
Discussion List <MCRIT-L@LISTSERV.UGA.EDU>") sobre la brecha existente entre la
teoria y la practica en este campo del saber. En el mismo, se han vuelto a poner de
manifiesto las diferentes “sensibilidades” y “filosofias” sobre las que se elaboran las
distintas aproximaciones multicriterio.

Al margen de que este tipo de debates “espontaneos” se puedan estar utilizando
como reclamo (estrategia de marketing) para motivar la participacion en algin evento
cientifico (proxima reunion MCDM de El Cairo (Egipto), la anterior de Ankara (Turquia),
etc.), algo licito por otra parte, la intensidad y el interés de los mensajes enviados ponen de
manifiesto las “dudas” que nos embargan a todos los que de alguna forma nos dedicamos a
elaborar modelos, metodologias o aproximaciones cientificas para su utilizacion practica.
Cuestiones como: (i) por qué las cosas no funcionan en la practica como se nos dice en
teoria; (ii) como se deberia actuar; (iii) qué aproximaciones son mejores, etc., siguen sin
resolverse de una forma satisfactoria.

En este sentido, he decidido aportar mi granito de arena a este debate y en este
momento, teniendo en cuenta: (1) que éste es, por lo que yo conozco, el primer
monografico electronico sobre multicriterio en espafiol; (2) que la discusion realizada en la
lista multicriterio internacional se esta “hilando tan fino” que para mi resulta muy dificil
expresar algunas percepciones y sentimientos en un idioma que no sea el materno, y (3)
que, fundamentalmente, el debate sigue vivo.

Respecto a la “esencia” del problema, la brecha existente entre la teoria y la
prdctica, mencionar que si en general dentro de la modelizacion matematica esa brecha es
importante, en el campo multicriterio el problema se agrava notablemente, debido a la
complejidad de las situaciones tratadas y a la variedad de aproximaciones seguidas.

Como veremos con mas detalle en las proximas secciones, dos ambitos totalmente
distintos se pueden diferenciar en la resolucion “cientifica” de cualquier problema de
decision (se entiende complejo). Por un lado, estd el “mundo de las ideas” con sus
contenidos tedricos y, por otro, el “mundo de las acciones” con sus aplicaciones practicas.
En el primero (dmbito teorico), se recurre a modelos matematicos que, como es bien sabido,
son simplificaciones abstractas de la realidad en los que so6lo se incorpora parte de la
misma. Para resolver estos modelos se desarrollan una serie de técnicas que son validas
exclusivamente bajo los supuestos en los que se planted el modelo matematico. En el
segundo (ambito practico), las técnicas y los modelos desarrollados en el ambito tedrico son
aplicados a situaciones reales donde las simplificaciones efectuadas al plantear el modelo



no se verifican. Es por ello, que suele presentarse una notable brecha entre los logros
esperados y los resultados obtenidos.

De la propia definicion de Ciencia, entendida, en su sentido tradicional, como el
conjunto de conocimientos de validez universal caracterizados por su objetividad,
causalidad y verificabilidad, se desprende que entre estos dos ambitos de actuacion existe
una diferencia fundamental. En el ambito tedrico, para poder hablar de la aplicacion del
método cientifico en la resolucion de problemas (sentido clasico), se exigia la separacion
entre lo objetivo y lo subjetivo, entre lo tangible y lo intangible, en resumen, entre lo
racional y lo emocional. En cambio, en el ambito practico esa separacion no sélo no se
produce, sino que hay evidencias empiricas donde se pone de manifiesto que la neutralidad
de valores exigida por la escuela tradicional es una hipdtesis poco realista (Soderbaum,
1999; Kaufmann, 1999).

Mas alin, la “practica” de la toma de decisiones esta estrechamente relacionada con
aspectos subjetivos, intangibles por el momento, asociados al comportamiento del ser
humano (actores participantes en los procesos de toma de decisiones). Por todo ello, si lo
que se pretende es reducir la brecha actualmente existente entre la teoria y la practica, sera
necesario incorporar de forma explicita el factor humano en los modelos tedricos, en
especial en problemas de alta complejidad como suelen ser los relativos a aplicaciones
practicas dentro del campo de las ciencias sociales (Moreno, 1996, 1997; De Tombe, 2001).

En el caso particular de las técnicas de decision multicriterio, esta recomendacion
deberia interpretarse como sigue. Por un lado, se dispone de un conjunto de aproximaciones
cientificas (metodologias) que han dado lugar a una serie de técnicas multicriterio validas
para situaciones concretas bastante estructuradas. Por otro lado, se tiene un problema real,
complejo y poco estructurado, que requiere una resolucion efectiva. En este sentido, no se
debe cometer el error, ampliamente estudiado por la Investigacion Operativa, de “retocar”
la realidad para aplicarle una herramienta analitica disponible (en nuestro caso alguna de las
técnicas multicriterio existentes). Es preciso comprender cuales son las diferencias en los
fundamentos tedricos que soportan las distintas aproximaciones multicriterio, para, de esa
forma, poder determinar la filosofia (técnica) mas apropiada para cada situacion real.

Ya no se contempla la existencia de una “verdad unica”, sino la de “muchas
verdades” asociadas a las percepciones de la realidad de los diferentes actores participantes
en la resolucion del problema. Es por tanto necesario que la metodologia multicriterio
seguida permita combinar lo objetivo, tangible y racional de la ciencia clasica con lo
subjetivo, intangible y emocional del comportamiento humano. En este sentido, se puede
conseguir un tratamiento objetivo de lo subjetivo (Keeney, 1992), y con ello, alcanzar un
tratamiento racional de lo emocional.

Para una resolucion efectiva del problema, no basta con aplicar la técnica
multicriterio bajo un prisma exclusivamente tedrico y objetivista (miopia de la racionalidad
clasica), entendido como la aplicacion de un procedimiento analitico que determine la
solucion “optima” de un problema altamente estructurado. Hay que utilizar la herramienta
multicriterio bajo un prisma practico, esto es, siguiendo un paradigma de racionalidad mas
amplio, flexible y realista que el tradicional, donde se permita la incorporacion del factor
humano (integracion de lo tangible y lo intangible) en la busqueda de la “mejor” solucion
del problema.

Cuando lo desconocido de un problema es mucho mayor que lo conocido, como
sucede en la resolucion de problemas con alta complejidad (Moreno, 1997), es preferible
dedicar nuestro esfuerzo a mejorar el conocimiento y la calidad del proceso de decision
que a la busqueda de una solucion optima (verdad unica), obtenida habitualmente a partir



de un conjunto de valores precisos asociados a los aspectos relevantes del problema. Salvo
en problemas altamente estructurados, no suelen tener sentido las conclusiones derivadas de
la utilizacion de valores precisos.

En general (Moreno, 1996; Moreno y otros, 1998), cuando se trabaja con aspectos
subjetivos (problemas complejos), se recomienda la deteccion de los puntos criticos del
proceso decisional, la bisqueda de las oportunidades de decision, de las tendencias, de los
patrones de comportamiento y de los hechos estilizados. Todo ello, para ayudar a disefar
caminos de consenso que faciliten el proceso negociador entre los actores participantes en
el proceso de toma de decisiones.

Conforme a lo dicho anteriormente, a continuacion se va a presentar una de las
técnicas multicriterio mas extendidas, el Proceso Analitico Jerarquico, pero no de forma
aislada como corresponderia a la introduccién de un nuevo método referido a la resolucion
de un problema multicriterio estandar en el que se evaluan una serie de alternativas respecto
a un conjunto de criterios (problema bastante estructurado). Su presentacion se efectuara
pensando en la aplicacion de esta técnica y en la reduccion de la brecha habitualmente
existente entre la teoria y la practica. Con este fin, se introduce AHP bajo el paradigma de
la racionalidad procedimental multicriterio (Moreno, 1996, 1997; Moreno-Jiménez y otros,
1999; Moreno y otros 2001).

Para ello, antes de exponer los fundamentos teéricos, aplicaciones y controversias
de AHP, se establece un marco apropiado para aprovechar e incrementar la potencia de esta
técnica en el ambito practico. En este sentido, el trabajo se ha estructurado como sigue: la
seccion 2, bajo la denominacion de Paradigmas Multicriterio, establece ese marco; la
seccion 3 esboza los fundamentos y las ideas intuitivas de AHP; la seccion 4 presenta las
fases de la metodologia; la seccion 5 las controversias y extensiones; la seccion 6 algunas
referencias relativas a las aplicaciones y, por ultimo, la seccién 7 resume las conclusiones
mas destacadas.

2.- Paradigmas multicriterio

La Toma de Decisiones es una de las actividades de los seres vivos en la que mejor
se aprecia su nivel de evolucion y organizacion. En los humanos, decidir es uno de los
topicos que mas ha ocupado a la especie en su tratamiento desde todos los puntos de vista
(filosoficos, sociologicos, psicoldgicos, econdémicos,...) y que mejor refleja su
conocimiento, su procedimiento y, por tltimo, su grado de libertad.

En el pasado (Moreno, 1993; Moreno y otros, 1998), la Toma de Decisiones se
efectuaba basandose en el binomio experiencia-intuicion. A medida que la complejidad de
los problemas considerados ha ido creciendo, esto es, a medida que las situaciones
contempladas han sido menos estructuradas e intervienen numerosos escenarios, actores y
factores, el binomio seguido ha sido el de informacion-razonamiento, aunque en los tltimos
afios se esta considerando el de conocimiento-razonamiento.

Estos dos ultimos términos sintetizan los aspectos mas destacados a la hora de
abordar la resolucion sistematizada de problemas complejos en los que la incorporacion del
factor humano en el proceso de resolucion, es fundamental para su correcta solucion.

Por un lado, el término razonamiento se refiere al concepto de racionalidad
entendido en el sentido clasico, esto es, la aplicacion del método cientifico en la resolucion
de problemas. En este caso, la aproximacion seguida debe cumplir los requisitos de
objetividad, verificabilidad y causalidad exigidos en el paradigma de racionalidad
sustantiva caracteristico del enfoque tradicional en la Toma de Decisiones.



Por otro lado, el término conocimiento, entendido en el sentido de la inteligencia
artificial (Moreno y Mata, 1992), se refiere a las creencias, ideas, reglas y procedimientos
generalmente ciertos en un dominio particular, esto es, a la interpretacion dada a la
informacion existente dentro de un dominio especifico (uso de la informacion).

Evidentemente, cuando se habla de la “interpretacion” de la informacion por parte
de los actores participantes en el proceso de toma de decisiones, se esta contemplando
explicitamente la incorporacion de aspectos intangibles en el proceso de resolucion, o si se
prefiere, de los aspectos subjetivos asociados a la percepcion de la realidad que tienen los
participantes implicados en la resolucion del problema.

Este binomio, conocimiento-razonamiento, en el que se integra lo racional del
proceder cientifico en la toma de decisiones con lo emocional del comportamiento humano,
refleja la filosofia subyacente en los “nuevos paradigmas” seguidos en los tltimos afios en
el campo de las ciencias de la decision (Funtowicz y Ratvetz, 1991, 1994; Moreno y otros,
2001).

Caracteristicas de los problemas altamente complejos, como son el dinamismo, la
incertidumbre, la existencia de multiples escenarios, criterios (habitualmente en conflicto) y
actores, y, en especial, la necesidad de incorporar en la toma cientifica de las decisiones la
opinidn (vision de la realidad) de los diferentes participantes en la resolucion del problema
(actores), obligan a plantear aproximaciones metodologicas mas abiertas, flexibles, realistas
y efectivas que el enfoque tradicional. El objetivo final de estas nuevas aproximaciones sera
la fijacion de una base tedrica que permita ayudar a tomar decisiones en las que se
armonicen las diferentes visiones de la realidad que tienen los actores implicados en el
Proceso de Toma de Decisiones, con los valores fundamentales existentes en su entorno
(éticos, culturales, estéticos, sociales, etc.).

La metodologia resultante deberia ser (Saaty, 1996): (a) simple en su construccion;
(b) adaptable a las decisiones individuales y en grupo; (c) en consonancia con nuestros
pensamientos, valores e intuiciones; (d) orientada a la busqueda del consenso y (e) que no
requiera una especializacion suprema para su aplicacion.

En cuanto a los paradigmas de racionalidad (aproximaciones cientificas) seguidos
en la toma de decisiones, los tres mas extendidos son: sustantiva (decisor racional), acotada
(decisor satisfactorio) y procedimental (decisor descriptivo).

El primero, es el que ha dominado la toma de decisiones desde su aparicion a
mediados del siglo XX (Von Neuman y Morgestem, 1944; Savage,1954). Esta
caracterizado por su comportamiento optimizador (maximizacion del bienestar) y se basa
en el conocimiento de las alternativas, de sus consecuencias y del criterio seguido para la
evaluacion y comparacion de las alternativas. Es una aproximacion normativa guiada hacia
la prediccion y control, que explica como deben ser tomadas las decisiones.

El segundo, surge a finales de los afios sesenta (Simon, 1964, 1972) motivado por
las limitaciones cognitivas de los humanos'. Se basa en dos ideas: la busqueda y la
satisfaccion. La busqueda va asociada al desconocimiento de las alternativas (en la practica
el decisor no conoce las consecuencias de las alternativas sino las expectativas de las
mismas), y la satisfaccion a la consecucion de unos logros o metas para los objetivos (existe
mas de un objetivo).

' Kaufman (1999) contempla tres fuentes de restricciones cognitivas: (1) la limitada
capacidad de procesamiento del cerebro humano (“estupidez”); (2) el desconocimiento de
las alternativas del conjunto de eleccidon (“ignorancia”); y (3) el papel de los aspectos
emocionales y afectivos (“pasion”).



Ademas de la racionalidad limitada, en la que se reemplaza el concepto de
optimizacion por el de satisfaccion, frente a la racionalidad sustantiva, enfoque "duro", o
aproximacion orientada a la salida, que tiene un caracter técnico, cuantitativo e informativo,
y cuyo proposito es la prediccion y el control, a lo largo de los afios 70, fruto del trabajo de
los conductivistas y los sicologos del conocimiento (Lichtenstein y Slovic, 1971; Tversky y
Kanheman, 1972; Kanheman y Tversky, 1979), surge el tercer paradigma de racionalidad
citado, la racionalidad procedimental, enfoque "blando", o aproximacion orientada al
proceso, que tiene un caracter practico, realista y formativo, y cuyo proposito es la
comprension y el consenso (Moreno, 1993). Esta racionalidad se centra en como funciona
el sistema, y es mas practica y proxima a la realidad que la sustantiva o econdmica.
Pretende la incorporacion a los modelos de aspectos subjetivos, por el momento intangibles
y hasta ahora no considerados, que condicionan la toma de decisiones de los individuos y
las organizaciones.

Desde comienzo de los 70, y en paralelo a la aparicion en el ambito cientifico de
los paradigmas de racionalidad acotada y procedimental, surge, en la toma de decisiones, el
paradigma multicriterio (Romero, 1993). En sus origenes, intentd solventar algunas
limitaciones del enfoque clasico, permitiendo la consideracion de multiples criterios. En la
actualidad, como se desprende de las recientes definiciones dadas al campo del saber
conocido como Decision Multicriterio, sus aspiraciones son mucho mayores.

En concreto, si en el pasado se entendia la Decision Multicriterio como: (1) la
posibilidad de establecer un analisis equilibrado de los problemas de planificacion, en
particular los que presentan aspectos intangibles como los sociales y ambientales (Nijkamp
y van Delft, 1977); (2) la investigacion de un niimero de alternativas bajo la luz de
multiples criterios y objetivos en conflicto (Voogd, 1983); (3) un conjunto de modelos,
métodos y técnicas para auxiliar a los centros decisores a describir, evaluar, ordenar,
jerarquizar, seleccionar o rechazar objetos en base a una evaluacion (Colson y de Bruin,
1989); (4) un conjunto de metodologias de ayuda a la toma de decisiones en problemas de
medicion complejos (Ridgley y Rijsberman, 1992); (5) un conjunto de herramientas para el
analisis de las complejas propiedades existentes entre las alternativas (Eastman et al., 1993)
y (6) la resolucion de problemas de decision complejos donde los criterios y objetivos
pueden ser multiples (Romero, 1993). En la actualidad, se considera que el objetivo de la
Decision Multicriterio es el de asistir en el proceso de toma de decisiones (Saaty, 1994;
Moreno, 1996; Barredo, 1996).

En lo que sigue, se entiende por Decision Multicriterio (Moreno, 1996) el conjunto
de aproximaciones, métodos, modelos, técnicas y herramientas dirigidas a mejorar la
calidad integral de los procesos de decision seguidos por los individuos y sistemas, esto es,
a mejorar la efectividad, eficacia y eficiencia de los procesos de decision, y a incrementar el
conocimiento de los mismos (valor afiadido del conocimiento). De esta forma, las Técnicas
de Decision Multicriterio permiten una resolucion mas realista y efectiva del problema sin
tener que recurrir, como ocurre con los enfoques tradicionales a la rigida reduccion a una
escala monetaria.

Junto a las dos escuelas mayoritariamente seguidas en la Toma de Decisiones: (i)
la normativa (aproximacion “dura” orientada a la salida), basada en el paradigma de
racionalidad sustantiva, que indica como deberian tomarse las decisiones y qué métodos
utilizar para ello, y (ii) la descriptiva (aproximacion” blanda” orientada al proceso), basada
en el paradigma de racionalidad procedimental, que indica como se toman las decisiones.
En la ultima década se esta planteando una tercera via (Tversky, 1988): (iii) la escuela



prescriptiva o constructiva (aproximacion “pragmatica” orientada al conocimiento), basada
en nuevos paradigmas de racionalidad, que indica como mejorar los procesos de decision.

Dentro de esta nueva escuela, pero con caracteristicas especificas, se pueden
incluir:

(1) la Ciencia de Sistemas Blandos (Soft System Science de Checkland and Scholes,
1990);

(2) la Ciencia Postnormal de Funtowicz y Ratvetz (1991, 1994);

(3) el Postmodernismo de Harvey (1989) y Midmore (1996);

(4) el Realismo Critico de Gandy (1996), y

(5) la Racionalidad Procedimental Multicriterio (RPM) de Moreno Jiménez (1996, 1997).

Conforme a los tres factores considerados en la especificacion de todo paradigma
(Taconni, 2000), esta ultima racionalidad (RPM), en la que se conjugan caracteristicas de
los paradigmas multicriterio y procedimental, viene determinada (Moreno y otros, 2001)
por su ontologia relativista y emocional; su epistemologia adaptativa y su metodologia
basada en el constructivismo cognitivo.

Este nuevo enfoque, de caracter descriptivo, cognitivo, adaptativo, pragmatico,
sistémico y general, trata de ayudar en la toma de decisiones mediante un mejor
conocimiento de su proceso de decision, esto es, un mejor conocimiento de las etapas,
escenarios, elementos, factores, interdependencias, actores, interrelaciones y
procedimientos que incluye.

En esencia, busca mejorar la calidad integral del proceso de toma de decisiones
seguido por el sistema considerado. Para ello, intenta dotar de rigor cientifico cada una de
las etapas y fases seguidas en el proceso de resolucion.

En este caso, el analisis se dirigird hacia: (1) la comprension del proceso de
decision seguido; (2) el aumento del valor afiadido del conocimiento alcanzado en la
resolucion del problema, esto es, la mejoria del conocimiento de las diferentes etapas,
factores, elementos y actores, profundizando en el aprendizaje y justificacion del mismo;
(3) la deteccion de los puntos criticos y las oportunidades de decision que faciliten la
formulacion de nuevas alternativas; (4) el descubrimiento de las preferencias y gustos de
los actores implicados, tan necesario en la fase de retroalimentacion y (5) la potenciacion de
los procesos de negociacion y dialogo.

Esta aproximacion (RPM), basada en el soporte tedrico de la racionalidad
procedimental y en el soporte calculista de AHP, consta de los siguientes pasos: (P1)
Formulacion y Descripcion; (P2) Modelizacion; (P3) Incorporacion de las preferencias.
Emision de juicios; (P4) Priorizacion. Agregacion y Sintesis; (P5) Incertidumbre, Robustez
y Retroalimentacion y (P6) Explotacion del modelo: Aprendizaje y Negociacion.

De estas seis etapas, la segunda, tercera y cuarta reflejan fielmente la metodologia
del Proceso Analitico Jerarquico (véase la seccion 4), mientras que las tres nuevas han sido
incorporadas para recoger la filosofia subyacente en el paradigma de la racionalidad
procedimental multicriterio.

En el primer paso (P1), se plantea adecuadamente el problema (evitar el error tipo
IIT). Para ello, se fijan: (1) los actores o participantes en el proceso de resolucion; (2) los
criterios que individualmente guian su actuacion; (3) la estructura organizativa, esto es, las
interdependencias entre los actores; (4) el marco global (macroentorno) en el que se
encuentra inmerso el problema y (5) el conjunto de alternativas inicial.

El establecimiento de los atributos relevantes en la resolucion del problema y la
captacion de la informacion (conocimiento) necesaria para la misma, suele ser una de las
partes mas abiertas y menos estructuradas del proceso.



En general, existen procedimientos sistematicos que ayudan al mismo. No
obstante, en la practica, esta fase del proceso suele depender del problema particular que se
esté tratando. En resumen, como sucede en cualquier aplicacion real, habra que balancear el
grado de precision y profundidad del estudio con la operatividad y aplicabilidad del mismo.

El paso quinto (P5), incorpora al modelo la incertidumbre existente en la emision
de juicios. La idea fundamental es intentar responder lo mejor posible a la realidad y
profundizar en el conocimiento del proceso de decision seguido, sin limitarse a la
resolucion del problema para unos valores particulares (efecto dependencia del contexto).

Los individuos, en especial al tratar problemas poco estructurados no pueden tener
certeza en los juicios que reflejan la importancia relativa de las alternativas. En la mayoria
de los casos se desconocen, tanto el contexto global en el que se encuentra encuadrado el
problema como las consecuencias de las actuaciones. Es por ello conveniente, flexibilizar el
proceso de valoracion permitiendo la incorporacion de incertidumbre en los juicios dentro
del mismo®.

El método propuesto para su realizacion es la utilizacion de diferentes
distribuciones de probabilidad reciprocas asociadas a los intervalos de juicio considerados
(Escobar y Moreno-Jiménez, 2000), en particular la distribucion Uniforme Reciproca
(Moreno y Vargas, 1991, 1993), y la Triangular Reciproca (Altuzarra, Escobar y Moreno,
1996).

A partir de esas variables aleatorias, y mediante procedimientos de simulacion, se
obtienen las caracteristicas mas destacadas (recorrido, media y varianza) de las
distribuciones de probabilidad de las prioridades finales. De esta forma se estudia la
robustez del modelo, y se realizan las correcciones pertinentes para capturar las
modificaciones de las preferencias ocurridas durante el proceso de resolucion.

En el ltimo paso (P6) se analizan las diferentes estructuras de preferencias que se
pueden presentar, efectuando un estudio probabilistico de las mismas. Asi mismo, se
buscan los puntos criticos del proceso de decision, y se presentan las modificaciones
oportunas, en cuanto a criterios, alternativas y dependencias relevantes, para la resolucion
efectiva del problema.

En este apartado, se detectan diferentes oportunidades de decision obtenidas en la
fase de explotacion del modelo, por ejemplo los intervalos de estabilidad asociados a los
juicios, alternativas y criterios (Aguarén y Moreno-Jiménez, 2000; Aguarén y otros, 2001).
Estas oportunidades constituyen uno de los aspectos destacados del proceso negociador que
llevan a cabo las partes implicadas para la busqueda de una solucion consensuada.

Para terminar esta parte dedicada a las “nuevas aproximaciones cientificas”
utilizadas en la resolucion de problemas complejos, paradigmas multicriterio, resaltar que
las caracteristicas tradicionales del método cientifico como son la racionalidad, objetividad
y causalidad, estan siendo reemplazadas por las de rigor, accesibilidad y publicidad (Roy,
1993).

% Se recuerda que la incertidumbre del macroentorno se modelizara mediante escenarios.



3.- Fundamentos del proceso analitico jerarquico

Una vez establecido el marco de referencia (paradigma de la racionalidad
procedimental multicriterio) bajo el que se realiza esta presentacion del Proceso Analitico
Jerarquico (the analytic hierarchy process), en lo que sigue, se van a esbozar, someramente,
los fundamentos teodricos que inspiraron la propuesta del profesor Thomas L. Saaty (Saaty,
1977, 1980), y a comentar, brevemente, algunas ideas intuitivas que subyacen en esta
aproximacion en la toma de decisiones.

Toda Ciencia surge de la existencia de una serie de problemas y del desarrollo
consecuente de una serie de herramientas, métodos y técnicas que permiten abordar su
resolucion estudiando las relaciones logicas y las conexiones causales entre entidades
homogéneas”.

Cuando se quieren obtener las prioridades que un individuo asigna a un conjunto
de elementos a partir de las valoraciones asignadas a los mismos segiin sus juicios y
preferencias, es preciso establecer un conjunto de procedimientos y herramientas que
permitan aprovechar el poder intrinseco de la mente para conectar las experiencias e
intuiciones con los objetivos fijados.

Como sefala Saaty (1994) los juicios y valores varian de un individuo a otro, por
lo que se necesita una nueva ciencia de juicios y prioridades que posibilite alcanzar la
universalidad y la objetividad. De esa forma se podra comprender, cooperar y actuar.

Muchos problemas conllevan atributos, tanto fisicos como sicoldgicos. Por fisicos,
entendemos los tangibles, aunque constituyan una clase de objetividad fuera de la conducta
individual de medicion. Por el contrario, los sicologicos corresponde a la esfera de lo
intangible, incluyendo las ideas subjetivas, sentimientos y creencias de los individuos y de
la sociedad en su conjunto. La pregunta es ;existe en estos momentos una teoria coherente
que pueda enfrentarse a estos dos mundos de realidad sin comprometer alguno?

En este sentido, el Proceso Analitico Jerarquico es una teoria general sobre juicios
y valoraciones que, basada en escalas de razon, permite combinar lo cientifico y racional
con lo intangible para ayudar a sintetizar la naturaleza humana con lo concreto de nuestras
experiencias capturadas a través de la ciencia.

Gran parte de nuestro conocimiento y comportamiento puede explicarse en
términos de comparaciones relativas expresadas en forma de ratios. De hecho los aspectos
intangibles a los que por el momento no se les puede asignar directamente un valor
numérico, pueden ser medidos relativamente y tener sentido en funcion de otras cosas que
forman nuestro sistema de valores y entendemos mejor (mision, criterios y subcriterios).

En cuanto a la forma de representar la realidad, mencionar que habitualmente se
usan principios de orden jerarquico para capturar y generalizar la informacion de los
pequeios mundos al gran mundo. Ademas se requieren escalas de razoén para poder
comprender el mundo humano. Estas escalas son las que necesita el cientifico para crear y
analizar los datos derivados de los juicios e informacion estadistica.

El proceso de comparaciones parcadas no consiste en asignar nimeros para
ordenar las alternativas. Una cosa es asignar un numero a una magnitud medible como una
fraccion del total, lo que se hace con aspectos tangibles como la longitud, distancia, o peso,
y otra cosa, es derivar un numero de las comparaciones entre intangibles homogéneos
basadas en su proximidad como si no hubiera modo de conceptualizar magnitudes. El

3 Se entiende por entidad homogénea, a un conglomerado con similaridades o proximidades
respecto a una propiedad de orden superior.



Proceso Analitico Jerarquico proporciona escalas de razén que capturan la realidad

percibida, y es diferente de una asignacion y normalizacion arbitraria de numeros.

Durante mucho tiempo, en ciencia se ha supuesto que el universo entero puede
describirse por un simple nivel de conglomerados homogéneos conectados por “pivotes”
comunes. El resultado es una serie de formulas validas en un contexto limitado (rango)
aunque se considera que en la globalidad también. Se suele tender a asumir que la misma
clase de logica que aplicamos para trabajar en los pequefios mundos es valida en el gran
mundo.

De estos ultimos comentarios extraidos de Saaty (1994), se desprende que es
necesaria una aproximacion que contemple jerarquias, redes, y escalas de razon para
analizar las relaciones entre los objetivos y propoésitos. En este sentido, el Proceso Analitico
Jerarquico permite llevar un problema multidimensional (multicriterio) a un problema en
una escala unidimensional (escala de prioridades) en la que se representan las salidas
globales. La sintesis de las escalas derivadas en el modelo jerarquico solo se puede efectuar
correctamente (Saaty, 1994), esto es, para obtener salidas validas en escalas conocidas
mediante la adicion ponderada. En estructuras jerarquicas, estas sumas ponderadas llevan a
formas multilineales y por tanto no lineales.

Al margen de estos “aspectos filosoficos” que han supuesto el punto de partida en
el desarrollo de AHP, en lo que sigue, se comentan, de forma intuitiva, algunas “ideas
subyacentes“ en su metodologia®, y que pueden sintetizarse en:

(1) Utiliza jerarquias (en general redes) para formalizar el modelo mental en el modelo
estructural asociado. La utilizacion de jerarquias y redes es algo inherente a las
neuronas del cerebro (descomponer un problema complejo en partes mas sencillas).
Ademas, el uso de jerarquias o redes para representar los aspectos relevantes del
problema, esto es, los escenarios, actores, criterios y alternativas, asi como las
interrelaciones entre los actores y las dependencias entre los factores considerados, nos
da una vision mas acurada a la realidad.

(2) Utiliza conglomerados para integrar lo muy pequefio con lo muy grande. Respondiendo
a consideraciones sicologicas (un aspecto esencial en la propuesta del profesor Saaty,
es que siempre ha intentado reflejar el comportamiento de los individuos en la
realidad), los elementos incluidos en cada conglomerado deben ser del mismo orden de
magnitud (los individuos son mas precisos al comparar elementos de la misma
magnitud), y su niumero estar acotado por el conocido como nimero magico de Miller,
7+2 (Miller, 1956).

(3) Utiliza comparaciones pareadas al incorporar las preferencias de los actores entre
elementos. Esta forma de incorporar las preferencias (medidas relativas), necesaria al
trabajar con aspectos intangibles, ha sido extendida al caso de los tangibles. En este
sentido, siguiendo la practica del ser humano, se suele tomar como unidad de
referencia el elemento que posee el atributo en menor grado, y se pregunta con qué
importancia, preferencia o verosimilitud el elemento que posee el atributo en mayor
grado domina al otro. Evidentemente, conforme a la inclusiéon de juicios seguida, la
matriz de comparaciones pareadas es reciproca.

(4) Utiliza la escala fundamental propuesta por Saaty {1,3,5,7,9} para incorporar los
juicios o valoraciones del decisor. Esta escala, estrictamente positiva, permite eliminar

* Una exposicion mas detallada se encuentra en el trabajo de Saaty: The seven pillars of the
analytic hierarchy process, que puede “bajarse de la red” (http:// www.expertchoice.com).



las ambigiiedades que el ser humano tiene al comparar elementos en la proximidad del
cero o del infinito.

(5) Desde un punto de vista calculista (Saaty, 1980), utiliza el método del autovector
principal por la derecha para obtener las prioridades locales; el principio de
composicion jerarquico para calcular las prioridades globales y una forma lineal
multiaditiva para obtener las prioridades totales. Ademas, a diferencia de otras técnicas
multicriterio, AHP permite, dentro del propio proceso de resolucion, evaluar
analiticamente (matematicamente) la consistencia del decisor a la hora de emitir los
juicios.

(6) Las prioridades derivadas vienen dadas en una escala de razon. Estas escalas son la
unica forma de generalizar una teoria de la decision al caso de dependencia y
retroalimentacion (Saaty, 1994). En estas escalas estan permitidas las multiplicaciones
y las adiciones cuando los elementos pertenecen a la misma escala, como sucede con
las prioridades. Mas atin, como el cociente de dos niimeros medidos en una escala de
razén es un namero absoluto, las escalas de razon normalizadas correspondientes a las
prioridades de los elementos comparados, obtenidas segin AHP, dan lugar a unos
valores (nimeros) que reflejan la dominacion entre elementos en una escala absoluta,
para la que tiene sentido la ponderacion (multiplicacion) por otros niimeros y la
adicion.

4.- Metodologia

Como la mayoria de las grandes ideas cientificas, el Proceso Analitico Jerarquico

(AHP) puede considerarse, segun la orientacion dada al mismo, de muy diversas maneras.

Su contribucion es importante en niveles operativos, tacticos y estratégicos, sirviendo para

mejorar la eficiencia, la eficacia y fundamentalmente la efectividad del sistema. En

resumen se puede entender como:

1) una técnica que permite la resolucion de problemas multicriterio, multientorno y
multiactores, incorporando en el modelo los aspectos tangibles e intangibles, asi como
el subjetivismo y la incertidumbre inherente en el proceso de toma de decisiones.

2) una teoria matemdtica de la medida generalmente aplicada a la dominacion de la
influencia entre alternativas respecto a un criterio o atributo’.

3) una filosofia para abordar, en general, la toma de decisiones.

Vistas en el epigrafe anterior, las ideas intuitivas en las que se basa la filosofia del
Proceso Analitico Jerarquico, y recogidos, en el Apéndice relativo a la axiomatica, los
fundamentos teodricos que soportan esta teoria matematica de la medida, en lo que sigue,
cifiéndonos a su consideracion como técnica de decision multicriterio®, se incluyen las tres
etapas de la metodologia de AHP propuestas en su formulacion inicial (Saaty, 1980): (i)
modelizacion; (ii) valoracion y (iii) priorizacion y sintesis.

> Habitualmente se distinguen dos tipos de dominacion: directa e indirecta. En la primera,
se comparan los elementos por pares para determinar cual de los dos posee mayor
intensidad de la propiedad o atributo considerado. En la segunda, se comparan los
elementos por pares para determinar la dominacion, respecto a la propiedad, de su
influencia en un tercer elemento.
6 S . . I3 . . . . . . .

uele considerarse dentro del conjunto de técnicas multicriterio discretas (multiatributo),
con informacion a priori sobre las preferencias y funcion de agregacion (valor) jerarquica.



(1) En la primera etapa (modelizacion), se construye un modelo o estructura en la que
queden representados todos los aspectos considerados relevantes en el proceso de
resolucion (actores, escenarios, factores, elementos e interdependencias).

En su formulacion inicial, AHP supone cuatro axiomas’ (reciprocidad,
homogeneidad, jerarquias y sistemas con dependencias, y expectativas) y utiliza como
estructura para modelizar el problema una jerarquia, en la que los elementos de un nivel no
dependian de los descendientes ni de los hermanos. En el nivel superior de la jerarquia
(nivel 0) se coloca la meta global o mision considerada para el problema, y en los sucesivos
niveles (1,2,3...) los demas aspectos relevantes. En el caso mas sencillo de jerarquia (s6lo
dos niveles adicionales), se incluyen en el siguiente nivel (nivel 1) los criterios
considerados, y en el ultimo (nivel 2) las alternativas. Evidentemente este modelo
simplificado puede completarse tanto como sea preciso para conseguir una representacion
real del problema, incluyendo para ello, diferentes niveles para los escenarios, los
horizontes temporal y espacial, los actores, los criterios generales y especificos, los
subcriterios, etc.

La jerarquia resultante debe ser completa, representativa (incluye todos los
atributos relevantes), no redundante, y minimal (no incluye aspectos irrelevantes). Su
construccion es la parte mas creativa del proceso de resolucion, pudiendo aparecer
posiciones enfrentadas entre los distintos participantes. En este sentido, es preciso un
acuerdo entre las partes implicadas antes de seguir con la resolucion.

Esta forma de modelizar el problema incluye todos los aspectos relevantes en una
Unica jerarquia. Sin embargo, cuando se dispone de suficiente informacion sobre el
problema, es posible descomponer la jerarquia inicial en otras mas detalladas o precisas
(Saaty, 1994). Entre estas jerarquias suelen considerarse: una para los beneficios, otra para
los costes, una tercera para los riesgos y, una ultima, para las oportunidades. En
consonancia con la idea de separar la jerarquia global en otras mas precisas, se encuentra la
aproximacion de AHP (AHP-B/C) conocida como analisis coste-beneficio.

Por otra parte, cuando se consideran las dependencias entre los diferentes
elementos, factores y actores incluidos en el modelo, se tiene que recurrir a una
modelizacion mas general que la jerarquia, la red, que suele resolverse utilizando la técnica
denominada “supermatrix” (Saaty, 1996).

En general, la modelizacion estructural del problema puede efectuarse en tres
bloques. El superior, modelizado mediante una red, recogeria la parte “menos estructurada”
y desconocida del problema, incluyendo los escenarios y actores, asi como sus
interdependencias. El bloque intermedio, modelizado mediante una jerarquia, recogeria la
parte “semiestructurada” del problema, incluyendo los atributos relevantes organizados en
diferentes niveles de criterios. Por tltimo, la parte inferior del modelo estructural,
modelizada mediante una jerarquia (medidas relativas) o una tabla de valoraciones
(medidas absolutas), recoge la parte “mas estructurada” del problema. En la practica, suele
ser una tabla de efectos correspondientes a las valoraciones de las alternativas respecto a los
atributos del problema segun una serie de indicadores, previamente fijados.

(i) En la segunda etapa (valoracion) se incorporan las preferencias, gustos y
deseos de los actores mediante los juicios incluidos en las denominadas matrices de
comparaciones pareadas. Estas matrices cuadradas A=(a;j) reflejan la dominacion relativa

7 Véase el Apéndice: Axiomatica y resultados del Proceso Analitico Jerarquico.



de un elemento frente a otro respecto a un atributo o propiedad en comun. En particular, a;
representa la dominacion® de la alternativa i sobre la j.

En su construccion se plasma el pensamiento y el proceder del profesor Saaty al
medir aspectos intangibles. Ya se ha mencionado en varias ocasiones que, este enfoque
descriptivo con posibilidades normativas (AHP), intenta reflejar el comportamiento de los
individuos a la hora de realizar comparaciones.

Cuando se dispone de una unidad de medida, o escala, para evaluar la
caracteristica considerada (aspecto tangible), los humanos suelen tomar la citada unidad y
establecer el numero de veces que el objeto o elemento en cuestion la contiene. En este caso
las prioridades w; de las alternativas respecto al atributo se obtienen directamente. Si no se
dispone de escala para la caracteristica considerada (aspecto intangible, o mejor dicho, por
el momento intangible), lo que suelen hacer los humanos para obtener las prioridades es
recurrir a procedimientos relativos, comparando los elementos entre si de manera pareada.

En la practica, de los dos elementos comparados, se toma como referencia el que
posee en menor medida o grado la caracteristica en estudio, y se da una medida de las veces
que “el mayor” incluye, recoge, domina, es mas preferido, o es mas verosimil que el
“menor” respecto al atributo estudiado.

Obviamente, las medidas en diferentes escalas (tangibles e intangibles) no pueden
agregarse directamente. Para su tratamiento conjunto se consideran todos los aspectos como
si fueran intangibles, recurriendo a las comparaciones pareadas para derivar las prioridades
relativas. Cuando se dispone de una escala (aspecto tangible), se toman como juicios las
razones entre las mediciones, en cambio, si no se dispone de una escala (aspecto
intangible), se usan como juicio los correspondientes a las comparaciones pareadas entre
los elementos considerados. Como es de esperar por el Axioma 1 (ver Apéndice), si el
juicio a;j es un nimero positivo mayor que uno (escala fundamental), su reciproco a; = 1/ ajj
es otro niimero positivo, pero, en este caso, menor que uno.

Saaty (1980), como ya se ha mencionado, propone la utilizacién de una escala
fundamental para establecer los valores (juicios) correspondientes a las citadas
comparaciones’. Considerando un rango de valores entre 1/9 y 9 evita el problema que se
plantea cuando se realizan comparaciones relativas, o si se prefiere razones, entre
elementos con valores que van de cero a infinito como en las formulas matematicas
habituales. Este rango de valores (de cero a infinito) distorsiona nuestra capacidad o
habilidad perceptiva ante cambios muy pequefios 0 muy grandes, y no permite garantizar la
acuracidad de los resultados alcanzados. Al utilizar en el proceso de calculo las potencias
de los juicios, los valores obtenidos tienden rapidamente a tomar valores fuera del rango de
nuestra habilidad de interpretacion de esos numeros.

Para lograr la acuracidad del proceso empleado, los elementos comparados deben
pertenecer a grupos homogéneos (Axioma 2), o por lo menos relativamente proximos.
Como sefialan los sicologos, los individuos s6lo son capaces de comparar con precision
entre elementos proximos y cuando el nimero de los mismos es reducido (Miller, 1956).

Si los elementos tomados para efectuar sus comparaciones relativas estan
dispersos o separados respecto al atributo en cuestion, habra que formar conglomerados
engarzados por algin elemento comun. De la misma forma, si el conjunto de alternativas

¥ Dominacion es un término genérico que se utiliza indistintamente con los tres conceptos
habitualmente empleados: verosimilitud (para escenarios), importancia (para criterios),
preferencia (para alternativas).

° En situaciones para las que se dispone de escalas de medida apropiadas, se pueden
emplear medidas directas.



que se estan comparando respecto a un nodo comun es elevado (superior al valor 9 del
nimero magico de Miller), serd preciso recurrir a medidas absolutas (ratings) o separar el
total de alternativas en grupos mas pequefios (menos de 9 elementos).

En estos casos (Escobar y Moreno, 1997), se suelen “agrupar” las alternativas en
sentido creciente en cuanto a la posesion del atributo, incluyendo un elemento comiin entre
dos grupos consecutivos, que sirva de “pivot” para poder normalizar todas las prioridades
locales en una Unica escala (benchmarking).

Por otro lado, cuando se trabaja con problemas de gran tamafio en los que es
preciso incluir un nimero elevado de juicios en las matrices de comparaciones pareadas, 1o
que hace bastante tedioso el procedimiento de valoracion (emision de juicios), o cuando no
se dispone de todos los juicios considerados inicialmente en las comparaciones pareadas
[n(n-1)/2], se suele recurrir a procedimientos aproximados para obtener las prioridades
locales.

Estos procedimientos estiman los juicios inexistentes de diferentes maneras
(Harker, 1987; Monsuur 1996; Escobar y Moreno, 1997). No obstante, debe quedar claro
que aunque las prioridades locales derivadas de una matriz reciproca de comparaciones
pareadas (supuesto n elementos), se pueden obtener a partir de (n-1) juicios, los valores asi
calculados seran meras aproximaciones. Recordemos que la redundancia presente en el
método de Saaty para obtener las prioridades locales, permite mejorar la acuracidad de las
estimaciones alcanzadas para las mismas.

La escala fundamental para representar las intensidades de los juicios es:

Escala Escala verbal Explicacion
numérica
1 Igual importancia Los dos elementos contribuyen
igualmente a la propiedad o
criterio.
3 Moderadamente mas importante | El juicio y la experiencia previa
un elemento que el otro favorecen a un elemento frente al
otro.
5 Fuertemente mas importante un | El juicio y la experiencia previa
elemento que en otro favorecen fuertemente a un
elemento frente al otro.
7 Mucho mas fuerte la importancia | Un elemento domina fuertemente.
de un elemento que la del otro, Su dominacién estd probada en
practica
9 Importancia extrema de un|Un elemento domina al otro con
elemento frente al otro. el mayor orden de magnitud
posible

Los valores 2, 4, 6 y 8 suelen utilizarse en situaciones intermedias, y las cifras
decimales en estudios de gran precision'®.

El origen “sicolégico” de la escala fundamental propuesta por Saaty se encuentra
en los trabajos de Weber y Fechner. Los coeficientes 1,2,3,... surgen de la ley de Weber-
Fechner entre estimulos y sensaciones. Mas aun, parece que la respuesta del cerebro

' Pyede verse en Saaty (1980) como pequefias modificaciones en los juicios llevan a
pequefias modificaciones en la escala de razon derivada.



humano al activarse las neuronas para evaluar la calidad e intensidad entre las alternativas
(amplitud y frecuencia), es similar para los aspectos tangibles e intangibles.

La ley de Weber (1846) establece que para poder percibir una modificacion o
cambio (As) en cualquier estimulo (s), es preciso que éste supere un porcentaje del valor
inicial (just noticeable difference). Esta ley es cierta cuando la variacion es pequefia
respecto al valor del estimulo, pero suele fallar cuando el estimulo es muy grande o muy
pequetio.

En 1860 Fechner, basandose en la ley de Weber, sugiere una relacion geométrica
para los incrementos sucesivos en los estimulos: s, = sya” = so(1+1)" = so(1+(As/s))", y una
relacion aritmética para las sensaciones.

Si M indica la sensacion y s el estimulo, la ley de Weber-Fechner viene dada
como: M=alogs+b, az0

Trasladando estas ideas a las comparaciones pareadas (b=0 con lo que sy=1), las

sensaciones asociadas a los sucesivos estimulos (s;=1, s;=a., sz=soa2,...) son: M= 0,
M;= a loga, M, = 2a loga,..., M, = na loga. De esta forma, mientras que la razon del
estimulo crece geométricamente, la respuesta al estimulo crece aritméticamente. Dividiendo
las respuestas M; por M;, se obtiene la secuencia de numeros absolutos 1,2,3,... de la escala
fundamental (1-9).

El origen “pragmatico” incluye entre otras consideraciones: el hecho de eliminar el
cero y el infinito en el proceso de calculo y la adecuacion de esos digitos con la tradicion
humana de contar con los diez dedos. Como ya se ha indicado, los humanos suelen perder
precision en sus respuestas cuando se realizan comparaciones en el entorno de esos dos
valores (0 e ). Por otra parte, los valores {1,3,5,7,9} pueden considerarse como las marcas
de clase de los intervalos (0,2], (2,4], (4,6], (6,8] y (8,10], que responden a la forma de
contar mas elemental (diez dedos).

Ademas de la justificacion tedrica de la escala fundamental (argumento
sicologico), la efectividad de esta escala ha sido validada empiricamente aplicandola a
diferentes situaciones reales con aspectos tangibles (superficie de figuras, intensidades de
luz, distancias entre ciudades) para las que se ha comportado adecuadamente.

El resultado de las comparaciones pareadas es una matriz cuadrada, A=(ay;),
positiva y reciproca (aj . aj = 1)“, cuyos elementos, a;j, son una estimacion de las
verdaderas razones (w;/w;) entre las prioridades asociadas a los elementos comparados (wj,
j=1,...,n).

(iii) La ultima etapa de la metodologia (priorizacion y sintesis), proporciona las
diferentes prioridades consideradas en la resolucion del problema: prioridades locales;
prioridades globales y prioridades totales.

En general, se entiende por prioridad una unidad abstracta valida para cualquier escala en
la que se integran las preferencias que el individuo tiene al comparar aspectos tangibles e
intangibles.

Las prioridades locales, esto es, las prioridades de los elementos que cuelgan de un
nodo comun, estan medidas en escalas de razon de las magnitudes relativas, y se obtienen a
partir de la matriz reciproca de comparaciones pareadas.

El procedimiento matematico seguido en su obtencion es el método del autovector
principal por la derecha (Saaty, 1980). Este método, basado en el teorema de Perron-
Frobenius, proporciona las prioridades locales resolviendo el sistema de ecuaciones:

AW = Apax W, con X wj=1,

" Evidentemente, a; = 1,1=1,....n



donde A=(a;) es la matriz reciproca de comparaciones pareadas, Ayax €l autovalor principal
de A, y w = (Wq, Wa,..., W) el vector de prioridades locales medidas en escala de razén y
normalizadas para tener unicidad. En este caso, la normalizacion se ha efectuado aplicando
el denominado modo distributivo (3 w; = 1)"%.

En la préactica, la solucion w=(w;, w,,..., W,) se obtiene (método de las potencias)
elevando la matriz de juicios a una potencia suficientemente grande, sumando por filas y
normalizando estos valores mediante la division de la suma de cada fila por la suma total.
El proceso concluye cuando la diferencia entre dos potencias consecutivas sea pequeiia.

Un segundo método de priorizacion (Aguaron y Moreno-Jiménez, 2000),
ampliamente utilizado en los ultimos afios por sus propiedades calculistas y sicologicas, es
el de la media geométrica por filas (la raiz n-ésima del producto de los elementos de la fila).
Este valor coincide con el obtenido por el método de Saaty (autovector principal por la
derecha) cuando n < 3, y da valores aproximados para cualquier otro valor de n > 3.

Otros métodos (elementales) usados esporadicamente para obtener una solucion
aproximada son: el del promedio por filas de los elementos normalizados de cada columna
de la matriz y la normalizacion de la suma de los elementos de cada fila.

Cuando se dispone de una escala, las prioridades relativas de los elementos que
cuelgan de un nodo son conocidas directamente. En este caso, la matriz reciproca de
comparaciones pareadas, W = (wi/ w;), queda como:

w,/w, W, /W, .. w/w,
W, /W, W, /W, .. W,/w,
w, /w, ow, /w, .ow, W,

En este caso, la matriz W anterior tiene rango uno, con lo que el problema del
autovector se reduce a Ww =nw, con >; w; = .

Una forma sencilla de obtener el valor de A, Si se conoce el valor exacto de w (o
estimacion) en forma normalizada, es sumar las columnas de A y multiplicar el vector
resultante por el vector de prioridades w. En general, utilizando el teorema de Perron-
Frobenius, se puede probar que A, > n para el método de Saaty (Saaty, 1980).

Una de las grandes ventajas del Proceso Analitico Jerarquico es que permite relajar
las hipotesis tan restrictivas que imponia el enfoque tradicional en decision (escuela
utilitarista), en concreto no exige la transitividad en las preferencias. Ademds, permite
evaluar el grado de consistencia del decisor a la hora de introducir los juicios en las
matrices reciprocas de comparaciones pareadas.

En AHP se dice que el decisor, o persona que introduzca los juicios, es consistente
(véase el Apéndice para un tratamiento mas riguroso del término), si la matriz de
comparaciones pareadas lo es, esto es, si verifica que a;j ajc = ai, V i,,j,k. Para evaluar la
consistencia del decisor se calcula la denominada razén de consistencia (RC), un indice no
estadistico (en su propuesta inicial) que viene dada como el cociente entre el indice de
consistencia (IC) y el indice de consistencia aleatorio (ICA), esto es:

"2 En determinados problemas de seleccién, es conveniente para solventar el problema del
cambio de rango, la utilizaciéon de la normalizaciéon denominada modo ideal, que consiste
en dividir cada peso w;, obtenido al resolver el problema del autovector, por el maximo de
los mismos.



RC =IC/ICA(n)
donde:
ﬂ’max —n l n
IC= = )ziij(eif_l)

n—1 _n(n—l

siendo e; = a; wij/w; y el ICA es el indice de consistencia medio obtenido al simular
aleatoriamente los juicios para las matrices reciprocas de orden n.

Los valores del Indice de Consistencia Aleatorio para los diferentes n, obtenidos
mediante la simulacion de 100.000 matrices (Aguarén y Moreno-Jiménez, 2001), son:

3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

ICA 0,525 0,882 1,115 1,252 1,341 1,404 1,452 1,484 1,513 1,535 1,555 1,570 1,583 1,595

Para n=3, mi compaiiero Juan Aguar6on obtuvo, mediante la enumeracién de todos
los juicios posibles, el valor exacto de ICA(3) = 0,5245.

En la préctica, suelen darse por buenas razones de consistencia inferiores al 10%".
Si la razén de consistencia supera ese umbral se recomienda revisar los juicios, corrigiendo
aquél que mas se separa de la razén dada por las prioridades relativas correspondientes
(comparar a;; con wi/ w;).

Las prioridades locales obtenidas resolviendo el problema del autovector en cada
uno de los nodos considerados en el problema, son transformadas en prioridades globales,
esto es, conocida la importancia relativa, prioridad o peso de los elementos de un nivel
respecto al atributo en comun que sirve para compararlo, interesa determinar la importancia
de esos elementos respecto a la meta global o mision fijada para el problema. La forma de
trasformar esas prioridades locales en globales consiste en aplicar el principio de
composicion jerarquica.

Denotando por wi(k) la prioridad local del elemento i en el nivel k, su prioridad
global vendra dada como wi(1) = wi(k) w(k/k-1) w(k-1/k-2)...w(2/1), siendo w(j/j-1) la
prioridad local del elemento del nivel j considerado respecto al nodo del nivel j-1 usado
para las comparaciones (véase el Principio de Composicion Jerarquica en el Apéndice).

El proceso de célculo termina obteniendo para cada alternativa comparada en el
problema su prioridad final en el mismo. Para obtener la prioridad final o total de una
alternativa se agregan las prioridades globales obtenidas para esa alternativa en los
diferentes caminos que la une con la meta global (misién). El método habitualmente
empleado en AHP para la agregacion es el aditivo. Alternativamente (Barzilai y Golani,
1994; Kang y Stam, 1994; Lootsma, 1996, etc.), se han propuesto otros procedimientos de
sintesis. El mdas conocido es el método de agregacion multiplicativo que ha sido
fuertemente criticado por la escuela de Saaty, como puede verse en el siguiente epigrafe.

5.- Puntos criticos y extensiones
5.1. Puntos Criticos
Teniendo en cuenta que hasta la fecha no se ha podido probar la dominacién de

una técnica multicriterio respecto a las demas, en todas ellas se pueden encontrar aspectos
positivos y negativos, bien desde un punto de vista tedrico o practico. En el caso particular

'3 En algunos problemas poco estructurados pueden darse por buenos valores inferiores al
15%.



de AHP, como les sucede a todas las aproximaciones multicriterio discretas, existen una
serie de controversias en los diferentes pasos de su metodologia, que todavia permanecen
abiertas en la literatura'®. Entre éstas cabe destacar: (1) la justificacion de la independencia
exigida en la modelizacion jerarquica (Axioma 3); (2) la escala fundamental usada para
expresar los juicios relativos a las comparaciones pareadas; (3) los procedimientos de
priorizacion (autovector), sintesis y evaluacion de la consistencia empleados; (4) la
interpretacion de las prioridades totales obtenidas en el procedimiento y, quiza el mas
tratado, (5) el problema del cambio de rango.

Al margen de las “dudas procedimentales” asociadas a la metodologia seguida,
hay un problema de fondo (filosofico), el problema del cambio de rango (PCR), que ha
llevado a profundas discusiones (véase como introduccion el Management Science vol. 36
de 1990) entre las dos escuelas americanas mas extendidas en decision multicriterio
discreta: AHP y MAUT (teoria de utilidad multiatributo).

El problema de cambio de rango (Aguardon, Escobar, Moreno, 1995a,b,c,d,e)
consiste en la posibilidad de cambio de la ordenacion inicial obtenida para las alternativas
consideradas, al afiadir o eliminar alguna alternativa “irrelevante” (copia o cuasi-copia). En
cuanto a la legitimidad del cambio de rango'’, Saaty (1994a) sugiere que hay dos tipos de
situaciones en las que estd permitido e incluso es natural: (1) en los problemas de
asignacion de recursos y (2) cuando la aparicion de alguna copia introduce en el problema
la idea de abundancia o escasez de una determinada alternativa. En esta segunda situacion,
se puede considerar que la introduccion de una nueva alternativa lleva asociada la
incorporacion al modelo de un nuevo criterio (unicidad).

Al margen de los casos anteriores, la introducciéon de una nueva alternativa puede
hacer variar la estructura de preferencias del decisor, o poner de manifiesto alguna
inconsistencia en los juicios. Si la nueva alternativa es una copia de las iniciales y se
mantienen los juicios emitidos con anterioridad, estas valoraciones reforzaran las relaciones
marcadas por la correspondiente alternativa. En estos tres nuevos casos, puede justificarse
el cambio de rango, mas atin, puede considerarse esta caracteristica como un hecho deseado
de la metodologia pues refleja el comportamiento real de muchos procesos de seleccion
(Saaty y Vargas, 1984; Saaty, 1987). No obstante, hay situaciones practicas en las que no es
aconsejable que se produzca (Saaty, 1994a).

El PCR ha sido tratado en la literatura segin diferentes propuestas, que pueden
encuadrarse en cuatro grandes grupos o aproximaciones: (1) las que justifican el cambio de
rango, al menos en determinadas situaciones (Saaty 1994a; Vargas 1994); (2) las que
emplean otros modos de actuacion para AHP, como son las medidas absolutas y la
supermatrix (Saaty, 1980); (3) las que aplican el modo utilidad, y eliminan las copias o
copias cercanas (Dyer 1990a,b); (4) las que utilizan otros procedimientos de normalizacién
(Kang y Stam 1994; Aguaro6n, Escobar y Moreno, 1995c¢).

Las dos primeras aproximaciones han sido propuestas por el propio Saaty y sus
colaboradores. La tercera por autores de la escuela utilitarista, y la tltima por aquellos que
consideran que el PCR viene ocasionado por el procedimiento de normalizacién empleado.
En este grupo destacan las siguientes propuestas: Modo Ideal (Belton y Gear 1985); Modo
Antiideal, o normalizacion con el minimo (Schoner y Wedley, 1989; Schoner, Wedley y
Choo, 1993); AHP Referenciado (Schoner y Wedley, 1989); y Linking Pins (Schoner,
Wedley y Choo, 1993).

' Véanse Dyer (1990a, 1990b), Forman (1990, 1992), Saaty (1987, 1990), Saaty y Vargas
(1984), Schoner y Wedley (1989), Schoner, Wedney y Choo (1992).
' Véanse Schenkerman (1994) y Vargas (1994).



Respecto a los otros topicos citados dentro de los aspectos controvertidos,
mencionar que se han propuesto distintos procedimientos para calcular y sintetizar las
prioridades (Aguardon, Escobar y Moreno, 1995a), asi como diferentes escalas para
incorporar las preferencias a través de juicios (Lootsma, 1989; Holder, 1990; Finan y
Hurley, 1999).

Aguarén y Moreno-Jiménez (2001) justifican, basandose en consideraciones
calculistas y sicologicas, la utilizacion de la media geométrica como procedimiento de
priorizacion. Ademas, proponen una medida de consistencia especifica para este método de
priorizacion, el Indice de Consistencia Geométrico, que viene dado como:

2
ICG = (n—l)z(n—2) Yicj log €

Para una razon de consistencia de Saaty igual al 10% (RC=0,10), los valores del

ICG asociados vienen dados (Aguarén y Moreno-Jiménez, 2001) por:
ICG(n=3) =0,3147; ICG(n=4) = 0,3526 ¢ ICG(n>4) ~ 0,370.

En cuanto a la existencia de otros procedimientos de sintesis, el mas extendido es
el denominado forma multiplicativa ponderada (Saaty, 1980). Saaty afirma que este ultimo
procedimiento presenta cuatro grandes limitaciones: (a) no devuelve valores en la misma
escala de medida; (b) supone que siempre la matriz de juicios es consistente; (c) no
generaliza el caso de interdependencia y retroalimentacion; (d) siempre preserva el ranking
de la alternativas. Obviamente, la bondad o debilidad de los diferentes procedimientos
propuestos depende, en gran parte, de los fines perseguidos (filosofia) por las
correspondientes escuelas.

Respecto a la justificacion de la independencia entre “hermanos” (axioma 3)
exigida en la metodologia para poder realizar la modelizacioén jerarquica, al igual que
sucede en otras técnicas multicriterio no es sencilla. En AHP la independencia se justifica
por la forma de modelizar y valorar seguida. Saaty (1994, pag. 124-5) sugiere que la
independencia es capturada en la comparacion. Cuando se pregunta sobre la dominacién
entre un par de elementos con respecto a un atributo o propiedad, se intenta capturar que
cantidad de esa propiedad tiene un elemento y no el otro, incluso aunque ambos elementos
se superpongan. El resultado es dar un valor relativo de la propiedad en ambos elementos,
aunque se solapen. Sumando en todos los elementos se obtiene la suma de la presencia
relativa de la propiedad en todos los elementos considerados.

Hay otro punto cuestionado en la modelizacién jerarquica efectuada en AHP,
como es la influencia que el nimero de descendientes de cada nodo tiene en la prioridad
final de los elementos considerados. Si todas las alternativas son evaluadas en funcion de
todos los subcriterios este problema no suele presentarse pues cada alternativa alcanzaria su
proporcion, o parte de la unidad, que se distribuye a lo largo de la jerarquia. En cambio, si
las alternativas son evaluadas en funcion de parte de los subcriterios este problema puede
afectar al resultado final. Para evitarlo se sugiere efectuar lo que se denomina un ajuste
estructural de las prioridades, esto es, reescalar el peso de los criterios con el ntimero
relativo de elementos bajo el mismo.

5.2. Extensiones

Al margen de su propuesta inicial (medidas relativas), el Proceso Analitico
Jerarquico permite alcanzar medidas absolutas. En esta opcion, denominada “ratings”, se
trabaja de forma muy parecida al caso de medidas relativas. La unica diferencia es que en el
nivel inferior de la jerarquia se colocan, en vez de las alternativas, las modalidades o



niveles considerados para cada uno de los subcriterios o atributos incluidos en el mismo. La
importancia de estas modalidades se obtiene como en el caso de las medidas relativas, y el
valor o prioridad final de cada alternativa se alcanza sumando los pesos de las valoraciones
dadas a cada modalidad.

Para evitar la dependencia del nimero de niveles (modalidades) considerado para
cada atributo, se utiliza la normalizacion con el modo ideal. En este caso, la prioridad local
de cada nivel se obtiene como la parte de la prioridad correspondiente al nivel ideal, esto es,
al nivel de mayor prioridad o peso en la comparacion relativa'®,

La utilizacion de medidas absolutas esta recomendada cuando se tiene un nimero
elevado de alternativas, y se dispone de experiencia previa para poder establecer las
modalidades de los atributos considerados. Las medidas relativas se emplean
fundamentalmente cuando el nimero de alternativas es mas reducido (7 £ 2), se dispone de
un mayor conocimiento del problema, y se desea un estudio con mayor detalle. En el caso
de medidas relativas las redundancias cometidas al introducir los n(n-1)/2 juicios permiten
una ratificacion en los juicios emitidos.

En general, las medidas absolutas se suelen emplear con fines normativos,

mientras que las relativas con fines descriptivos. No obstante, conforme al paradigma de
racionalidad procedimental multicriterio propuesto, en la resolucioén de problemas reales se
suelen combinar las dos medidas. En primer lugar, utilizando medidas absolutas, se
detectaran a partir de los “datos empiricos” disponibles, las alternativas, atributos,
subcriterios, criterios, escenarios, y, en general, los elementos relevantes. Estos elementos
seran, a su vez, estudiados (cuando la ocasion lo requiera) con mayor profundidad mediante
medidas relativas. Ademas, si se dispone de un numero elevado de alternativas, o no se
puede suponer homogeneidad entre los elementos comparados, serd preciso recurrir a la
utilizacion de conglomerados y al empleo de procedimientos para su integracion.
En medidas absolutas, el ajuste estructural que en medidas relativas se alcanzaba
multiplicando la prioridad de cada criterio por el nimero relativo de subcriterios que
cuelgan de ¢l y posteriormente normalizando a la unidad los pesos de los criterios
resultantes, se realiza directamente con el procedimiento de normalizacioén seguido (modo
ideal o normalizacion con el maximo).

Siguiendo con las extensiones consideradas para AHP, cabe destacar algunas
lineas seguidas en los tltimos afos:

(1) El Proceso Analitico Sistémico (The Analytic Network Process —ANP-), donde se
permite la dependencia entre los elementos. En este caso, para calcular las prioridades
se utiliza la técnica denominada “supermatrix” (Saaty, 1996).

(2) La Decision en Grupo, donde la agregacion de los juicios entre actores, asi como la
agregacion de las prioridades de los mismos, se efectlia utilizando la media geométrica.

(3) Incorporacion de la incertidumbre mediante intervalos de juicio (Moreno-Jiménez y
Vargas, 1991, 1993) y las distribuciones reciprocas (Escobar y Moreno-Jiménez,
2000).

(4) Juicios dinamicos, donde se contempla la extension de AHP al caso continuo mediante
ecuaciones integrales de Freedholm (Saaty, 1994).

(5) Explotacion del modelo, en la que se desarrollan distintas herramientas decisionales
como son las estructuras de preferencia y los intervalos de estabilidad, utilizadas para
detectar los puntos criticos del proceso y disefiar caminos de consenso que favorezcan

' Otros procedimientos de normalizacién pueden verse en Aguardn y Moreno (1995a,d).



los procesos negociadores y la resolucion de conflictos entre los actores participantes

(Moreno-Jiménez y otros, 1999).

(6) Sicologia del conocimiento, donde se intenta modelizar el comportamiento de las
neuronas del cerebro humano (impulsos), mediante jerarquias y redes.

Hasta ahora, se ha hablado de un uso “independiente” y “auténomo” de AHP, aunque
son muchas las situaciones reales en las que esta técnica se ha utilizado en combinacion con
otras, por ejemplo, su utilizacion al determinar la parte subjetiva de los pesos empleados en
programacion por compromiso y programacion por metas' .

Para concluir el apartado de extensiones de AHP, me gustaria sefialar que, utilizando
el pesar esperado (expected regref) como elemento de enganche, Escobar y Moreno-
Jiménez (2001) han “conectado” el Proceso Analitico Jerarquico con la Programacion por
Compromiso.

La busqueda de una teoria unificada para las diferentes escuelas multicriterio que
permita, entre otras cosas, una mejor comprension de los fundamentos tedricos de las
mismas, esta siendo objeto de gran atencion en los ultimos afios (Escobar y Moreno, 1997,
Moreno y Escobar 2000; Romero, 2000). En este sentido, me gustaria volver sobre uno de
los problemas mencionados en la introduccion, cuya solucion sigue pendiente: ;Qué técnica
multicriterio es mejor?

Personalmente, y aunque mi intencion a lo largo del trabajo no ha sido la de glosar las
ventajas de AHP, creo que esta técnica multicriterio, ademas de ser una de las pocas que
ofrece una verdadera axiomatizacion teodrica (ver apéndice), es una de las que mejor
comportamiento practico tiene.

No obstante, hay que ser consciente de las posibles limitaciones que presenta y
utilizarla, al igual que las restantes técnicas, en el contexto y con la orientacion apropiada
para que pueda ser aprovechada de manera efectiva. En este sentido, es imprescindible un
apropiado conocimiento de sus fundamentos teodricos, asi como de sus aspectos mas
controvertidos y sus posibles causas.

6.- Aplicaciones

El Proceso Analitico Jerarquico es una de las técnicas multicriterio con mayor
implantacion practica en casi todos los ambitos de la toma de decisiones. Sin entrar a
estudiar con detalle cudles son las causas que han motivado su gran aplicabilidad,
mencionar que, entre éstas, cabe citar las mismas ideas que sugirieron su metodologia, esto
es: la flexibilidad de la técnica; la adecuacién a numerosas situaciones reales referidas,
fundamentalmente, a la seleccion multicriterio entre alternativas; su facilidad de uso; la
posibilidad de aplicarla en decision individual y en grupo, y, por altimo, la existencia de
software amigable para su aplicacion (Expert Choice) desde hace unos quince afos.

La extensa bibliografia relativa a las aplicaciones de AHP en la toma de decisiones,
hace inviable una exposicion detallada de la misma. Por ello, este trabajo de “revision” se
limita, para no extender excesiva e innecesariamente el contenido del mismo, a citar
algunos de los topicos tratados mediante AHP, a recoger algunas referencias bibliograficas
de caracter general (libros y Actas de los Simposium Internacionales sobre AHP —ISAHP-
)'® y a citar unos pocos articulos de los aparecidos recientemente.

7 Un tratamiento mas amplio de este uso puede verse en los Proceeding del 3er.
Symposium Internacional sobre AHP (Washington).

" Las Actas de los ISAHP celebrados desde 1988, pueden adquirirse en
http//:www.expertchoice.com
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Topicos:

Sociedad, Ciencia, y Educacion (ler. ISAHP, 3er. ISAHP y 4° ISAHP).
Economia y Transporte (ler. ISAHP y 4° ISAHP).

Localizacion y Asignacion de recursos (ler. ISAHP)

Evaluacion de alternativas (ler. ISAHP y 2° ISAHP).

Decisiones Empresariales. Marketing (2°. ISAHP y 4° ISAHP).
Produccion (3er. ISAHP).

Aplicaciones Ambientales (2°. ISAHP y 4° ISAHP).

Planificacion Urbana (2°. ISAHP).

Sector Publico (3er. ISAHP).

Sanidad (3er. ISAHP).

Evaluacion de Sistemas (3er. ISAHP).

Decision en Grupo y Resolucion de Conflictos Internacionales (3er. ISAHP).
Nuevas Tecnologias (4°. ISAHP).

Combinacion de AHP con otras técnicas multicriterio (4°. ISAHP).
Pensamiento y Etica (4°. ISAHP).

Aplicaciones aparecidas en los ultimos afios:

Priorizaciéon Ambiental (Moreno-Jiménez y otros, 1999).

Seleccion de personal en sistemas de telecomunicacion (Tam y Tummala, 2001).
Administracion de Operaciones (Partovi y otros, 1989).

Toma de Decisiones Descentralizas (Bolloju, 2001).

Evaluacion de Software (Ossadnik y Lange, 1999).

Benchmarking (Frei y Harker, 1999).

Defensa (Ching-Hsue Cheng y otros, 1999).

Decision en grupo (Van Den Honert y Lootsma, 1997; Easley y otros, 2000).
Gestion Universitaria (Gkwak y Changwon, 1998).

Desarrollo de software (Lee y otros, 1999).

SIMPOSIUM INTERNACIONALES SOBRE AHP (ISAHP)

Primer ISAHP (1988) celebrado en Tiajim (China).
Segundo ISAHP (1991) celebrado en Pittsburg (USA).
Tercer ISAHP (1994) celebrado en Washington (USA).
Cuarto ISAHP (1996) celebrado en Vancouver (Canada).
Quinto ISAHP (1999) celebrado en (Japon).

Sexto ISAHP (2001), que se celebrara en Berna (Suiza).

MONOGRAFICOS EN DISTINTAS REVISTAS CIENTIFICAS:

Sciences 20(6).

VARGAS, L.G.; SAATY, R.W.(eds.) (1987): The Analitic Hierarchy Process. Theoretical

Developmeents and some applications. Mathematical Modelling 9(3-5).

VARGAS, L.G.; WHITAKER, R.W. (eds) (1990): Decision Making by the The Analitic
Hierarchy Process: Theory and Applications. European Journal of Operational Research

48(1).



WASIL, E.A.; GOLDEN, B.L. (eds.) (1991): Public Sector Applications of the Analitic
Hierarchy Process. Socio Economic Planning Sciences 25(2).

VARGAS, L.G.; ZAHEDI, F. (eds.) (1993): Analitic Hierarchy Process. Mathematical and
Computer Modelling 17(4-5).

Libros:

SAATY, T.; ALEXANDER, J.M. (1989): Conflict Resolution: The Analytic Hierarchy
Approach. Praeger.

DYER, R.B.; FORMAN, E. (1991): An Analytic Approach to Marketing Decisions.
Prentice Hall Inc.

SAATY, T.; VARGAS, L.G. (1991): Prediction, Projection and Forecasting. Kluwer
Academic Publishers..

SAATY, T.; VARGAS, L.G. (1994): Decision Making in Economic, Political, Social and
Technological Environments. Vol. VII, AHP Series. RWS Publications.

DYER, R.B.; FORMAN, E.; FORMAN, G; JOUFLAS, G. (1996): Cases Studies in
Marketing Decisions Using AHP. Expert Choice Inc. Pittsburg.

SAATY, T.L. (1997): Toma de Decisiones para Lideres. RWS Publications.

7.- Conclusiones

La complejidad de los problemas de decision tratados bajo el denominado
paradigma multicriterio ha favorecido la aparicion de numerosas escuelas de pensamiento
y, con ello, de muy diversas metodologias.

Por el momento, no se ha podido probar la supremacia de alguna de estas escuelas
o filosofias sobre las restantes. Mas aun, esta resultando dificil combinar simultaneamente
la validez tedrica de las aproximaciones con su adecuacion practica.

Como se ha vuelto a poner de manifiesto en el intenso e interesante debate
acaecido a lo largo de las tltimas semanas en el foro de discusion multicriterio, la brecha
existente entre la teoria y la practica en el campo multicriterio, sigue abierta e incluso
aumentando. Parece que rigor y aplicabilidad son dos conceptos enfrentados, algo que no
deberia suceder, ni deberiamos consentir.

En este sentido, antes de presentar los contenidos especificos de la aproximacion
metodoldgica propuesta por el profesor Saaty (aspecto informativo), se pone de manifiesto
cual es la filosofia que subyace en el desarrollo teérico de esta técnica y el marco, o
paradigma decisional, que debe guiar su utilizacion para poder aprovechar toda su
potencialidad operativa (aspecto formativo).

Cuando estamos inmersos en la Era del Conocimiento (siglo XXI), he preferido
comenzar la presentacion de este trabajo centrandome en los aspectos formativos
(paradigmas multicriterio) y seguirla con la exposicion los aspectos informativos
(fundamentos tedricos, metodologia y aplicaciones).

Entendiendo por Formacion la capacidad de transformar Informacion en
Conocimiento, y por Conocimiento la aplicacion de la Informacién en un dominio
especifico (uso de la informaciéon en un ambito determinado), es evidente que el uso de la
informacion con una determinada finalidad requiere una interpretacion de la misma que es
personal y, por lo tanto, subjetiva e intangible.

Si se pretende reducir la brecha existente entre la teoria y la practica, esto es,
utilizar aproximaciones metodologicas efectivas, es necesario combinar el rigor y la
objetividad de la ciencia tradicional con el realismo y la subjetividad del comportamiento
humano. En este sentido, el Proceso Analitico Jerarquico (AHP) conjuga perfectamente un



fundamento axiomatico clasico (Saaty, 1986), basado en la teoria matematica de la
dominacion (objetividad del método cientifico tradicional), con una excelente adecuacion al
comportamiento real de los individuos y sistemas en la toma de decisiones (subjetividad
conductivista).

Para conseguir esa sintonia entre la fundamentacion teérica y la idoneidad
practica, la aplicacion del Proceso Analitico Jerarquico se ha enmarcado bajo un paradigma
mas abierto y flexible que el clasico de la racionalidad sustantiva, el denominado
paradigma de la racionalidad procedimental multicriterio.

Bajo este prisma, la metodologia seguida se ha orientado hacia el constructivismo
cognitivo, esto es, intenta mejorar el conocimiento existente del proceso decisional. De esa
forma, las valoraciones (juicios) incorporadas por los actores en el proceso de resolucion,
seran mas acuradas y permitiran que las prioridades derivadas al aplicar AHP capturen el
conocimiento del problema necesario para una toma de decisiones efectiva.

Para concluir este trabajo, se han recogido una serie de aspectos controvertidos de
esta metodologia desde un punto de vista tedrico. No obstante, debe quedar claro que, como
ocurre con otras aproximaciones multicriterio, gran parte de las debilidades que se les
imputa, provienen del desconocimiento de los fundamentos teoricos en los que se basan vy,
de ahi, de una incorrecta aplicacion de las mismas.

En sintesis, centrandonos en la parte informativa de esta presentacion, recordar
(Saaty, 1996) que el objeto del Proceso Analitico Jerarquico es trasladar las percepciones
humanas, con su limitacion en cuanto al rango, a valores numéricos con sentido evaluados
en una escala de razon (prioridades).

Para ello, combina una modelizacion jerarquica de los problemas, Ilas
comparaciones pareadas entre elementos correspondientes a conglomerados homogéneos y
reducidos (pequefio niimero de elementos), la utilizacion de una escala fundamental para
capturar la realidad percibida, el célculo de las prioridades locales mediante la resolucion
del problema del autovector principal por la derecha y una sintesis multiaditiva para obtener
las prioridades totales.

El resultado es un conjunto de prioridades finales (totales), esto es, una serie de
valores numéricos evaluados en una unidad abstracta de medida (prioridades), que permiten
sintetizar lo tangible y lo intangible, lo objetivo y lo subjetivo, lo racional y lo emocional en
una escala de razon valida para la toma de decisiones.
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APENDICE
Axiomatica del proceso analitico jerarquico (AHP)

En lo que sigue se incluyen algunos conceptos y resultados correspondientes a la
formalizacion matematica del Proceso Analitico Jerarquico (AHP). Su desarrollo
pormenorizado puede verse en cualquiera de las referencias en las que se recoge la
fundamentacion teérica de AHP (Saaty, 1980; 1986; 1994).

Sea A un conjunto finito de n elementos llamados alternativas. Sea C un conjunto
de propiedades o atributos con respecto a los que se comparan los elementos de A.
Normalmente nos referiremos a los elementos de C como criterios.

Cuando se comparan dos elementos de A con respecto a un criterio en C, se dice que se
realiza una comparacion binaria. Sea >~¢ una relacion binaria en A que represente “mas
preferido que o indiferente a” con respecto al criterio C en C.

Sea B el conjunto de las aplicaciones desde AxA en R" (conjunto de los reales
positivos). Sea f:C—B. Sea Pc € f(C) para C € C. P asigna un valor real positivo a cada
par (A, Aj) € AxA. Sea Pc(Aj, Aj)=a;; € R, A, Aj € A. Paracada C € C, latripleta (AxA,
R', P¢) es una escala primitiva o fundamental. Una escala fundamental es una aplicaciéon de
objetos en un sistema numérico.

Definicion 1.- Para todo Aj, Aje AyCe C

Ai >c AJ si y solo si PC(Aia AJ) >1

Ai ~C AJ si y solo si PC(Aia AJ) =1
Si A;j >¢ A se dice que A; domina a A; con respecto a C € C. P¢ representa la intensidad o
fuerza de la preferencia de una alternativa sobre otra.

Axioma 1.- (Reciprocidad) Para todo A;, Aj e Ay C € C, se tiene:

Pc(Ai,Aj):l/Pc(Aj,Ai).

Sea A=(a;j)=(Pc(Aj,A))) el conjunto de comparaciones pareadas de las alternativas
con respecto al criterio C € C. Por el Axioma 1, A es una matriz reciproca positiva. El
objetivo es obtener una escala de dominacion relativa (u ordenacion) de las alternativas a
partir de las comparaciones pareadas dadas en A.

Sea Ry el conjunto de las matrices nxn reciprocas positivas A = (a;) =
(Pc(Ai, Aj)) para todo C € C. Sea [0,1]" el producto cartesiano de [0,1], y sea y: Ry —>
[0,1]" para A € Ry, W(A) es un vector n-dimensional cuyas componentes caen en el



intervalo [0,1]. La tripleta (Rym), [0,1]", y) es una escala derivada. Una escala derivada es
una aplicacion entre dos sistemas relacionales numéricos.
Definicion 2.- La aplicacion P se dice que es consistente si y solo si:

Pc(Ai, AJ) Pc(Aj, Ak) = Pc(Ai, Ak) para todo 1,_] y k.

De forma similar se dice que la matriz A es consistente si a;aj, = aj paratodo i,jy
k.

Si Pc es consistente, entonces el Axioma 1 se cumple automaticamente y la
ordenacién inducida por y coincide con las comparaciones pareadas.

Definicion 3.- Un conjunto S con una relacion binaria (<), se dice que es un orden parcial si
satisface las siguientes propiedades:

a) Reflexiva: Paratodo x € S, x <x.

b) Transitiva: Paratodo x,y,z € S, si x <y, e y < z entonces, X < z.

¢) Antisimétrica: Para todo x, y € S, six <y, ey <X, entonces x =y (x e y

coinciden).

Definicion 4.- Para cualquier relacion x <y (léase “y incluye a x”) se define x <y para
representar X <y con X # y. Se dice que y domina (cubre) a x, six <y, y si X <t <y no es
posible para ningln t.

Los conjuntos parcialmente ordenados con un nimero finito de elementos pueden
ser representados convenientemente por un grafo orientado. Cada elemento del grafo se
representa en un nodo, de forma que haya un arco dirigido desde y a x, si x <y.

Definicién 5.- Un subconjunto E de un conjunto parcialmente ordenado S se dice que esta

acotado superiormente (inferiormente) si existe un elemento s € S tal que x < s (=s) para

cada x € E. El elemento s se denomina una cota superior (inferior) de E. Se dice que E

tiene un supremo (infimo) si tiene cotas superiores (inferiores) y el conjunto de cotas

superiores U (inferiores L) tiene un elemento u,(l;) tal que u; < u paratodou € U (I, > 1

paratodol € L).

Definiciéon 6.- Sea H un conjunto parcialmente ordenado cuyo elemento mayor es b. H es

una jerarquia si satisface las siguientes condiciones:

(1) Existe una particiéon de H en conjuntos denominados niveles {L, k=1,2,...,h}, donde
L={b}.

(2) x e Ly implica que X" < Ly, donde x'={y | x cubre ay}, k=1,2,....h-1.

(3) x e Ly implica que x* = Ly, donde x ={y| y cubre a x}, k=2,3,...,h.

Definiciéon 7.- Dado un valor positivo real p > 1, un conjunto no vacio x < L. se dice p-

homogéneo con respecto a x € Ly si para cada par de elementos yy, y, € X, 1/ p < PC(y,y2)

< p. En particular, el axioma de reciprocidad implica que PC(y;, y;) = 1.

Axioma 2.- (Homogeneidad) Dada una jerarquia H, x €e Hy x € L, X < Ly es p -

homogéneo para k=1,...,h-1.

Dados Ly, Lys; < H, denotaremos la escala local derivada para y € X" y x € Ly por

Wi (y/x), k=2,3,..,h-1. Sin pérdida de la generalidad se puede suponer que

Z yex Vs (y/x)=1. Las columnas de la matriz Wi(Li/Ly.1) son escalas locales derivadas de

los elementos en Ly con respecto a los elementos en Ly ;.
Definicion 8.- Un conjunto A se dice dependiente externo, o exterior, de un conjunto C si
se puede definir una escala fundamental en A con respecto a todo elemento C € C.

La dependencia exterior refleja la dependencia de los elementos de un nivel
respecto del nodo del nivel superior del que cuelgan (dependencia de los elementos
inferiores de la jerarquia respecto de los superiores)



Definicion 9.- Sea A dependiente exterior de C. Los elementos de A se dice que son
dependientes internos, o interiores, con respecto a C € C, si para algin A € A, A es
dependiente exterior de A.
Axioma 3.- Sea H una jerarquia con niveles Ly, L,,..., L. Para cada Ly, k=1,2,...,h-1,

(1) Ly+; es dependiente exterior/externo de L.

(2) Ly+; es no dependiente interior/interno con respecto a todos los x € L.

(3) Ly es no dependiente exterior/externo de L.
Principio de Composicion Jerarquica.- Si se verifica el Axioma 3, la escala global derivada
(ordenacion) de cualquier elemento en H se obtiene de sus componentes en el
correspondiente vector de los siguientes:

yi(b)=1

Vao(Lo)= wa(b7/b)

W)= wi(Li/Lic) w1 (L), k=3,...h.

Si se omite el Axioma 3, el Principio de Composicion Jerarquica deja de
verificarse debido a que la dependencia exterior e interior entre niveles o componentes que
se necesitan no forman una jerarquia. El principio de composicion apropiado se deriva del
enfoque supermatrix del cudl el Principio de Composicion Jerarquica en un caso especial
(Saaty, 1980).

Una jerarquia es un caso especial de sistema o red, cuya definicion viene dada por:
Definicion 10.- Sea G una familia de conjuntos no vacios G, Gy,..., G,, donde G;j consta de
los elementos {ej;, j=1,...,m;}, i=1,2,...,n. G es un sistema si:

(1) Es un grafo orientado cuyos vértices son G;, y cuyos arcos se definen a través

del concepto de dependencia exterior; esto es

(if) Dadas dos componentes G; y Gj € G existe un arco desde G; a G; si Gj es

dependiente exterior de G;.

Sea D, < A el conjunto de los elementos de A dependientes externos de A € A.
Sea yac(Aj), Aj € A, la escala derivada de los elementos de A con respecto a A; € A para
un criterio C € C. Sea yc(A)), Aj € A, la escala derivada de los elementos de A con
respecto a un criterio C € C. Se define el peso dependiente (dependence weight)

¢C(Aj) = zl//Ai,C (ADwc(A)).

AiEDAj

Si los elementos de A son dependientes internos con respecto a C € C, entonces
dc(Aj) # yc(Aj) para alglin Aj € A.

Las expectativas son creencias acerca de la ordenacion de las alternativas derivada
del conocimiento a priori. Se supone que un decisor tiene una ordenacion, intuitiva, de un
conjunto finito de alternativas A con respecto al conocimiento a priori de los criterios C. El
decisor puede tener expectativas acerca de la ordenacion.

Axioma 4.- (Expectativas)
CcH-L, A=L;

Este axioma dice que cuando se toma una decisién, siempre se supone que la
estructura jerarquica estd completa. Esto es, que todas las alternativas y los criterios
considerados relevantes para la resolucion del problema estan representadas en la jerarquia,.
No se supone la racionalidad del proceso, ni tampoco que solamente se pueda acomodar a
una interpretacion racional. La gente tiene muchas expectativas que son irracionales.



A continuacién se mencionan una serie de resultados que se desprenden de los
axiomas anteriores, y cuya demostracion puede verse, entre otros, en Saaty (1980) y Saaty
(1994).

Sea R¢ el conjunto de todas las matrices (nxn) consistentes (Rcm) < Ryny)-
Teorema 1.- Sea A € Ry, A € Rey siy so6lo si rango(A)=1.

Teorema 2.- Sea A € Rym), A € Reg) iy so6lo si su valor propio principal A, €s igual a
n.
Teorema 3.- Sea A = (a;) € Ry Existe una funcion y = (yi, Ya,..., Y,), con
v: Remy — [0,17" tal que:

(1) a=yi(A) wi(A).

(2) La dominacion relativa de la i-ésima alternativa, y;(A), es la i-ésima componente

del vector propio principal de A.

Dadas dos alternativas A;, Ajen A, Aj >~c A;siy sélo si yi(A) > y;i(A).
Teorema 4.- Sea AeRc, y sean A;=n y A,=0 los valores propios de A con multiplicidades
1 y n-1 respectivamente. Dado € >0, existe & = 3 (€)>0 tal que si

laj + 7ij -a; F[vyl < 6 para i,j=1,2,...,n,

la matriz B=(a;j+t;) tiene exactamente 1y (n-1) valores propios en los circulos |u-n[<ey | p
-0|< g, respectivamente.
Teorema 5.- Sea AeR¢y) y sea w su vector propio principal por la derecha. Sea AA=( &)
una matriz de perturbaciones de los valores de A tal que A’ =A + AA € Ry, y sea w’ su
vector propio principal por la derecha. Dado >0, existe un 8 >0 tal que si |5 < & para todo
1y j, se cumple |w;’-w;| < € para todo i=1,2,...,n.
Teorema 6.- (Estimacion de razones). Sea A € Ry, ¥ sea w su vector propio principal por
la derecha. Sean &;; = a;wjw; para todo iy j, y sea 1-t < g; < 1+t, 1> 0, para todo iy j.
Dados € > 0 y t < g, existe un § >0 tal que para todo (xi, Xa,..., Xp), x>0, i=1,2,....n, si se
verifica

a
I-6<—1—<1+6, Vi j

X;/X;

entonces

l-e<

Wi/Wj
X /X;

Teorema 7.- Sea A = (a;) € Ryp). Sea Amax su valor propio principal y sea w su

<l+eg, Vi, j

correspondiente vector propio por la derecha con z;wi =1, entonces Ay = 1.
Teorema 8.- Sea A € Ry Sea Ana €l valor propio principal de A, y sea w su

correspondiente vector propio por la derecha con z; w,; =1, la expresion

1 = (Amax -n)/(n-1)
es una medida de la distancia media a la consistencia.
Definiciéon 11.- La intensidad de los juicios asociados con un camino que va desde i a j,
denominado intensidad del camino es igual al producto de las intensidades asociadas con
los arcos de ese camino.
Definiciéon 12.- Un ciclo es un camino de comparaciones pareadas que termina en su punto
de partida.
Teorema 9.- Si A € R¢), las intensidades de todos los ciclos son iguales a a;;, i =1, 2,..., n.
Teorema 10.- Si A € Re(,, las intensidades de todos los caminos que van desde i a j son
iguales a aj;.



Corolario 1.- Si A € Rcq, el valor de la posicion (i,j) puede representarse como la
intensidad de los caminos de cualquier longitud que comienzan en iy terminan en j.
Corolario 2.- Si A € Rgy, el valor de la posicion (i,j) es la intensidad media de los
caminos de longitud k que van de i a j, y A=n""A (k>1).
Teorema 11.- Si A € Rc, el valor de la posicion (i,j) viene dado por la media de todas las
intensidades de los caminos que comienzan en iy terminan en j.
Teorema 12.- Si A € R¢,), la escala de dominacion relativa viene dada por cualquiera de
sus columnas normalizadas, y coincide con el vector propio principal por la derecha de A.
Corolario 3.- El vector propio principal es Ginico salvo por una constante multiplicativa.
Teorema 13.- Si A € Ry, la intensidad de todos los caminos de longitud k que van de i a
j viene dada por:

Z z Zaiilailiz BT

ij=lip=l i =l
Teorema 14.- Sea A € Ry, A ¢ R El vector propio principal por la derecha de A

viene dado por el limite de la intensidad normalizada de los caminos de longitud k,

(k)
. a; .
w, =lim — " i=12 .n, para todo h=1,2,....n.

00 n ’

e
Corolario 4.- Sea A € Ry, A & Req). El vector propio principal por la derecha de A es
unico salvo por una constante multiplicativa.
Teorema 15.- Sea A un conjunto finito de n elementos A, A,,..., A,, y sea CeC un criterio
que todos los elementos de A tienen en comun. Sea A la matriz de comparaciones pareadas
resultante. La i-ésima componente del vector propio principal a derecha de la matriz de
comparaciones pareadas reciproca A, proporciona la dominacién relativa de A;, i=1, 2, ...,
n.
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1—Introduccion

La Teofia de la Utilidad Multiatributo(UMA) proporciona una base formal para des-
cribir o prescribir elecciones entre alternativas cuyas consecuencias estan caracterizadas por
mUltiples atributos relevantes. En los afios 70 se publicaron algunos reslimenes muy buenos
de esta teoria, Fishburn (1970,1977), Krantz et al. (1971), Farquhar (1977,1980), Roberts
(1979) y Keeney y Raiffa (1976), siendo este Gltimo un excelente libro cuya contribucion
fue fundamental dentro del area de la utilidad multiatributo, que se reeditd en 1993, y que
después de 25 afios se considera que en sus aspectos tedricos y de fundamentos continia
siendo basico. Tales reslimenes no han tenido una clara continuidad posterior ya que los
avances en cuanto a fundamentos tebricos han sido escasos, aunque si se han publicado dife-
rentes desarrollos tebricos como extension de los ya planteados anteriormente en un intento
de superar diversas objeciones, habiendo surgido también un notable nimero de aplicaciones
de esta teoria a problemas reales, como comentaremos posteriormente.

En lateoria de la utilidad multiatributo se considera (ttil la distincion entre la teoria des-
criptivay la prescriptiva. Indiquemos gue una teoria descriptivaes simplemente un cuadro
conjeturado de larealidad, es decir, una proposicion que refleja posibles relaciones entre ob-
jetos o clases de objetos del mundo exterior y asi los modelos UMA descriptivos pretenden
explicar y predecir los intercambios(trade-offs) que llevan a cabo los decisores utilizando
para ello sus propios artificios o ingenios. Sin embargo, |as teorias prescriptivas no descri-
ben como son las cosas, sino que proporcionan consejos sobre |a eleccion o juicios que debe
realizar €l decisor, resultando que los modelos UMA prescriptivos se han disefiado para ayu-
dar alos individuos a llevar a cabo los intercambios, con la esperanza de a canzar mejores
decisiones. Asi, a nivel mas simple, un andlisis prescriptivo guiara a individuo en las elec-
ciones que lleve a cabo, construyendo un modelo de decision que describe las aternativas
con las que se enfrenta y prediciendo sus consecuencias. En resumen, un analisis prescrip-
tivo aconsgja de dos formas. Primero en la construccion del modelo para el decisor guiandole
através de un proceso de evolucion y clarificacion de las preferenciasy creenciasy, segundo,
mostrando a individuo lo que un decisor racional haria a enfrentarse con una situacion de
eleccion semejante. Con ello, es de esperar que €l andlisis prescriptivo mejore la percepcion
por parte del individuo del problema asi como sus sensaciones sobre €.

También es (til y obligada la distincién entre decisiones bajo certidumbsebajo incer-
tidumbreo riesga En €l primer caso, los individuos actlian con informacion perfecta en
el sentido de que serén capaces de especificar con seguridad las consecuencias de los di-
ferentes cursos de accion. Sin embargo, en & segundo caso, € decisor posee (nicamente
informacion parcia y se supone que es capaz de asignar probabilidades subjetivas a cada
una de las posibles consecuencias de |as aternativas en consideracion. Podria argumentarse
que ninguna decision es en certidumbre, sin embargo para algunos propositos la suposicion
de eleccion bajo certidumbre proporciona una aproximacion razonable a la situacion con la
que se enfrenta un decisor. En todo caso, la distincion entre eleccion bajo certidumbre frente
a incertidumbre es importante ya que se requeriran distintas clases de modelos UMA para
ambas situaciones.

Este articulo consta de seis secciones méas. En la Seccion 2 se planteara el proceso de
estructuracion inicial de un problema multiatributo, que se lleva a cabo mediante la consi-
deracion de una jerarquia de objetivos. Las Secciones 3y 4 se dedicaran a planteamiento
y desarrollo descriptivo de los modelos UMA en ambientes de certidumbre e incertidumbre,
respectivamente. En la Seccion 5, se extendera el problema a partir de la consideracion de no
sblo un Gnico decisor, sino de varios decisores simultaneamente, teniendo asi 10 que se deno-
mina decisiones de grupo. En la Seccion 6, se asumira una nueva extension del problema al



considerar € factor tiempo como otro aspecto que puede ser importante en la modelizacion
del problema bajo consideracion. Finalmente, se comentaran algunas aplicaciones.

2—Estructuracion de las consecuencias como vectores de atributos

Una idea basica en el tratamiento de los problemas mediante el Andlisis de Decisiones
es su division en partes mas pequefias, ya que centrandose en cada parte de modo separado
es probable que el decisor consiga un mejor entendimiento del problema que € que lograria
a partir de una vision global. En la mayoria de los problemas de decision surge de forma
inmediata un objetivo global, que no suele tener una sencilla traduccion a una Gnica variable
cuantitativa. De aqui la conveniencia o necesidad en muchos casos de la estructuracion de
un arbol o jerarquia de objetivos que emane del objetivo global planteado para el problema.
Asi, asociado a cada objetivo pueden existir o definirse subobjetivos que, de hecho, también
son objetivos pero en un nivel més bajo y que ayudan a precisar mejor las preferencias del
decisor respecto del objetivo del que emanan. A su vez, para estos nuevos objetivos, podrian
considerarse de nuevo subobjetivos de nivel més bgjo y asi sucesivamente hasta construir €l
arbol de objetivos, con la propiedad de que al ir descendiendo en &l los objetivos seiran ha
ciendo més precisos, siendo por ello més facil definir variables (resultado) asociadas a ellos.
La generacion de subobjetivos en niveles cada vez més bajos del arbol vendra determinada
por los juicios del decisor que debera basarse, por una parte, en si la especificidad lograda
con el subobjetivo alcanzado es la adecuaday, por otra, si € subobjetivo es suficientemente
preciso para asociarle una escala, bien objetiva o subjetiva, como parareflgjar |os valores de
las consecuencias de las aternativas.

Para cada uno de los objetivos de més bajo nivel se asociara una variable resultado o
atributo, que permitiran tener una medida de la realizacion, satisfaccion o logro de cada
curso de accion respecto de ese objetivo. Laforma en que se medirael atributo asi como una
descripciotn de su unidad de medida, seran parte de ladefinicion del atributo en cada contexto.
Se consideran basicamente dos tipos de atributos: objetivos y subjetivos, dependiendo de si
es posible tener una escala de medida directa 0 es necesario la construccion de una ad hoc
parad atributo en cuestion.

Una vez que se disponga del arbol de objetivos y de los atributos asociados a los obje-
tivos del nivel més bajo, nos enfrentariamos a la cuestion de si podemos considerar que esa
estructura cualitativa esta terminada. Se han propuesto varios criterios para contrastar si €l
conjunto de objetivosy atributos elaborado es el adecuado, Keeney y Raiffa (1976).

Objetivo
Global

Subobjetivo 1 Subobjetivo 2
del nivel 2 del nivel 2

Subobjetivo 1 Subobjetivo 2 Subobjetivo 3 || Subobjetivo 4 || Subobjetivo 5
del nivel 3 del nivel 3 del nivel 3 del nivel 3 del nivel 3

Atributos
Xl X 5 X 3 X 4 X 5

Figura 1. Un gjemplo de arbol de objetivos con tres nivelesy cinco atributos



Tendremos, por lo tanto, que las consecuencias de los cursos de accion, alternativas o
estrategias no se representan por un Gnico valor sino por un vector de valores. En la Figura
1 se muestra una jerarquia de objetivos con tres niveles y cinco atributos denominados X;,
i=1,..,5.

Dada una estrategia S, ésta tendra asociada una consecuencia o resultado (z7, ..., z3),
en el que z! sera el valor que toma el atributo X; para la estrategia indicada. En general,
representaremos la consecuencia de una alternativa por un vector de niveles de los atributos,

X =(T1,.0yTp) € X1 X+ x X, =X,

con X; el conjunto de posibles valores para el i-ésimo atributo y z; €l nivel alcanzado en €l
atributo 7 para una consecuencia particular.

A efectos de notacion, sera conveniente introducir descomposicionesde X. Asl, s I C
{1,...,n} con I # ¢, definimos

Y=T1IX: vy Z=][X.

i€l il
Entonces, reordenando los atributos, sera X =Y x Zy x = (y, z). Por lo tanto, €l término
descomposicion se referira a ésta forma particular de reestructurar el conjunto X.

3—Teoriadd Valor Multiatributo: El Caso de Certidumbre

En los tratamientos econbmicos estandar de el ecciones bajo certidumbre se ve a decisor
como capaz de considerar intercambios continuos entre los valores de los atributos. Tales
intercambios|levan alos mapasdeindiferencia en los cuales se basael anélisis econémico del
comportamiento clasico de los consumidores y las empresas, ver Stigler (1966). El proceso
que conlleva su construccion es compensatorio en el sentido de que un incremento en el valor
de un atributo puede compensar, a menos parciamente, el decremento en el valor de otro.
L os estudios psicol bgicos sobre preferencias para resultados multiatributo se han sustentado,
en general, en este modelo de intercambios compensatorios.

Lateoriade medida conjunta proporciona la base formal parala evaluacion de resultados
multiatributo bajo certidumbre. Bajo la hipbtesis de que € decisor se siente satisfecho con
el conjunto X = (Xy,...,X,,) delos n atributos que describen las consecuencias de las
decisiones en términos de todos los factores que se consideran relevantes, y que no existe
incertidumbre o que ésta es despreciable, entonces cada decision llevara asociada un solo
resultado posible, esdecir, cada decision tendréasociadaun vector numéricox = (z, ..., Z,,)
y diremos que v es una funcion de valor multiatributo sobre X, si satisface la condicion

V(@1 ey @) >0 (2], 2)) & (21, 0y ) 7 (2], 20)

donde e simbolo - representa las preferencias del decisor y significa “preferido o indife-
rente d'. De esta manera, v seré una funcion de valor si ordena las dternativas de manera
consistente con las preferencias del decisor. En laliteratura aparecen otros nombres para esta
misma construccion tales como funcion de preferencias o funcion de utilidad ordinal, entre
otros. El problema del decisor sera entonces, determinar aguella alternativa que maximice
lafuncion v. Asi, v servira para comparar los distintos niveles de los atributos a través del
efecto que tengan las magnitudes xz; sobre v.

Entonces, €l principal aspecto que surge seralaasignacion y estructuracion de lafuncion
de valor v. Observemos que la asignacion directa sera en general muy dificil a depender
v simultaneamente de varias variables, por o que para superar tal inconveniente se puede



intentar su estructuracion, que esencialmente consiste en encontrar una funcion sencilla f tal
que

(X1, xy) = f(v1 (1) 500y 0 (X)),

donde las v; (-) designan funciones de valor escalares o unidimensionales sobre |os respec-
tivos atributos X;, que seran mucho mas faciles de asignar que v, a depender de una sola
variable.

Lateoria de medida conjunta proporciona diferentes propiedades cualitativas que en de-
finitiva son condiciones necesarias y suficientes para tener distintos tipos de estructuraciones
de funciones de valor, es decir, expresiones para la funcion f. Si nos preguntamos, ¢qué
propiedades cualitativas deberia considerar el individuo para su modelo de decisién sobre
X?, larespuesta vendra determinada por la forma de la funcion de valor multiatributo para
su problema particular, que dependera de las condiciones de independencia/dependencia que
se verifiquen para el conjunto X de atributos. La descomposicion méas simple se tiene para
una descomposicion (Y, Z) de X, que cumple la denominada independencia preferencial.
Sedice qued atributo Y es preferencialmente independiente de su complementario Z, si las
preferencias del decisor entre (y1,%) Y (y2, Z) no dependen del nivel z fijado.

Si se cumple que Y es preferenciamente independiente de su complementario Z para
toda posible particion de X, entonces se verificalaindependencia preferencial mutua, lo que
permite que la funcion de valor del decisor sea aditiva, es decir,

v(x) = Zvi (z;) .
i=1

Es decir, verificar la independencia preferencial mutua supondria comprobar 2™ — 2 con-
diciones de independencia preferencial, ya que ese es el nimero de posibles particiones de
X. Afortunadamente, se demuestra que sblo se tendran que comprobar n — 1 condicio-
nes ya que estas implicaran el cumplimiento de las otras, es decir, se debe verificar que
Y = {1,i},i = 2,...,n, sea preferencialmente independiente de su complementario, Rios
Insuaet al. (2002).

Sin embargo existiran pocos problemas en |os que searazonabl e afirmar que se verifiquen
lasn—1 condiciones deindependenciapreferencial. Unacondicion mas plausible, en muchos
casos, es la denominada de dependencia del signo, que se define: Y es dependiente del signo
en Z, s existe unaparticibonde Z, Z = Z; U Zy U Z3, tal quelas preferencias entre (y1, %) e
(y2, Zz) depende de cuél delos subconjuntos 7, Z, y Zs contiene az. De modo especifico, si
Z € Zs, lapreferenciaeslainversade aquéllacuandoz € 71,y s zZ € Zs, entonces (y1,z)
e (y2,z) son indiferentes.

Dadas diferentes combinaciones de dependencia del signo y de la independencia prefe-
rencial, se puede probar, Krantz et al. (1971), que la forma adecuada de la funcién de valor
multiatributo es un polinomio dependiente de las funciones de valor componentes, como por
ejemplo,

v (21,22, 23) = (v1 (21) + v2 (22)) v3 (23)
denominada funcién de valor distributiva, o bien
v (1, m2,73) = v1 (21) v2 (v2) + v3 (23),
denominada funcion de valor distributiva dual. Algunas generalizaciones de la dependencia
del signoy laindependenciapreferencia con Z = 6 Z;ym > 3, sepueden ver en Farquhar
(1981) y Farquhar y Fishburn (1981). =



Vemos que, aunque existe unarelacion obvia entre la teoria de medida conjunta ordinal y
teorias de preferencia para resultados multiatributo, 1os desarrollos tebricos han sido escasos
en estos Ultimos afos. En todo caso, hay varios problemas que resultan evidentes tales como:
1) lafalta de estudios psicol 6gicos sobre la medida conjunta; 2) que esta lgjos de ser trivial
el contraste exhaustivo de todas las condiciones necesarias para que se cumpla una represen-
tacion dada; y 3) ya que los model os de medida conjunta presuponen un proceso de respuesta
deterministica, los errores aeatorios plantean un serio problema que apenas se ha tratado.
Pensemos en la conveniencia de alglin procedimiento que ayude a decisor a determinar si
el incumplimiento de algin axioma deberia atribuirse al error aleatorio o alo inapropiado de
algunareglade composicion. Sin embargo, a pesar de estas dificultades, podemosindicar que
hay una aceptacion muy amplia para que resulte recomendable la utilizacion de preferencias
multiatributo basada en el enfoque de medida conjunta.

Hagamos énfasis también en el hecho de que las funciones de valor multiatributo (ni-
camente representan preferencias ordinales, salvo que se introduzcan otras suposiciones, es
decir, no representan diferencias de valores o intensidades. Para que representen tal carac-
teristica hay que introducir condiciones adicionales, Dyer y Sarin (1979), que conducen a
las denominadas funciones de valor medibles, que permiten interpretar la diferencia de valor
entre pares de consecuencias, lo que podria ser particularmente (til para proporcionar una
métrica a partir de la cuadl sea posible un andlisis de sensibilidad. Sin embargo, debemos
hacer notar que la apreciacion cognoscitiva de diferencias de valores comparables no se ha
establecido. Asi, un decisor puede no ser capaz de proporcionar respuesta a los juicios que
sele planteen. Morrisy Oren (1980) intentaron superar esa situacion basandose en una asig-
nacion secuencial de recursos, pero los resultados son criticables ya que muestran ciertas
deficiencias.

En los planteamientos anteriores €l objetivo ha sido mostrar que las preferencias subje-
tivas se pueden aproximar de modo aceptable mediante modelos multiatributo relativamente
sencillos. Vamos a dar a continuacion algunos aspectos de caracter mas aplicado referidos a
procedimientos de asignacion de las funciones de valor.

El primer procedimiento que exponemos y que es €l mas utilizado, es el denominado
de asignacion directa, que se aplica a modelos aditivos y cuya implementacion requiere de
tres grandes pasos. Estos son: 1) Asignar por parte del decisor valores numéricos a todos los
posibles valores de los atributos, con una normalizacion que tipicamente puede ser v (x) = 1
y v (x:x) = 0, donde z} y x;. representan |os valores masy menos preferidos del atributo X;,
respectivamente; 2) Asignar por parte del decisor los factores de escala o pesos k; para cada
atributo; y 3) Obtencion del valor global para cualquier resultado multiatributo de acuerdo
con lareglade combinacion aditiva

v (x) =ki-vi(@1) + -tk vn (@)

gue permitira ordenar y elegir entre las estrategias.

Este enfoque directo tiene ciertas ventajas sobre otros procedimientos. Entre ellos des-
tacamos que se puede aplicar de manera sencilla a problemas con muchos atributos y mu-
chos resultados, y que en relacion con las decisiones de grupo, que expondremos en una
seccibn posterior, permite unainteraccin que puede ser comoda entre | os di stintos decisores.
También sufre de varios inconvenientes, como el que si se utiliza una regla de composicion
aditiva debe verificarse que es admisible, o que puede tener su dificultad si el problema es
complgjo. También y quizas masimportante esta el hecho de que € procedimiento de escala
miento utilizado en los model os de escalas aditivas es muy ad hoc. Otras ideas nuevas sobre
métodos con articulacion progresiva de preferencias se pueden ver en Stewart (1999).



Como consecuencia de esto se han propuesto otros procedimientos alternativos mas di-
ficiles de implementar ya que requieren suposiciones mas restrictivas sobre las preferencias,
pero gue tratan de superar los inconvenientes apuntados y entre los que podiamos citar las
técnicas de bootstrapping, Yntemay Torgerson (1967), € enfoque de descomposicion o €l
mas directo denominado enfoque global, Rios et al. (1989), basado en una estimacion directa
y sblo (til para un nimero muy reducido de atributos y estrategias. En todo caso, un aspecto
importante es que se debe estudiar la validacion de estos procedimientos en su aplicacion a
problemas real es para poder tener garantiay confianza de que supondran una ayuda adecuada
alaresolucion del problema propuesto.

4 —Teoriadela Utilidad Multiatributo: El Caso de lncertidumbre

Ya indicamos que una decision se dice bajo incertidumbre o riesgo cuando €l decisor no
se encuentra seguro de la consecuencia que resultara de cada posible curso de accion, pero
es capaz de expresar tal incertidumbre en forma de distribucién de probabilidad sobre los
resultados. Aunque el término riesgo se utiliza usualmente en las situaciones en que se de-
finen probabilidades objetivas, nosotros adoptamos aqui el enfoque bayesiano que considera
la probabilidad como una medida o grado de conocimiento del decisor sobre |os sucesos.

Ya que en la mayoria de los problemas es poco razonable suponer que se conocen los
factores externos con certidumbre, sera necesario construir e modelo de preferencias para
€l decisor de manera que resulte apropiado para hacer elecciones bgjo incertidumbre. Asi,
cuando | as decisiones son bajo incertidumbre en el sentido anterior, €l principio delautilidad
esperada, Rios Insua et al. (2002), proporciona una guia normativa ampliamente aceptada
para modelizar el comportamiento de un decisor. Se podra emular un modelo para el decisor
cuyas preferencias sean representables mediante una funcion de utilidad de von Neumann-
Morgenstern y de forma analoga a caso bajo certidumbre, existen condiciones de indepen-
dencia/dependencia que serén apropiadas para que en problemas particulares limiten laforma
de lafuncion de utilidad tal como se discuti6 en la seccion anterior.

Cuando se satisfacen ciertos principios basicos del comportamiento racional, las prefe-
rencias del decisor se podran representar mediante una funcion de utilidad « definida sobre el
conjunto de resultados multiatributo, de modo que dada una alternativa bajo riesgo o loteria

_ D1 e Pm
L - ( Xl “ e Xm ) !
con p;, i = 1,...,m, distribucion de probabilidad sobre las consecuencias multiatributo x?,
i =1,...,m, su utilidad esperada sera

Eu(L) = Zpiu (x).

De modo analogo al caso de certidumbre, se tiene una ordenacion de loterias, de modo que
Ly ,>V_ Ly < FEu (Ll) > Fu (LQ) ,

es decir, que la loteria L, es preferida o indiferente a la loteria Lo, si la utilidad esperada
de L, esmayor o igual que lade L,. Dado que la funcion de utilidad v esta definida sobre
X, formado por las consecuencias multiatributo, se han considerado también propiedades
cualitativas en un intento de facilitar su asignacion.

L as condiciones de independencia tipicas parala funcion de utilidad multiatributo son:



1. En la descomposicion (Y, Z) de X, Y es independiente en utilidad de Z s las pre-
ferencias entre loterias que se diferencian en los niveles de Y son independientes del
valor fijado para Z.

2. En la descomposicion (Y, Z) de X, Y y Z son aditivamente independientes si para
todoy,y’ € Yyz, 2 € Z seveificalaindiferencia

( é{; (;f/) )”( <;,/22f> (1}/,22) )

Una forma equivalente pero mas sencilla de contrastar la independencia aditiva ha sido
propuesta por Delquie y Luo (1997), que se basa en la condicion de intercambio. También
en Stewart (1996), propone un procedimiento basado en aproximacion para contrastar tal
condicion.

S Y y Z son independientes en utilidad para toda descomposicion de X, entonces se
puede mostrar que el modelo de preferencias del decisor esta representado por la forma mul-
tiplicativa

1+ ku(x) = H (1 + kiui (2)) ,
i=1

0 s se cumple laindependencia aditiva para todas las posibles descomposiciones, la funcién
de utilidad tomara laforma aditiva

uw(x) = Zku (1),

con " | k; = 1y dondelas u; son las funciones de utilidad unidimensionalesy lask; y k,
los pesos o factores de escala.

Observemos de nuevo que no siempre sera razonable suponer que las condiciones de
independencia son validas sea cual sea la particion, por lo que se han propuesto algunas
generalizaciones de tales condiciones de independencia y que son menos restrictivas. Se
tiene asi la independencia en utilidad generalizada que se corresponde con la condicién de
dependencia del signo planteada para las funciones de valor, Fishburn y Keeney (1974,1975)
y condiciones mas generales alin se han desarrollado por parte de Farquhar (1975,1976,1981)
y Farquhar y Fishburn (1981). Tales condiciones pueden ser alin demasiado exigentes de
modo que existen subconjuntos de atributos para las cuales las condiciones anteriores no se
cumplen, entonces Bell (1979) propone un método de aproximacion que se puede utilizar
para estimar una funcion de utilidad marginal sobre estas dimensiones.

En época algo mas avanzada Keeney (1981) ha desarrollado una metodologia orientada
al problema en que la estructuracion de la jerarquia de objetivos se lleva a cabo con lavista
puesta en las condiciones de independencia que pueden ser apropiadas entre los atributos
que resulten de la jerarquia. En ciertos casos este enfoque podria generar atributos muy
artificiales con poco significado cognoscitivo, aunque en otros casos pueder ser de cierto
valor. En particular, el articulo de Keeney muestra que su método puede ser una notable
ayuda paralaexploracion y clarificacion de las preferencias del decisor.

Se han intentado otros desarrollos para superar la exigencia de condiciones para alcanzar
laformaaditivao multiplicativay unade ellas es la propuesta por Harvey (1993), denomina-
dalinealidad de riesgo multiatributo, basada en que la actitud frente al riesgo para un atributo
dependa de los niveles de | os otros atributos obteniendo asi una representaci bn logaritmica.



En todo caso queremos destacar el interesante trabajo de Miyamoto y Wakker (1996) que
muestra unaciertatranquilidad en la consideraci 6n de contrastes aproximados de condiciones
de independencia, a indicar la robustez en los resultados de la parametrizacion y utilidad
multiatributo frente a la violacion de la utilidad esperada. Finamente, indiquemos que la
dificultad de la verificacion en problemas complejos de todas las propiedades cuditativas
para tener una representacion escalar de la funcion de utilidad «, ha llevado también a la
consideracion de funciones de valor vectoria es, Roberts (1972,1979), Rietveld (1980), Rios-
Insua et al. (1989), que con los avances actuales de los ordenadores y la consideracion
de metaheuristicas puede permitir atractivos procedimientos de solucion, Rios Insua et al.
(2002).

Respecto del problema de asignacion de lafuncion de utilidad, se han propuesto también
distintos procedimientos, siendo los dos mas utilizados el método de equivalencia en pro-
babilidad y el de equivalencia en certidumbre. EIl primero de ellos consiste en pedirle a
decisor que proponga la probabilidad p paralacua siente indiferencia entre unaloteria, con
resultados | os valores extremos, y una cantidad intermedia. Es decir, entre

p l-p _
(2h7) v ow
7 x; 7w Yaquela utilidad se supone normalizada, es decir, u(x}) = 1y

con z;

T~

0, entonces
u(z;) =pu(z;) + (1 —p)u(zi) =p,

siendo por tanto p, la utilidad asignada al valor z;. EI método de equivalenciaen certidumbre
es andlogo y la diferencia se encuentra en que en &, €l decisor conoce la loteria anterior y
lo que debe es determinar la cantidad segura z; con la que se siente indiferente a la loteria
propuesta. Existen diversas variantes y métodos alternativos de estos dos enfoques basicos
gue hemos comentado, y una referencia muy Util puede ser Farquhar (1984), que hace una
exhaustiva revision de procedimientos de asignacion.

El proceso de asignacion de utilidades no esta exento de objeciones y algunos estudios
han mostrado que puede haber una dependencia del método y la aparicion de sesgos e incon-
sistencias, ver por giemplo, Jaffray (1989). Para superar estos inconvenientes hemos conside-
rado |a combinacion de métodos e imprecision que esta dando muy buenos resultados, siendo
un gemplo de €llo & Sistema de Ayuda a la Decision MOIRA, que hemos implementado
para la restauracion de ecosistemas acuaticos contaminados por radionuclé&dos, desarrollado
como parte de varios proyectos europeos y que se esta aplicando a ecosistemas fuertemente
contaminados de la antigua Union Soviética, Mateos et al. (2001) y Gallego et al. (2001).
También, en relacion con los aspectos psicologicos se han propuesto algunas objeciones,
pero creemos deberan ser estudiados en mayor profundidad para llegar aincorporarse como
parte de los métodos de asignacion de utilidades de una manera comprensible y asequible
a los expertos. Quiza lo mas importante que propone la psicologia de preferencias es que
se debe tener en cuenta en la asignacion de utilidades la percepcion no lineal de las proba-
bilidades. Tradicionalmente, la mayoria de los procedimientos de obtencion de utilidades,
gue son estandar en decisiones en Economia, Medicinay otras areas, asumen la validez de
lateoria de la utilidad esperada y de aqui que consideren que la percepcion de las probabi-
lidades es lineal. Sin embargo, algunos estudios psicoldgicos no estan de acuerdo con este
planteamiento y proponen que debe considerarse una percepcion no lineal de probabilidades,
utilizando para €llo una asignacion de utilidades basada en la teoria de la utilidad depen-
diente del rango, Wakker y Stiggelbout (1995). Esta teoria postula que las probabilidades



tal como se ponen en las loterias no determinan directamente la utilidad de las loterias, sino
que deben someterse a una transformacion no lineal convirtieéndolas en pesos o factores de
escala, que se combinan posteriormente con las utilidades de las consecuencias paratener asi
la correspondiente utilidad de laloteria, Quiggin (1982,1993) y Karni y Safra (1990).

Los intentos por extender la teoria de la utilidad multiatributo han continuado, aunque
no de una forma reiterada, asi podremos citar a Brauers (1998), que propone un enfoque no
lineal, o €l trabajo de Ballestero (1997), que trata de establecer una conexion de la utilidad
multiatributo con el interesante enfoque multicriterio denominado programacion compro-
mi so.

Finalmente, apuntemos que otra estrategia a veces utilizada consiste en asignar a los re-
sultados del problema una funcién de valor (preferencias bajo certidumbre) y posteriormente
transformarla para que refleje la actitud frente a riesgo del decisor. Tal enfoque se apoya en
€l hecho de que ya que tanto la funcién de valor v como la de utilidad « deben reflgjar la
misma ordenacion de preferencias sobre los resultados, entonces debe existir una transfor-
macion monodtona positiva R tal que u (z) = R (v (z)). Asi, dada unafuncion de valor v y
suponiendo la existencia de una funcion de utilidad «, habria que deducir la transformacion
adecuada R paratener u. Este enfoque tiene alguna variante que lo hace atractivo, aunque su
mayor inconveniente esta en que sblo parece aplicable a problemas bastante pequefios.

Recordemos que como en el caso de certidumbre, el problema de validacion es también
muy importante y como indicamos alli se le ha dedicado escaso interés.

5.— Decision degrupo

Hasta aqui hemos considerado la discusion para el caso de un Gnico decisor y 1o que nos
planteamos ahora es ¢que ocurririasi la responsabilidad de la decision la comparte un grupo
deindividuos? Diferentes autores, Keeney y Raiffa (1976), Keeney y Kirkwood (1975), Dyer
y Sarin (1979) o Eliasberg y Winkler (1981), han observado la similitud entre la agregacion
de preferencias individuales en una funcion de valor o utilidad de grupo y la asignacion
de una funcion de valor o utilidad multiatributo para un Gnico individuo. Supongamos que
hay N individuos en el grupo y que cada individuo ;j posee una funcion de valor o utilidad
u; (x) sobre |as consecuencias (que pueden ser multiatributo). Entonces la funcion de valor
o utilidad de grupo u, (x) posiblemente debiera ser una composicion de laforma

ug (%) = ug (u1 (%), u2 (), .., un (X)) -

Centrandonos primero en el caso de certidumbre y de acuerdo con la afirmacion anterior,
los origenes del problema de la obtencion de una funcion de valor de grupo, iniciamente
considerado por Arrow (1951), que denomind de bienestar social ordinal, sedirigio esencial-
mente ala blsqueda de condiciones de existencia de la citada funcién basada en las funciones
devaor individuaes.

Planteado de una manera formal este problema, consideramos un conjunto de individuos
I;, i = 1,...,n, cada uno con su funcion de valor v; y sea X €l espacio de decisiones con
elementos x. Se desea determinar una funcion de valor de grupo v, a partir de las funciones
de vaor individuales, es decir, unafuncién

Vg (X) =f (Ul (X) y+ees Un (X)) : 2)

Asi, € impacto producido en € grupo de individuos por la eleccion de una determinada
decision x, vendradada por el vector de componentes (v; (x), ..., vp, (X)) = (V4, ..., V4,), que
seran las medidas de la decision x mediante las respectivas funciones de valor individuales
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v, €N que v; (x) sera el grado con el que se esta optimizando €l bienestar del individuo I;.
El objetivo sera entonces determinar la forma mas apropiada de la funcion f en el modelo
(2), cuya formulacion es analoga a la presentada en la Seccion 3 en los model os de decision
individuales en certidumbre, de manera que su formalizacién se apoyara en los resultados
propuestos entonces, siendo diferentes en |os tipos de consideraciones necesarias por parte
del grupo de individuos para formalizar su estructura de preferencia.

En & modelo (1), denominado de “ certidumbre pura’, las estructuras de preferencia in-
dividual es quedan determinadas por las respectivas funciones de valor, que se suponen cono-
cidas, de modo que las preferencias del grupo para las decisiones x se recogen a través de
las funciones v;, sobre las que debe hacerse una normalizacién de escalas previamente a la
consideracion de comparaciones interpersonales.

Supongamos, por tanto, que existe lafuncion f de (1) y que se cumplen las condiciones:

1) Independencia preferencial. Los atributos {V;, V;} son preferencialmente indepen-
dientes de su complementario paratodo i # j conn > 3 (ver Seccion 3).

2) Asociacion positiva ordinal. Sean x! y x? dos decisiones igualmente preferidas por
el grupo. Si x' se cambia a x’ de manera que algin individuo I; prefiere x’ a x!,
permaneciendo el resto de individuos indiferentes, entonces x’ es preferidaax? por €
grupo.

Observemos que la condicion 1) implica que para dos individuos I; e I, (j # k), Si los
restantes n — 2 individuos sienten indiferencia entre un par de decisiones, entonces la prefe-
rencia del grupo por éstas vendra dada por la que establezcan I; e I, siendo independiente
del nivel delas preferencias del resto de losindividuos. La 2) establece que f es unafuncion
monbdtona creciente de sus argumentos, es decir, que si €l valor v; para € individuo I; se
incrementa, permaneciendo los restantes valores v;, i # j, fijos, entonces la preferencia del
grupo aumenta.

Dadas estas suposi cionesy teniendo en cuentalos resultados de la Seccion 3, esde esperar
gue dispondremos de una funcion de valor aditiva. Es decir, setiene: Supongamosn > 3. Se
verifican las condiciones 1) y 2) si y solo si

g () = D20 (0 () = D0 (0. @

i=1

con v} transformacion mondtona positiva de su argumento v;. La demostracion de este resul-
tado y otros se puede ver en Keeney y Raiffa (1976).

En ambiente de incertidumbre, se plantea un problema anélogo, es decir, suponemos un
grupo den individuos I, ..., I,, que se enfrentan con unasituacion de decision en incertidum-
bre, de manera que resulta natural suponer que cada uno tiene su utilidad individual parame-
dir la preferencia sobre las consecuencias asi como sus respectivas probabilidades personales
paralos distintos estados. Como antes, aqui también se trata de proponer reglas de racionali-
dad de grupo que permitan pasar de las ordenaciones individuales a la decision optima para
el grupo. Para ello, consideramos que para cada decision x el vector (uy (x) , ..., u, (X)) =
(Us, ..., Uy,,) congtituye las medidas de la decision x con respecto alas funciones de utilidad
individuales u;. Asi, € grupo define Uy, ..., U,, como un conjunto de atributos, de manera
gue U; mide €l grado con el que esta optimizando el bienestar del individuo ;. El modelo
tomalaforma

ug (x) = h(u1 (%), ..., up (X))
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y €l objetivo sera determinar una expresion para h apropiada al problema en consideracion.

Al igua que € modelo (1) en ambiente de certidumbre, éste tiene algunas hipotesis
implicitas anal ogas como, por emplo, que las preferencias del grupo sobre las decisiones x
Se recogen a través de la funciones u; que representan las estructuras de preferencia de los
individuos.

Como trabajo pionero en este area citaremos el de Harsanyi (1955), que investigo condi-
ciones de consistencia delafuncion de utilidad de grupo, proponiendo condiciones necesarias
y suficientes para que unafuncion de utilidad de grupo v, seade laforma aditiva, es decir,

ug (x) = Z Aiu; (x)

con )\; constantes positivas, siendo por tanto u, un promedio ponderado de las funciones
de utilidad individuales. Las condiciones de Harsanyi son: a) La funcion de utilidad de
grupo vy las individuales verifican los axiomas de la utilidad esperada (Seccion 4); y b) Si
dos aternativas, definidas mediante distribuciones de probabilidad sobre decisiones x, son
indiferentes para cada individuo, entonces el grupo las considera indiferentes. Son varios
los trabaj os que discuten estas condiciones, especialmente lab), que serefiere al sentimiento
individual de cadaindividuo y no a posibles comparaciones interpersonal es.

Expondremos a continuacion condiciones de existencia para la funcion de utilidad de
grupo aditiva que son:

3) Independencia aditiva. El conjunto de atributos Uy, ..., U,, es aditivamente indepen-
diente (ver Seccion 4).

4) Equivalencia estratégica. Lafuncion de utilidad condicional de grupo i-ésimaw/; sobre
el atributo U;, que determina la utilidad del individuo I;, es estratégicamente equiva-
lente (induce las mismas preferencias) a u; .

Establecemos el siguiente resultado: Supongamosn > 2. Se verifican las condiciones 3)
y 4) siy solosi

g (%) = 3 it (x) 3

conw; (¢ = 1,...,n) funcion de utilidad individual con escalaentre0y 1,y A; > 0 constantes
de escala.

Para asignar los factores de escala \;, se requieren comparaciones interpersonales de las
preferencias individuales. El hecho de que las \; sean positivas asegura la asociacion posi-
tivaordinal delas preferenciasindividualesy lasdel grupo (condicion 2). Observemos que la
condicion de equival encia estratégica indica que como el grupo piensaque €l individuo I; ex-
presa honradamente sus preferencias, entonces el grupo desea basar su funcion de utilidad en
lautilidad individual «;. Ademas, se puede ver, Keeney y Raiffa (1976), que conjuntamente
ambas condiciones del teorema son equivalentes ala condicion de Harsanyi.

Apuntemaos que no parece que este enfogque de asimilar atributos con individuos sea per-
suasivo y surge el problema adicional de la necesidad de determinar las constantes multipli-
cativas para poner las funciones v; en lamisma escala, es decir, que se fuerza allevar acabo
una comparacion interpersona de preferencias, no existiendo alglin método operativo fiable
para alcanzarlo. Mas alin, el teorema de imposibilidad de Arrow y sus Gltimas extensiones,
Arrow (1951) y Kelly (1978), convencen de lainutilidad de llevar a cabo tal tarea. Por €ello,
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con los resultados obtenidos hasta ahoray desde un punto de vista estricto, se llega a afirmar
gue es una falacia pensar que un grupo pueda actuar como una entidad individual y decidir
sobre una accion. Pensemos que un grupo no debe verse como un Gnico decisor, sino como
como un proceso social que traduce un modelo de votacion en un curso de accion. No hay
una (nica decision presente, sino muchas, una por cada miembro del grupo, correspondiente
a como votaria, y que sblo es necesario considerar su utilizacion en el contexto del grupo.
Como consecuencia, los analistas de decisiones deberian ver su papel como consgjeros de los
miembros individuales del grupo para ayudar a comunicarse y comprenderse entre ellos. En
este Ultimo aspecto el andlisisde la utilidad multiatributo tiene un papel importante que jugar,
ya que la identificacion de las condiciones de independencia que muestre un individuo par-
ticular deberian capacitarle para expresar propiedades generales de sus preferencias en una
forma que no podria el simple establecimiento de preferencias particulares. Por €llo, se han
desarrollado otros procedimientos de decision de grupo como la Teoria de Negociacioneso la
Conferencia de Decision, en un intento de superar las objeciones apuntadas, ver Rios-Insua
et al. (2002).

6.— Preferenciasen el tiempo

En los desarrollos planteados hasta ahora se suponian problemas estaticos, es decir, Situa-
ciones de decision en que en un instante cero se dispone de determinada informacion que hay
gue utilizar paratomar unadecision en el instante uno. Sin embargo muchas situaciones con-
[levan la comparacion de consecuencias que se presentan en sucesivos periodos del tiempo.
Supongamos una empresa que desea vender una factoria y le hacen dos ofertas: la primera
darle 15.000.000 euros a entregar las llaves y 500.000 euros un afio después, y la segunda
7.000.000 euros en cada uno de los momentos. Si comparamos ambas alternativas, que las
podemos representar por |os vectores

(15.000.000, 500.000) y (7.000.000, 7.000.000),

vemos que se tratade comparar dos vectores numéricos cuyas primeras componentes tienen el
significado de pago al contado y las segundas un afio después. Estamos en un caso particular
importante de la comparacion de complejos de atributos en certidumbre que se ha tratado
mediante utilidades multiatributo. Es decir, dado el vector multiatributo x = (z1, ..., z,,), l0S
elementos xq, x2, 23, . . ., representan los valores del atributo en los sucesivos instantes del
tiempo. Un criterio cominmente usado para evaluar tales alternativas, Koutsoyiannis (1982),
French (1983) y Atherton y French (1997), es el valor actual neto (VAN):

donde o es €l factor de descuento. Sin embargo, s las preferencias del decisor pueden re-
presentarse por unafuncion devalor lineal v(x) = >, w;x; y llamamos w; 1 /w; = o; para
1=1,2,... ,n—1yw; = 1, locual sepuede hacer sin pérdida de generalidad, entonces

wg/wl =01 = W2 = 01,
w3 /wy = 09 = w3 = 02071;

Wp/Wp—1 = Op_1 = Wy, = Op -+ - 0207.
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Asi v(x) = x1 + 0122 + 090123 + - -+ + oy - - - 0201, €S UNA generalizacion natural del
VAN.

Sera correcto usar el VAN cuando se verifiquen ciertas condiciones (ver Teorema 2.9 de
Rios-Insua et al., 2002), que no son faciles de verificar.

Para permitir el intercambio relativo no constante entre afios, Koopmans (1960, 1972)
considero la teoria del valor aditiva. Las preferencias se dicen estacionarias si para todo

L1, X2y« 3 Tn—1,Y1,Y2;- - - ayn—lvav%\/eriﬁca:
(1‘171‘2,.. . 73;717170[) r>\: (y17y2a"' 7yn717a) =
(Oévxlava DR 7wn71) i (a7y17y27 cee 7yn71)~

Es decir, si €l decisor establece su preferencia entre dos alternativas en las que € valor del
tltimo afo es o en ambas, entonces esta preferencia permanecera inalterada si todos los
valores de los afios 1,2,... ,n — 1 seretrasan un afio y €l valor comin « es trasladado al
primer afio.

Esto conduce a un resultado que establece que si las preferencias del decisor satisfacen
una serie de condiciones para que puedan ser representadas por una funcion de valor aditiva
y si, ademés, son estacionarias, entonces existe una funcion w(-) y una constante positiva o
tal quelafuncion de valor tomalaforma

v(x) = Zaiflw(xi).

El resultado de Koopman permite €l intercambio relativo no constante porque, aunque
existe el factor constante o para todos los pares de afios sucesivos, la funcion w(-) puede
ser no lineal. Sin embargo, para evitar que el factor o aplicado a todos los pares de afios
sucesivos sea constante, la utilizacion de la funcion de valor

v(x) = w(z1) + orw(xs) + oeo1w(xz) + -+ + op - - - o201 wW(Ty)

puede ser mas apropiada. Para un estudio mas detallado consultar Krantz et al. (1971).
En el caso de incertidumbre el tratamiento es andlogo salvo que se deberan asignar fun-
ciones de utilidad, como puede verse en Keeney y Raiffa (1976) o en French (1998).

7.— Aplicaciones

El nlmero de aplicaciones de la utilidad multiatributo a problemas reales ha ido cre-
ciendo de manera importante en estos GUltimos afos. Quiza las dos referencias iniciales que
pueden considerarse como punto de partida de muchas otras aplicaciones, debido a la des-
cripcion detallada con que han aparecido en la literatura son, en primer lugar, €l problema
de decision entre la mejora operativa del aeropuerto de M&ico o la posible localizacion de
un nuevo aeropuerto para esa misma ciudad al principio de los afios 70. Ta problema esta
profusamente detallado en el Capitulo 8 del citado libro de Keeney y Raiffa (1976) y aplica
distintos procedimientos del analisis de utilidad multiatributo, utilizando unafuncién de utili-
dad multiplicativa paralaseleccion final. Laotrareferencia basica en este enfoque es el libro
de Keeney (1980), dedicado al problema de emplazamiento de instalaciones energéticas, en
que hace un profundo y detallado estudio, al mismo tiempo que describe la metodol ogia mul-
tiatributo en todas sus fases aplicando tales apartados a diferentes escenarios y contextos,
cada uno caracterizado por distintos factores que hacen muy adecuada su aplicacion al citado
problema.
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Yaen los afios 80 y especialmente en los 90 el nmero de aplicaciones de la decision mul-
ticriterio ha crecido notablemente, apareciendo incluso nimeros monogréficos de la revista
especiaizada Journal of Multi-Criteria Decision Making como, por ejemplo, € dedicado a
problemas en el sector plblico (Vol. 9, n. 1-3) y también algunos libros como, por ejemplo,
Goicoechea et al. (1982), que contiene variadas ilustraciones y aplicaciones, no excesiva-
mente complegjas, en laingenieriay los negocios.

En el caso especifico delateoria de la utilidad multiatributo las aplicaciones son variadas
como ya hemos indicado y citaremos a continuacion agunas de ellas. En primer lugar indi-
caremos €l sistema de ayuda a la decision (SAD) desarrollado dentro del proyecto europeo
RODOS, French (1996), para eleccion de medidas a tomar en caso de accientes nucleares
importantes. Tal proyecto surge araiz de los accidentes de Three Mile Island y de Chernobyl,
siendo el objetivo desarrollar un SAD para en caso de accidente elegir las contramedidas
adecuadas teniendo en cuenta aspectos como € estrés, la aceptacion plblica, efectos de ra-
diacion sobre la salud,...y utilizando para ello utilidad multiatributo con 6 atributos. En una
linea parecida se encuentrael proyecto MOIRA, que se basa en utilidad multiatributo aditiva,
extendiendo el enfoque tradiciona a admitir entradas imprecisas tanto en las asignaciones
de las funciones de utilidad, como en los pesos o factores de escala y también en las conse-
cuencias o resultados, Rios-Insua et al. (1999) y Rios Insuaet al. (2000).

Dentro del area de la Medicina una aplicacion que queremos citar es el sistema IctNeo
parala gestion de laictericia de los recién nacidos, que hemos desarrollado estructurando el
problema mediante un diagrama de influencia de gran complejidad en cuyo nodo de valor
se haintroducido una funcion de utilidad multiatributo parcialmente aditivay multiplicativa
para seis atributos, habiéndose asignado con imprecision las funciones de utilidad individua-
les, que muestran las preferencias de los médicos y también de los padres de los nifios con
ictericia, Gomez et al. (2000).

Finalmente, indigquemos que son muchas las aplicaciones de la utilidad multiatributo que
se han llevado a cabo en otros problemas reales como los de evaluacion de sistemas in-
formaticos, control de la polucion ambiental, gestion de la calidad del agua,... o € dela
cartera, siendo algunas referencias Goicoechea et al. (1982), Rios y Rios-Insua (1983) y
Chieny Sainfort (1998).

Agradecimientos. Este trabgjo ha sido financiado con los proyectos de la Comunidad
Auténoma de Madrid 07T/0027/2000 y del Ministerio de Ciencia y Tecnologia DPI2001-
3731

8.— Referencias

[1] Arrow, K.J. (1951), Social Choice and Individual Values, 2% ed. 1963, Wiley, New York.

[2] Atherton, E.y French, S. (1997), “Issuesin Supporting Intertemporal Choice’, en Essays
Decision Making, M. Karwan, J. Spronk y J. Wallenius (eds.), pp. 135-156, Springer,
Berlin.

[3] Ballestero, E. (1997), “Utility Functions: A Compromise Programming Approach to
Specification and Optimization”, J. of Multi-Criteria Decision Analysis 6, pp. 11-16.

[4] Bdl, D.E. (1979), “Multi-Attribute Utility Functions. Decomposition using Interpola-
tion”, Management Science 25, pp. 744-753.

15



[5] Brauers, W.K. (1998), “A Non-linear Utility Theory with Multiple Objectives’, J. of
Multi-Criteria Decision Analysis 7, pp. 193-203.

[6] Chien, C.-F. y Sainfort, F. (1998), “Evaluating the Desirability of Meals: an Illustrative
Multiattribute Decision Analysis Procedure to Assess Portfolios with Interdependent
Items’, J. of Multi-Criteria Decision Analysis 7, pp. 230-238.

[7] Delquig, Ph. y Luo, M. (1997), “A Simple Trade-off Condition for Additive Multiattri-
bute Utility”, J. of Multi-Criteria Decision Analysis 6, pp. 248-252.

[8] Dyer, JS.y Sarin, R.K. (1979), “ Group Preference Aggregation Rules Based on Strength
of Preference”, Management Science 25, pp. 822-832.

[9] Eliasberg, J. y Winkler, R.L. (1981), “Risk Sharing and Group Decision Making”, Ma-
nagement Science 27, pp. 1221-1235.

[10] Farquhar, PH. (1975), “A Fractional Hypercube Decomposition Theorem for Multi-
Attribute Utility Functions’, Operations Research 23, pp. 941-967.

[11] Farquhar, PH. (1976), “Pyramid and Semicube Decompositionsfor Multi-Attribute Uti-
lity Functions’, Operations Research 24, pp. 256-271.

[12] Farquhar, PH. (1977), “A Survey of Multiattribute Utility Theory and Applications”’,
Tims Sudies in the Management Sciences 6, pp. 59-89.

[13] Farquhar, PH. (1980), “Advances in Multiattribute Utility Theory”, Theory and Deci-
sion 12, pp. 381-394.

[14] Farquhar, PH. (1981), “Multivalent Preference Structures’, Mathematical Social Scien-
ces 1, pp. 397-408.

[15] Farquhar, PH. (1984), “Utility Assessment Methods’, Management Science 30, pp.
1283-1300.

[16] Farquhar, PH. y Fishburn, PC. (1981), “Equivalences and Continuity in Multivalent
Preference Structures’, Operations Research 29, pp. 282-293.

[17] Fishburn, PC. (1970), Utility Theory for Decision Making, Wiley, New York.

[18] Fishburn, PC. (1977), “Multi-Attribute Utilities in Expected Utility Theory”, en Con-
flicting Objectivesin Decisions, D.E. Bell, R.L. Keeney y H. Raiffa (eds.), Wiley, New
York.

[19] Fishburn, PC.y Keeney, R.L. (1974), “ Seven Independence Concepts and Continuous
Multi-Attribute Utility Functions’, Journal of Mathematical Psychology 11, pp. 294-
327.

[20] Fishburn, PC. y Keeney, R.L. (1975), “Generalised Utility Independence and Some
Implications’, Operations Research 23, pp. 928-940.

[21] French, S. (1983), “Decision Analysis and Life-Cycle Costing” in Electronic System
Effectiveness and Life-Cycle Costing, J. K. Skwirzynski (ed.), pp. 633-646, Springer,
Berlin.

16



[22]

[23]

[24]

[25]

[26]

[27]

[28]

[29]

[30]

[31]
[32]

[32]

[33]

[34]
[35]

[36]

[37]

French, S. (1996), “Multiattribute Decision Support in the Event of aNuclear Accident”,
J. of Multi-Criteria Decision Analysis 5, pp. 39-57.

French, S. (1998), Decision Analysis and Decision Support Systems, The University of
Manchester.

Goicoechea, A., Hansen, D.R. y Duckstein, L. (1982), Multiobjective Decision Analysis
with Engineering and Business Applications, Wiley, New York.

Gallego, E., Jiménez, A., Mateos, A., Sazykina, T., Rios-Insua, S. y Windergard, M.
(2001), “Application of Multiattrubute Analysis Methodologies to the Evaluation of
the Effectiveness of Remedial Strategies with the MOIRA System”, Informe Final del
Proyecto Europeo COMETES, ENEA, Roma.

Gomez, M., Rios-Insua, S., Bielza, C. y Fdez del Pozo, J.A. (2000), “Multi-attribute
Utility Analysisin the IctNeo System”, en Research and Practice in Multiple Criteria
Decision Making, Y.Y. Haimes and R. Steuer (eds), Lecture Notes in Economics and
Mathematical Systems 487, Springer, Berlin, pp. 81-92.

Harsanyi, J.C. (1955), “Cardinal Welfare Individualistic Ethics and Interpersonal Com-
parison in Utility”, J. of Political Economy 63, pp. 309-321.

Harvey, Ch. M. (1993), “Multiattribute Risk Linearity”, Management Science 39, 3, pp.
389-394.

Jaffray, J.Y. (1989), “ Some Experimental Findings on Decision Making under Risk and
their Implications’, EJOR 38, pp. 301-306.

Karni, E. y Safra, Z. (1990), “Rank Dependent Probabilities’, Economics Journal 100,
pp. 187-195.

Keeney, R.L. (1980), Sting Energy Facilities, Academic Press, New York.

Keeney, R.L. (1981), “Analysis of Preferences Dependencies Among Objectives’, Ope-
rational Research 29, pp. 1105-1120.

Keeney, R.L. y Raiffa, H.(1976), Decision with Multiple Objectives, Wiley, New York
(2 ed., 1993, Cambridge University Press, Cambridge).

Keeney, R.L. y Kirkwood, C.W. (1975), “ Group Decision Making using Cardinal Social
Welfare Functions’, Management Science 22, pp. 430-437.

Kdly, F.S. (1978), Arrow Imposibility Theorems, Academic Press, New York.

Koopmans, T. C. (1960), “Stationary Ordinal Utility and Impatience”, Econometrica
28, pp. 287-309.

Koopmans, T. C. (1972), “Representation of Preference Orderings over Time”, en Deci-
sion and Organisation, C. B. McGuirey R. Radner (eds.), pp. 79-100, North Holland,
Dordrecht, Holanda.

Koutsoyiannis, A. (1982), Non-Price Decisions: the Firm in a Modern Context, Mac-
millan, Londres.

17



[38]

[39]

[40]

[41]

[42]

[43]

[44]

[45]

[46]

[47]

[48]

[49]

[50]

[51]
[52]
(53]

Krantz, D.H., Luce, R.D., Suppes, P. y Tversky, A. (1971), Foundations of Measure-
ment, Vol. 1, Academic Press, New York.

Mateos, A., Rios-Insua, S. y Gallego, E. (2001), “Postoptimal Analysis in a Multi-
Attribute Decison Model for Restoring Contaminated Aquatic Ecosystems’, Journal
of the Operational Research Society 52, pp. 1-12.

Miyamoto, JM. y Wakker, P. (1996), “Multiattribute Utility Theory without Expected
Utility Foundations’, Operations Research 44, 2, pp. 313-326.

Morris, PA. y Oren, S.S. (1980), “Multiattribute Decision Making by Sequential Re-
source Allocation”, Operations Research 29, pp 233-252.

Quiggin, J. (1982), “A Theory of Anticipated Utility”, Journal of Economic Behavior
and Organization 3, pp. 323-343.

Quiggin, J. (1993), Generalized Expected Utility: The Rank-Dependent Model, Kluwer,
Boston.

Rietveld, P. (1980), Multiple Objective Decision Methods and Regional Planning, Stu-
diesin Regional Science and Urban Economics, Vol. 7, North- Holland, Amsterdam.

Rios, S.y Rios-Insua, S. (1983), “ The Portfolio Selection Problem with Multiattributes
and Multiple Criteria’, en Essays and Surveys on Multiple Criteria Decision Making,
P. Hansen (ed), LNMES 209, Springer, Berlin, pp. 317-325.

Rios, S., Rios-Insua, M.J. y Rios-Insua, S. (1989), Procesos de Decision Multicriterio,
EUDEMA, Madrid.

Rios-Insua, S., Gallego, E., Mateos, A. y Jiménez, A. (1999), “A Decision Support Sys-

tem for Ranking Countermeasures for Radionuclide Contaminated Aquatic Ecosys-
tems: The MOIRA Project”, in Umweltinformatik Zwischen Theorie und Industriean-
wendung, C. Rautenstrauch and M. Schenk (eds), Metropolis-Verlag, Marburg, pp.
283-297.

Rios Insua, D., Gallego, E., Mateos A. y Rios-Insua, S. (2000), “ MOIRA: A Deci-
sion Support System for Decision Making on Aquatic Ecosystems Contaminated by
Radioactive Falout”, Annals of Operations Research 95, pp. 341-364.

Rios-Insua, S., Jiménez, A. y Mateos, A. (2001), “Solving Imprecise Discrete Multiat-
tribute Problems under Risk based on Interactive Simulated Annealing”, en Advances
in Decision Technology and Intelligent Information Systems, K.J. Engemann y G.E.
Lasker (eds.), The Internationa Institute for Advances Studies in Systems Research
and Cybernetics, ISBN 1-894613-08-2, Ontario, Canada, pp. 54-58.

Rios-Insua, S, Bielza, C. y Mateos, A. (2002), Fundamentos de |os Sistemas de Ayuda
alaDecision, RA-MA, Madrid.

Raoberts, F.S. (1972), “What if Utility do not Exist?’, Theory and Decision 3, 126-139.
Roberts, F.S. (1979), Measurement Theory, Addison-Wesley, Reading, Mass.

Stewart, Th.J. (1996), “Robutness of Additive Vaue Function Method in MCDM”,
Journal of Multi-Criteria Decision Analysis 5, pp. 301-3009.

18



[54] Stewart, Th.J. (1999), “Concepts of Interactive Programming”, en Multicriteria Deci-
sion Making Advances, T, Gal et a. (eds.), Kluwer, Boston.

[55] Stigler, G.J. (1966), The Theory of Price, McMillan, London.

[56] Wakker, PP. y Stiggelbout, A. (1995), “Explaining Distortions in Utility Elicitation
Through the Rank-Dependent Model for Risky Choices’, Medical Decision Making
15, pp. 180-186.

[57] Yntema, D.B. y Torgerson, W.S. (1967), “Man-Compouter Cooperation in Decision
requiring Common Sense”, en Decision Making, W. Edwardsy A Tversky (eds.), Pen-
guin.

19



PROGRAMACION POR METAS
(GOAL PROGRAMMING) :
PASADO, PRESENTE Y FUTURO

1
Carlos Romero

Resumen:

El propdsito de este articulo consiste en dar una vision panoramica ¢ introductoria del enfoque
conocido como Programacion por Metas (Goal Programming) valido para analizar problemas de
toma de decisiones con objetivos multiples. El articulo comienza comentando los origenes
histdricos del enfoque, particularizando las contribuciones de las figuras pioneras en este campo.
Seguidamente, se expone un modelo basico de Programacion por Metas que sirve de punto de
referencia para toda la presentacion. El articulo continua con una exposicion sucinta de los
avances mas recientes, asi como discutiendo una serie de temas criticos que el analista debe de
tener en cuenta si quiere que el modelo de Programacion por Metas funcione correctamente.
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1.- Antecedentes historicos

La idea original de la Programacion por Metas (Goal Programming) (de aqui en
adelante PM) aparece en un articulo de Charnes, Cooper y Ferguson publicado en 1955 en
la revista Management Science. El trabajo pretende desarrollar un método que permita
determinar las compensaciones salariales a los ejecutivos de una importante compaiiia
(General Electric). La situacion problema exigid la introduccién de restricciones y
condiciones de signo en algunos de los coeficientes de regresion lo que hizo imposible
recurrir a los métodos tradicionales de regresion. Dada la insuficiencia de las técnicas
estadisticas clasicas para abordar este tipo de problema estos autores formularon un modelo
de regresion con restricciones ( “constrained regression”) en el que se minimiza la suma de
las desviaciones absolutas. Dado que la desviacion absoluta es una forma no lineal que no
puede optimizarse de una manera directa, Charnes et al. linealizaron el modelo
introduciendo, por primera vez en la literatura, variables de desviacion positivas y
negativas. El valor seminal de este trabajo es enorme al menos por dos tipos de razones. En
primer lugar, representa el embrion de la metodologia PM. En segundo lugar, representa el
nacimiento de los métodos de regresion no paramétricos.

Charnes y Cooper utilizan por primera vez y de una manera explicita el término
PM en el Apéndice B de su libro clasico Management Models and Industrial Applications
of Linear Programming, con el titulo “Basic Existence Theorems and Goal Programming”.
Paradojicamente, los dos padres de la PM no analizaron en el trabajo citado un problema de
analisis de la decision con metas multiples, sino un caso de infactibilidad en programacion
lineal. Es decir, utilizaron el concepto de PM para construir un enfoque que permitiera
obtener soluciones compromiso a problemas de programacion lineal carentes de solucion
factible.

En la primera parte de los afios sesenta Ignizio (1963) se enfrentd a un complejo
problema en el campo del disefio en ingenieria consistente en la organizacion del sistema de
antenas del programa Saturno/Apolo. Este problema implicaba metas multiples, funciones
no lineales, asi como variables enteras. Ignizio consiguid obtener soluciones razonables
(satisfacientes) mediante la adaptacion del concepto de PM introducido por Charnes y
Cooper.

Charnes et al. (1963) demostraron la potencialidad de la PM en problemas
contables y financieros, Ijiri desarrolld técnicas matematicas como la matriz inversa
generalizada para computar modelos de PM basados en metas excluyentes (pre-emptive).
Charnes et al (1968) formularon modelos de PM en el campo de la planificacion de medios
publicitarios. Finalmente, para acabar con los pioneros de la PM debe citarse los trabajos de
Jaaskeldinen (1969) en los que propuso modelos de PM para la planificacion logistica, asi
como los primeros algoritmos de resolucion.

En los afios setenta el paradigma de la PM se articula considerablemente debido
principalmente a dos libros especificamente dedicados a este topico. Uno de ellos escrito
por Lee (1972) y el otro por Ignizio (1976). Estos libros y trabajos posteriores introducen
refinamientos y extensiones del enfoque como: PM interactiva, PM difusa, PM intervalar,
analisis del dual, mejoras algoritmicas, etc. Todas estas extensiones y mejoras tedricas
impulsaron una auténtica explosion de trabajos aplicados. Las principales areas de
aplicacion de la PM en los ultimos 25 afios han sido las siguientes:



a) Control de calidad k) Programacion economica

b) Finanzas 1) Recursos académicos
¢) Inversiones m) Recursos agrarios

d) Localizacion n) Recursos ambientales
e) Militares p) Recursos forestales
f) Mercadotecnia q) Recursos humanos
g) Optimizacion de mezclas r) Recursos pesqueros
h) Optimizacion en ingenieria s) Recursos sanitarios
i) Publicidad t) Uso del agua

j)  Produccion

Los siguientes trabajos representan extensas revisiones bibliograficas comentadas
de aplicaciones de la PM a problemas reales de decision en las areas tematicas
anteriormente comentadas: Romero (1986), Romero (1991, capitulo 8), Schniederjans
(1995), Tamiz et al. (1995), entre otros.

2.- Una definicion de la PM desde la légica satisfaciente

Filos6ficamente la PM se apoya en el concepto de soluciones satisfacientes introducido
por Herbert Simon en 1956 que conduce a una teoria de la racionalidad acotada (bounded
rationality) con profundas raices psicologicas y que representa una clara alternativa a las
teorias clasicas basadas en una racionalidad perfecta. El término satisfaciente deriva de un
término en escocés antiguo (“satisficing”), que intenta fusionar los términos satisfactorio y
suficiente.

Simon conjetura que en las complejas organizaciones actuales (grandes empresas,
agencias gubernamentales, sindicatos, etc), el contexto decisional estd definido por
informacion incompleta, recursos limitados, multiplicidad de objetivos, conflicto de
intereses, etc. En este tipo de contexto, el centro decisor no estd en condiciones de
maximizar nada, y menos una bien definida funcidon objetivo como supone el analisis
econdémico tradicional. Por el contrario, Simon conjetura que en este tipo de contexto
decisional complejo, el centro decisor no optimiza, porque no puede, pero si intenta en
cambio obtener soluciones satisfacientes, en el sentido de ser satisfactorias y suficientes.

Este tipo de cambio de logica situacional, de la optimizacion a la busqueda de
soluciones satisfacientes, implica asumir que el centro decisor en vez de maximizar o
minimizar una determinada funcion objetivo intenta que una serie de metas relevantes para
su problema se aproximen lo mas posible a unos niveles de aspiracion fijados de antemano.
Es decir, el centro decisor busca soluciones razonables (satisfacientes) mediante el maximo
cumplimiento posible de unos determinados niveles de aspiracion. Aunque como
expondremos mas adelante el enfoque PM es susceptible de interpretarse en términos
clasicos de utilidad, es sin embargo la interpretacion simoniana satisfaciente la que ha
resultado ser mas fructifera.

Consecuentemente con las ideas expuestas en este apartado podemos dar una
definicion introductoria de la PM dentro del marco de la logica satisfaciente. Asi, podemos
decir que la PM constituye un marco analitico disefiado para analizar problemas complejos
de analisis de la decision, en los que el centro decisor ha asignado niveles de aspiracion a
todos los atributos relevantes para el problema en cuestion. Consecuentemente con este
planteamiento el centro decisor esta interesado en minimizar de una manera u otra la falta



de logro de las correspondientes metas; i.e., de esta manera se intenta obtener una solucién
satisfactoria y suficiente (satisfaciente).

3.- Un modelo basico de programaciéon por metas

Consideremos un problema decisional en el que existen q metas. La estructura de
la meta genérica i-ésima es la siguiente:
(&) fix) tni—pi=t
donde fi(x) representa la expresion matematica del atributo i-ésimo; (es decir, una funcién
del vector x de las variables de decision ), t;, el nivel de aspiracion asociado a dicho
atributo, n; y p; las variables de desviacion negativa y positiva, respectivamente. La variable
de desviacion negativa cuantifica la falta de logro de una meta con respecto a su nivel de
aspiracion, Mientras que la variable de desviacion positiva juega el papel opuesto; es decir,
la medicion del exceso de logro de un meta con respecto a su nivel de aspiracion. Asi,
supongamos una empresa que produce dos productos con beneficios unitarios iguales a tres
y a una unidad monetaria, respectivamente. El centro decisor fija para la meta de beneficios
un nivel de aspiracion de 50 unidades monetarias. Si representamos por x; y X, las
cantidades de los dos productos, la ecuacion de la meta sera la siguiente:
3X1 +x2+n—p=50
Por ejemplo, si el plan de produccion elegido fuera: x; = 10; x, = 15, ello
implicaria:
45 +n —p =150 - n=>5;p=0

es decir, el beneficio ha quedado 5 unidades monetarias por debajo del nivel de aspiracion.

Supongamos ahora que el plan de produccion elegido fuera: x;= 15, x, = 15, ello

implicaria:

60 +n- p =50 - n=0;p=10

es decir, el beneficio ha quedado 10 unidades monetarias por encima del nivel de

aspiracion. Supongamos finalmente que el plan de produccion fuera: x;= 10, x,=20, ello

implicaria:
50+n—p=50 - n=p=0

es decir, el beneficio coincide exactamente con las cincuenta unidades monetarias en que se

habia fijado el nivel de aspiracion.

Una vez definidas las metas y aclarado el significado de las variables de desviacion
pasamos a introducir el concepto basico de variables de desviacion no deseadas. Una
variable de desviacion se dice que es no deseada cuando al centro decisor le conviene que
la variable en cuestion alcance su valor mas pequefo (esto es, cero). Existen tres posibles
situaciones.

a) La meta deriva de un atributo del tipo mas del atributo mejor (i.e., satisfacer f;(x) > t;).
En estos casos, la variable no deseada (a minimizar), sera la variable de desviacion
negativa (cuantificacion de la falta de logro).

b) La meta deriva de un atributo del tipo menos del atributo mejor (i.e., satisfacer fi(x) <
t;). En estos casos, la variable no deseada (a minimizar), sera la variable de desviacion
positiva (cuantificacion del exceso de logro).

¢) La meta deriva de un atributo del que se quiere alcanzar exactamente su nivel de
aspiracion (i.e., satisfacer fi(x) =t;). En estos casos, tanto la variable de desviacion
negativa como la positiva son variables no deseadas y por tanto variables a minimizar.
El proposito general de la PM consiste en minimizar una cierta funcion de las variables
de desviacion no deseadas. Esta funcion recibe el nombre de funcion de logro



4.

(achievement function). Para ilustrar las ideas expuestas hasta ahora recurrimos al
siguiente ejemplo propuesto por Ignizio y Cavalier (1994). Una empresa que produce
dos outputs quiere obtener un plan de produccion que satisfaga en la medida de lo
posible las siguientes metas:

2x; +X, + n; -p; = 50 (limitaciones de materias primas) (1
X1 + 1, - p; = 20 (saturacion de mercado, producto 1) 2)
X, + n3- p3 =30 (saturacién de mercado, producto 2) 3)

3x; + X, +ny-p; =50 (beneficio) 4)
2x1+3x, +ms—ps = 80 (cuota de mercado) %)

Las variables de desviacion no deseadas se han representado en letra negrita. Con
el propoésito de obtener un plan de produccion satisfaciente sera necesario minimizar
una cierta funcion de las variables de desviacion no deseadas que insistimos se
denomina funcion de logro:

Min g(ph P2, P3, N4, n5) (6)

En general los argumentos de la funcion de logro (i.e., las variables de desviacion
no deseadas) deben de normalizarse. La normalizacion es necesaria por las siguientes
dos razones: a) en general las metas estan medidas en unidades distintas por lo que la
posible aplicacion de un operador matematico como la suma careceria de sentido (e.g.,
no podemos sumar unidades monetarias de beneficio con kilos de materia prima) y b)
Los valores absolutos de los niveles de aspiracion pueden ser muy diferentes por lo que
la minimizacion de la funcion de logro (6) puede producir soluciones sesgadas hacia un
mayor cumplimiento de las metas con niveles de aspiracion mas elevados. Finalmente,
también es necesario introducir en la funcion de logro pesos preferenciales que
indiquen la importancia relativa que el centro decisor asigna a la satisfaccion de cada
meta. Estas consideraciones conducen a la siguiente funcion de logro:

Min g( wipi/ki, wapa/ks, waps/ks, wana/ks, wsns/ks) (7
Donde los coeficientes w son los pesos preferenciales y los coeficientes k los pesos
normalizadores. En la seccidon siguiente expondremos las funciones de logro mas
utilizadas en la practica.

Formas de la funcién de logro

Las tres formas de la funcion de logro mas antiguas y todavia mas utilizadas en la

practica son las siguientes:

1.
2.
3.

Programacion por metas ponderadas.

Programacion por metas lexicogaficas.

Programacion por metas MINMAX

La funcién de logro del modelo basado en metas ponderadas incluye las variables de

desviacion no deseadas ponderadas por su importancia. La estructura analitica del modelo
es la siguiente(Ignizio 1976):



Funcion de Logro:
q
Min Z(ai n, + 45 p;)
=1
Metas y Restricciones:
fi(x)n; -p;i =t ie{l,....q}
xeF n>0 p=>0

donde o; = wy/k; si n; es no deseada , en caso contrario o; = 0 'y B; = wi/k; si p; es no deseada,
en caso contrario 3; = 0.

La funcién de logro de un modelo de programacion por metas lexicograficas esta
formada por un vector ordenado cuya dimension coincide con el niimero Q de prioridades
en que se han agrupado las q metas. Cada componente de este vector representa las
variables de desviacion no deseadas de las metas situadas en el correspondiente nivel de
prioridad. Con este enfoque, las metas situadas en prioridades mas altas se satisfacen en la
medida de lo posible, s6lo entonces se considera la posible satisfaccion de metas situadas
en prioridades mas bajas. Es decir, las preferencias se ordenan igual que las palabras en un
léxico o diccionario, de ahi la denominacion de programacion por metas lexicograficas. La
estructura analitica de la funcion de logro de un modelo lexicografico es la siguiente
(Ignizio, 1976):

Funcion de Logro:

Lex min a:[ Z (Gi n; + Bi pi),. . Z ((Xi n; + ﬁi pi):- . Z (Oti n; + Bi pl)]

ieh ich, iehq

Metas y Restricciones:

fix)+n; -p; =t i€{l,...,q} ieh, re{l,....Q}

xeF n>0 p=>0
donde h, representa el conjunto indice de metas situadas en el nivel genérico de prioridad r-
ésimo. La funcién de logro de un modelo lexicogafico implica una estructura no
compensatoria de preferencias. Esto es, no existen intercambios finitos entre metas situadas
en niveles de prioridad diferentes (pesos excluyentes o pre-emptive).

La funcién de logro de un modelo de programacion por metas MINMAX busca la
minimizacion de la maxima desviacion de entre todas las metas consideradas. La estructura
analitica de un modelo de metas MINMAX es la siguiente (Flavell, 1976):

Funcién de Logro:

Min D
Metas y Restricciones

(aini +Bip)-D< 0

fi(x)n; -p;i =t ie{l,....q}

xeF n>0 p>0
donde la variable D mide la maxima desviacion ponderada y normalizada.

Las tres formas de la funcion de logro que hemos presentado en esta Seccion son
las mas utilizadas en la practica, sin embargo existen otras versiones mas actuales que
pueden presentar ciertas ventajas. Estas formas nuevas o extensiones de la funcién de logro
se comentaran de manera muy sucinta en secciones posteriores. Previamente vamos a



utilizar el listado de metas del ejemplo de la seccion anterior para ilustrar las funciones de
logro introducidas hasta ahora.

Asi, la funcién de logro de un modelo de PM ponderadas para las metas (1)-(5)
introducidas en la Seccién 3 seria la siguiente:

Min Doy P2 P50 375 (®)
50 20 30 50 80

La funcién de logro (8) implica la minimizacion de la suma ponderada y normalizada
de las variables de desviacion no deseadas. Entre los posibles métodos de normalizacion se
ha elegido el que consiste en dividir cada variable de desviacion no deseada por su nivel de
aspiracion. De esta manera, trabajamos con desviaciones porcentuales que no tienen
dimension. Los coeficientes 2 y 3 asociados las variables de desviacion ny y ns indican la
importancia relativa mayor que el centro decisor asigna a dichas metas.

Una posible funcion de logro de un modelo PM lexicograficas para las metas anteriores
puede ser el siguiente:

Lexmina =[ (£ 42212y (ng) , (ny)] ©9)
50 20 30
Es decir, el centro decisor desea en primer lugar y de una manera excluyente no superar las
limitaciones de materias primas y de saturacion de mercados para los dos productos. A
continuacion, desea alcanzar una cuota de mercado al menos igual a su nivel de aspiracion
y finalmente desea alcanzar un beneficio no inferior a las 50 unidades monetarias.

Finalmente, una posible funcién de logro de un modelo PM MINMAX para las metas
anteriores puede ser la siguiente:

Min D

Sujeto a :

b _p<o
50

P peg
20

Py
2 D<0 (10)

28 _p<o
50

3% _p<o
80

Con el modelo (10) se minimiza la méxima desviacion ponderada y normalizada, con lo
que se consigue alcanzar el resultado que implica el maximo equilibrio en la realizacion de
las diferentes metas.

5.- Programacion por metas y optimizacion utilitaria

La PM, como cualquier otro enfoque de analisis de las decisiones, se puede basar
en diferentes filosofias. Tal como hemos expuesto en las secciones anteriores, la PM ha
evolucionado en los ultimos 30 afios dentro de una filosofia satisfaciente. Sin embargo, la
interpretacion satisfaciente de la PM no es la tinica posible. Asi, en esta seccion el enfoque
PM se analizara desde el punto de vista de la teoria de la utilidad. Este tipo de
interpretacion proporcionara ideas que pueden resultar Ttiles para: a) Refutar la afirmacion
de que al enfoque PM le falta solidez por carecer de significado utilitario, b) Clarificar la
eleccion correcta de la funcion de logro, c) Justificar ciertas extensiones y generalizaciones



de las funciones de logro expuestas en la seccion anterior y d) Proporcionar ideas para
buscar marcos tedricos que permitan unificar el enfoque PM con otros enfoques
multicriterio. Los puntos b), ¢) y d) se expondran sucintamente en la seccion siguiente.

Permitasenos comenzar con la PM lexicografica, donde la no compatibilidad entre
las ordenaciones lexicograficas y las funciones de utilidad es algo bien conocido en la
literatura (véase por ejemplo Debreu, 1959 pp. 72-73). Para poder valorar pragmaticamente
este hecho es necesario comprender que la razon para dicha incompatibilidad se debe
exclusivamente al caracter no continuo de las preferencias que subyace a las ordenaciones
lexicograficas (Romero, 1991 pp. 43-47).

Por tanto, el tema que merece la pena discutir con rigor no es el de descalificar el
enfoque lexicografico porque implicitamente asuma un sistema de preferencias no
continuas, sino analizar si las caracteristicas del problema analizado justifican o no un
sistema continuo de preferencias. Es decir, el posible problema asociado con el uso de la
variante lexicografica no reside en su incompatibilidad con las funciones de utilidad, sino
en un uso poco cuidadoso de este enfoque. En efecto, en contextos donde las preferencias
del centro decisor son claramente continuas, deberia de utilizarse un modelo compensatorio
basado en pesos preferenciales no excluyentes. Ademas, es importante tener en cuenta que
un nimero excesivo de niveles de prioridad puede conducir a soluciones en las que todas
las metas, excepto aquellas situadas en los dos o tres primeros niveles de prioridad sean
redundantes. En este tipo de situacion, el modelo lexicografico puede producir malos
resultados, no por la falta de significado utilitario de la funcion de logro, sino por un
excesivo niumero de niveles de prioridad (para mas detalles en este sentido véase Amador y
Romero, 1989).

Con el proposito de dar un significado utilitario a los modelos PM basados en
metas ponderadas y en metas MINMAX introducimos el siguiente problema general de
optimizacion:

q
Max - > WP |t —f (x) (11)
i=1
Sujeto a :
xeF
donde w; juega el doble papel preferencial y normalizador, t; representa el nivel de
aspiracion para la meta genérica i-ésima y p es un numero real que pertenece al intervalo
[1,0c) o vale oc. La funcion objetivo definida en (11) tiene el caracter de una funcion de
utilidad aditiva y separable en las q metas consideradas. Para poder conectar este tipo de
estructura utilitaria con la PM recurrimos al siguiente cambio de variables propuesto por
Charnes y Cooper (1977): n; = (1/2)[Jt; <£()] + (t — £ y pi = (U2)[It £0)] - (& — ).
Si sumamos n; a p; y posteriormente restamos p; de n; obtenemos las siguientes dos
ecuaciones:
n; + pi- [t —£i(X)) (12)
n; — p; =t — fi(x) (13)
Teniendo en cuenta las expresiones (12) y (13) la funcién de utilidad dada por (11) se
convierte en el siguiente modelo de PM ponderadas:



q
Min ZW}D (n; +p;)°
i=1
Sujeto a:
fi(x)+n-—pi=t Vi (14)
xeF
Por tanto, el modelo PM basado en metas ponderadas tiene un claro significado
utilitario al implicar la maximizacion de una funcion de utilidad separable y aditiva en los q
atributos considerados. Si sustituimos en (11) p por oo, obtenemos el siguiente problema de
optimizacion:
Min[ Max wilt; —f; (x)| ]
Vi (15)
Sujeto a:
xeF
El modelo (15) corresponde a una funcion de utilidad en la que se minimiza la maxima
desviacion. Introduciendo en el modelo (15) el cambio de variables dado por las ecuaciones
(12) y (13) obtenemos el siguiente modelo PM MINMAX:

Min D

Sujeto a:

wi(n; +p)-D <0

fX)+n-pi=t Vi (16)
xeF

donde D es la maxima desviacion. Por consiguiente, un modelo PM MINMAX tiene
también un claro significado utilitario, al implicar la optimizacion de una funcion de
utilidad en la que se minimiza la maxima desviacion.

6.- Extensiones y temas criticos

6.1.- Soluciones eficientes y programacion por metas
Dentro de un contexto de metas el caracter eficiente de las soluciones es una propiedad
conveniente. Asi, si una solucion de un modelo PM es ineficiente quiere esto decir, que al
menos el logro de una meta puede mejorarse sin empeorar el logro de ninguna otra de las
metas consideradas. Sin embargo, las formulaciones de modelos PM que hemos expuesto
pueden generar soluciones ineficientes. Esta situacion, indudablemente no deseable, es
altamente probable que se produzca cuando los niveles de aspiracion de algunas de las
metas se han fijado de una manera demasiado pesimista. Este hecho condujo en los afios
ochenta a argumentar en contra de la solidez teodrica del enfoque PM. Sin embargo, este tipo
de criticas elevan una dificultad a la categoria de imposibilidad. En efecto, se ha
demostrado posteriormente como a través de pequefios refinamientos del enfoque, se puede
asegurar el caracter eficiente de las soluciones de un modelo PM. Seguidamente, pasamos a
resumir las principales contribuciones en esta direccion.
Asi, Hannan (1980) propuso un test que permite comprobar en primer lugar y de
una manera muy sencilla si una solucion de un modelo PM es eficiente o no. A
continuacion, el procedimiento permite determinar todo el conjunto de soluciones que
gozan de la comentada propiedad de eficiencia. Masud y Hwang (1981) demostraron que
para asegurar la eficiencia de la solucion es suficiente ampliar la funcion de logro con un
nivel adicional de prioridad en el que se maximice la suma de las variables de desviacion



deseadas. Mas recientemente Tamiz y Jones (1996) han propuesto un procedimiento
general capaz de distinguir las metas eficientes de las ineficientes. Asimismo, estos autores
han propuesto diferentes técnicas que permiten restaurar la eficiencia de las metas
previamente clasificadas como ineficientes. Finalmente, Caballero et al. (1996) han
desarrollado procedimientos que permiten obtener soluciones eficientes en modelos PM no
lineales y convexos.

En conclusion, puede decirse que la capacidad inherente de un modelo PM de
generar soluciones ineficientes no es hoy en dia un problema real. En efecto, los enfoques
PM mas recientes evitan este problema potencial con mucha facilidad. Por otra parte, debe
de indicarse que en algunas areas como el disefio en ingenieria, las soluciones eficientes
pueden ser muy inestables. Esta alta inestabilidad de las soluciones eficientes, puede hacer
que resulte razonable en algunos casos despreocuparse del tema de la eficiencia y
concentrarse en cambio en el nuevo tema de la estabilidad (Ignizio, 1999).

6.2- Extensiones de la funcion de logro

Desde un punto de vista preferencial, los modelos PM basados en metas
ponderadas y en metas MINMAX representan dos polos opuestos. Asi, debido al supuesto
de separabilidad entre preferencias que subyace al modelo de metas ponderadas, esta
opcion puede producir resultados muy sesgados en contra de una de las metas consideradas.
Por el contrario, debido a preponderancia de una de las metas (la que obtenga el peor
resultado), el modelo MINMAX puede proporcionar resultados con un logro agregado muy
pobre. En pocas palabras, el modelo basado en metas ponderadas genera la solucion con
una maxima efectividad agregada, mientras que la opcion MINMAX proporciona la
solucion mas equilibrada al minimizar la desviacion de la meta que se encuentra mas
desplazada. El caracter extremo de ambas soluciones puede conducir en algunos casos a
soluciones que el centro decisor considere inaceptables. El problema que estamos
comentando puede intentar resolverse, estableciendo un compromiso entre el logro
agregado (metas ponderadas) y el caracter equilibrado de la solucién (metas MINMAX).
Este tipo de idea conduce a la formulacion de un modelo de PM extendida (Romero, 2001).
La estructura de este tipo de modelo para el ejemplo introducido en secciones anteriores
seria la siguiente:

Min (1-0)D +A( ZLp Loy Py pl 30
50 20 30 50 80

Sujeto a:

metas (1)-(5)

conjunto de restricciones (10)

El parametro A pondera la importancia que asociamos a la minimizaciéon de la suma
ponderada de variables de desviacion no deseadas. Asi, para A = 0, tenemos un modelo PM
MINMAX y para A = 1 tenemos un modelo basado en metas ponderadas. Para otros valores
del parametro A pertenecientes al intervalo (0, 1) tenemos soluciones intermedias entre las
dos opciones consideradas. Por tanto, a través de variaciones en el valor del parametro A, el
modelo PM extendido nos proporciona soluciones comprendidas entre la solucion de
maximo logro agregado y la solucion de maximo equilibrio. En este sentido, la formulacion
PM extendida permite una combinacion de variantes que, en bastantes casos, puede reflejar
con mas precision las preferencias del centro decisor de lo que lo haria una variante u
opcion aislada.



Otras variantes de la funcion de logro derivan de levantar el supuesto, que subyace en
todas las formulaciones PM presentadas hasta ahora, de que cualquier desviacion no
deseada con respecto a su nivel de aspiracion se le aplica una penalizacion marginal
constante. Dicho con otras palabras, cualquier cambio marginal es de la misma importancia
sin tener en cuenta lo distante que se encuentre de su nivel de aspiracion. Este tipo de
formulacion solo permite relaciones lineales entre el valor de la desviacion no deseada y el
valor de la penalizacion. Este caso es el que corresponde a las funciones de logro que
hemos introducido hasta ahora.

Este tipo de funciones han sido denominadas como funciones de penalizacion con un
lado cuando unicamente una variable de desviacion es no deseada o bien funciones de
penalizacion en forma de V cuando las dos variables de desviacion son no deseadas. Es
conveniente indicar que se han propuesto funciones de penalizacion con estructuras
analiticas diferentes. Asi, tenemos funciones de penalizacién con dos lados cuando el
centro decisor se siente satisfecho siempre que el logro de la meta caiga dentro de un
determinado intervalo, o las funciones de penalizacion en forma de U validas en el caso de
que las penalizaciones marginales se incrementen de una manera monotona con respecto a
los niveles de aspiracion. Un tratamiento bastante detallado en este sentido puede verse en
Romero (1991, Capitulo 6).

Diferentes autores han propuesto mejoras técnicas y refinamientos a los modelos PM
con funciones de penalizacion. Entre ellos, debe destacarse el trabajo de Jones y Tamiz
(1995), en el que desarrollan métodos eficientes que permiten modelizar las preferencias
del centro decisor no solo en escenarios con penalizaciones crecientes sino también en
escenarios con penalizaciones decrecientes y en escenarios con preferencias discontinuas.
Vitoriano y Romero (1999) han adaptado este tipo de resultados a modelos PM MINMAX,
asi como a modelos PM extendida.

6.3- Conexiones de la PM con otros métodos multicriterio

Una practica comun dentro del analisis multicriterio es la de presentar sus
diferentes métodos y enfoques de una manera totalmente desconectada, dando la impresion
de que cada enfoque o método es completamente autbnomo. Sin embargo, las cosas son
muy diferentes. En efecto, existen conexiones significativas entre los diferentes enfoques
multicriterio. En esta seccion vamos a exponer de una manera muy sucinta una estructura
analitica propuesta recientemente con el nombre de PM lexicografica extendida que sirve
de marco general para la mayor parte de los métodos multicriterio existentes. La estructura
de dicho modelo es la siguiente (Romero, 2001):

Lex min a = [A; D; + Z:(Otini +B,p;)" s A Dy + ujZ(OLini +B.p:)" s

ieh, ich;
Ao Dq + Ho z(aini +B;p;)" ]
iehg
Sujeto a:
7\,_]' ((X,illi""ﬁipi)-DjSO 1ehJ je{l,..., Q}
fi(x)+ni_pi:ti ie{lr-'a q}
D,n,p=>0 xeF

Las variables y parametros del modelo anterior ya se han introducido anteriormente.
Queda tan solo indicar que A; y ; representan parametros de control y que h; representa el
indice de conjunto de las metas situadas en el nivel de prioridad j-ésimo.



Si consideramos al modelo anterior como principal (primary model), entonces es facil
demostrar que un importante numero de métodos multicriterio son simples modelos
secundarios (secondary models) de la estructura analitica anterior. Asi, la siguiente lista de
métodos multicriterio puede derivarse de una manera directa del modelo principal anterior
sin mas que aplicar diferentes especificaciones a sus parametros: a) Modelos
convencionales de programacion matematica monocriterio, b) Modelos lineales y no
lineales de PM ponderadas, ¢) Modelos PM lexicograficos, d) Modelos PM MINMAX, e)
Método del punto de referencia (Reference point method), e) Programacion compromiso
(Compromise programming) y g) El procedimiento interactivo de Tchebycheff (Interactive
weighted Tchebycheff procedure).

El uso de la PM como un marco unificador de procedimientos multicriterio parece
interesante al menos por las siguientes razones. El modelo de PM lexicografico extendido
hace hincapié en las similitudes existentes entre los diferentes métodos multicriterio lo cual
puede ayudar a reducir las barreras existentes entre los seguidores de los diferentes
enfoques. Ademas, este tipo de enfoque unificador puede convertirse en una util
herramienta de ensefianza que permita introducir el analisis multicriterio, huyendo de las
presentaciones habituales basadas en un sistema de cajetines totalmente independientes.
Finalmente, el modelo unificador que estamos comentando, permite modelizar problemas
de analisis de las decisiones para los cuales una buena representacion de las preferencias
del centro decisor requiere una mezcla o combinacion de funciones de logro. Este tipo de
mezcla, puede tener en cuenta el posible caracter no continuo de las preferencias entre
algunas metas (componente lexicografica), asi como el caracter aditivo (componente de
metas ponderadas) y el caracter equilibrado de la solucion (componente MINMAX). En
pocas palabras, este tipo de modelo general puede incrementar considerablemente la
enorme potencialidad y flexibilidad inherente a la PM.

6.4.-Otros temas

En esta subseccion vamos a revisar de una manera muy sucinta una serie de
topicos relacionados con la PM, que teniendo un claro interés no han podido ser
presentados dentro del nucleo basico del articulo por razones de espacio.

e PM interactiva. El area de los métodos PM interactivos constituye un campo del mayor
interés por un doble motivo. En primer lugar, incrementa la flexibilidad del enfoque y en
segundo lugar involucra mas al centro decisor en el proceso de modelizacion. De esta
manera, puede resultar mas sencillo encontrar vectores de niveles de aspiracion y pesos
preferenciales que produzcan soluciones que el centro decisor considere satisfactorias.
Algunos métodos PM interactivos interesantes son los siguientes: Spronk (1981), Masud
y Hwang (1981) y Caballero et al. (1998). En este sentido, también tiene interés la
propuesta de Rodriguez-Uria et al (2002) de proponer un meta-modelo de PM con una
base interactiva, como manera de resolver las insuficiencias derivadas de recurrir a una
unica funcion de logro.

e PM vy los métodos de la inteligencia artificial. La incorporacion de técnicas de
inteligencia artificial (especialmente algoritmos genéticos y redes neuronales) a modelos
de PM con estructuras analiticas complejas constituye un area de creciente interés. En
Ignizio y Cavalier (1994, Capitulo 12) se puede encontrar un tratamiento pedagogico del
tema. Por otra parte, en Jones et al. (2002) se presenta una extensa revision bibliografica
de las aplicaciones de la inteligencia artificial a la programacion multiobjetivo en general
y a la PM en particular.



e PM y la agregacion de preferencias (eleccion social). Recientes trabajos de Gonzélez-
Pachén y Romero (1999, 2001) han mostrado la enorme potencialidad de la PM para
abordar diferentes problemas de toma de decisiones con varios centros decisores. En
estos problemas de eleccion social, las preferencias de cada centro decisor se agregan con
la ayuda de modelos de PM con metas ponderadas y con metas MINMAX. De esta
manera, se consiguen agregaciones (i.e., decisiones colectivas) que optimizan funciones
de consenso entre los diferentes centros decisores implicados.

e PM estocastica. Cuando los pardmetros del modelo PM (niveles de aspiracion,
coeficientes técnicos, pesos preferenciales, etc) no se conocen con exactitud al modelo
correspondiente se le denomina estocastico. Algunas referencias importantes en el campo
PM estocastico son Liu (1996) donde se presenta un método para resolver modelos PM
con caracter estocastico basados en algoritmos genéticos y Ballestero (2001) donde se
propone otro enfoque PM estocastico que conduce a la minimizacion de una estructura
media-varianza.

7.- Conclusiones

El alto grado de complejidad de las organizaciones modernas hace muy dificil
modelizar, resolver y analizar sus problemas reales de toma de decisiones con la ayuda de
métodos que se apoyen en las teorias tradicionales que suponen una perfecta racionalidad
de los centros decisores. Sin embargo, dentro de este contexto la PM, apoyada por una
teoria de la racionalidad acotada, ha representado en los ultimos afios un efectivo enfoque
para resolver problemas de toma de decisiones en las organizaciones modernas. No es
atrevido conjeturar que el grado de complejidad de las organizaciones no decrecera en un
futuro inmediato, sino que por el contrario aumentard. Consecuentemente, el enfoque PM
mantendrd probablemente su papel prominente para el analisis de problemas reales de
decision.

Finalmente, deseamos que los materiales presentados en este trabajo proporcionen una
vision clara y actualizada de la PM en un contexto de analisis de las decisiones. Hemos
intentado documentar sucintamente los avances mas recientes, asi como mostrar los
beneficios que pueden obtenerse cuando el enfoque PM se utiliza correctamente para
investigar problemas de analisis de decisiones con objetivos multiples.
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Resumen:

En un mundo tan cambiante como el actual es cada vez més frecuente que el ser
humano efectie sus decisiones en un contexto de incertidumbre e imprecision. La
Teoria de Subconjuntos Difusos y la Teoria de la Posibilidad asociada a ella, nacen
como una solucion matematica a la multitud de problemas y soluciones de la vida real a
los que las teorias clasicas no podian dar solucion.

Mediante este trabajo tratamos de abordar la resolucion de problemas de Programacion
Multiobjetivo Lineal con parametros inciertos y/o imprecisos. Para ello desarrollaremos
y justificaremos las teorias y utiles necesarios para la descripcion de los principales
métodos de resolucion de este tipo de problemas propuestos en la literatura.
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1.- Introducciéon

La Programacion Multiobjetivo puede definirse como una parte de la
Investigacion Operativa que trata de proporcionar métodos utiles -eficientes- para la toma
de decisiones sobre problemas que incluyen diversidad de objetivos, a veces
contradictorios, que son evaluados de acuerdo a multiples criterios y donde no es evidente
la mejor u Optima alternativa. Las técnicas para la toma de decision multicriterio se suelen
dividir en dos grandes bloques, segtn las caracteristicas de los problemas que afronten. Si
el nimero de alternativas a considerar por parte del decisor es finito y normalmente no muy
elevado, el programa multiobjetivo sera discreto y los métodos para su resolucion se
engloban en las Técnicas de Decision Multiatributo. Por otra parte, del estudio de los
problemas continuos -dado el caracter matematicamente continuo del conjunto de
soluciones factibles- se encargan las Técnicas de Decision Multiobjetivo.

En el presente trabajo estudiaremos modelos cuya expresion matematica general
es:

Optimizar f(X)Z(fl (x),fz(x)a--wfk(x)) (1)

sujeto  a: xeWN

Para determinar los distintos elementos que definen un modelo de decision es
necesario procesar los datos disponibles transformandolos en informacion relevante para el
problema. En un mundo tan cambiante como el actual es cada vez mas frecuente que el
hombre efectiie sus decisiones en un contexto de incertidumbre e imprecision. Por otra
parte nuestro lenguaje ordinario estd constitutivamente formado por conceptos vagos y
juicios aproximados. Sucede por tanto, que los valores que se asignan a los parametros que
intervienen en el modelo, son estimaciones de los mismos proporcionadas por los expertos
en el tema objeto de estudio.

Hasta hace pocos afios se han utilizado herramientas de la Teoria de la
Probabilidad para modelizar la incertidumbre que surge en los procesos de decision. Sin
embargo, en muchas ocasiones el decisor no puede comportarse de una forma que pueda ser
descrita mediante los axiomas de las probabilidades subjetivas. Es necesario hacer una
distincion entre la incertidumbre que corresponde a hechos frecuencialmente estables, y que
por tanto estan sujetos a leyes del azar con lo que admiten un tratamiento probabilistico y la
incertidumbre inherente a aquellos fendmenos a los que tienen que enfrentarse las ciencias
sociales en los que ademas de los hechos inciertos de la naturaleza surgen los que introduce
el hombre que provienen de su libertad y poder de imaginacion. Aparece entonces la
necesidad de recurrir a nuevas herramientas para modelizar la imprecision propia del
comportamiento humano.

La Teoria de los Subconjuntos Difusos, introducida por Lofti A. Zadeh en 1965
y la Teoria de la Posibilidad asociada a ella, nacen como una solucion matematica a la
multitud de problemas y situaciones de la vida real a los que las teorias clasicas -conjuntista
o probabilistica- no podian dar solucién. Los subconjuntos difusos tienen la capacidad de
modelizar modos de razonamiento no preciso, que juegan un papel esencial en la toma de
decisiones racionales en entornos de incertidumbre e imprecision.



Zadeh (1965) indica que la intencion de esta teoria no es reemplazar a la de la
probabilidad sino que trata de proporcionar un camino natural para el tratamiento de
problemas en los que la imprecision es debida a la falta de un criterio que establezca
nitidamente los elementos que pertenecen a una clase, mas que a la presencia de variables
aleatorias.

Las principales aplicaciones de los subconjuntos difusos se estan desarrollando
en tres direcciones: la clasificacion y analisis de datos, el razonamiento bajo incertidumbre
y los problemas de toma de decisiones. Dependiendo del campo de aplicacion Ia
interpretacion semantica del grado de pertenencia es distinta (Zadeh, 1992):

. Grado de similaridad: z,(x) es el grado de proximidad de x a los

elementos prototipo de 4. Este tipo de interpretacion es particularmente util cuando se trata
de clasificacion y andlisis de datos.

- Grado de preferencia: x,(x) representa una intensidad de preferencia a

favor de un objeto X o la conveniencia de seleccionar X como valor de la variable cuando
A representa el conjunto de objetos mas o menos preferidos de una variable de decision.
Esta interpretacion aparece en la toma de decisiones donde es frecuente que una opcioén no
sea absolutamente mejor que otra.

= Grado de posibilidad: esta interpretacion fue propuesta por Zadeh (1965)
cuando introduce la Teoria de la Posibilidad. Se aplica en el campo de la incertidumbre:

M ,(x ) representa la posibilidad de que el pardametro de cuantia incierta 4 adopte el valor

x. Se trata de modelizar situaciones en las que la informacion disponible es incompleta. Por
ejemplo, si lo Gnico que sabemos de una persona es que no es demasiado joven, ;cual es la
posibilidad de que esta persona tenga 38 afios? Teniendo en cuenta la informacion
incompleta de la que disponemos podriamos construir la distribucion de posibilidad de la
edad de esa persona.

En relacion con los procesos de decisiones, desde que en 1970 Bellman y Zadeh
publicaran su trabajo “Decision Making in a Fuzzy Environment”, la aplicacion de la
Teoria de los Subconjuntos Difusos a los mismos ha sido el objetivo al que han dirigido sus
esfuerzos gran cantidad de investigadores. El interés por un mayor realismo de los modelos
de decision ha obligado a construir nuevos programas surgiendo asi los modelos que se
encuadran en la Programacion Multiobjetivo en Ambiente Difuso.

Este trabajo tiene este marco y se centra en el caso lineal donde los datos del
modelo vienen representados por nimeros difusos definidos por sus distribuciones de
posibilidad, es decir, abordaremos el problema de la Programacion Multiobjetivo Lineal
con parametros difusos mediante la Teoria de la Posibilidad.

En las secciones 2, 3 y 4 desarrollaremos y justificaremos las teorias y utiles
necesarios para los métodos de resolucion que presentamos en este trabajo. En la seccion 2
del trabajo presentamos la Teoria de Subconjuntos Difusos; en la seccion 3 hacemos un
breve recorrido por algunas técnicas de programacion difusa que se aplican para resolver de
programacion lineal multiobjetivo no difusa y en la seccion 4 presentamos algunos modelos



conocidos de la Programacion Multiobjetivo Lineal Difusa, con el fin de compararlos con
los modelos desarrollados por Arenas, Bilbao y Rodriguez Uria que seran presentados en la
seccion 5. Por ultimo en la seccion 6, presentaremos las conclusiones del trabajo.

2.- Teoria de los Subconjuntos Difusos

Como es bien sabido, el término “difuso” (fuzzy) fue propuesto por Lofti A.
Zadeh en su trabajo “From circuit theory to system theory” publicado en 1962, donde
plantea la necesidad de una matematica para tratar cuantias imprecisas. Pero sera en 1965,
afio en el que Zadeh publica su famoso articulo “Fuzzy Sets” en la revista Information and
Control, cuando proporciona una nueva herramienta matematica que permite describir y
tratar cuantitativamente la vaguedad y ambigiiedad que aparecen en los complejos sistemas
del mundo real definidos a partir de juicios humanos. La matematica de los subconjuntos
difusos intenta mejorar la organizacion y desarrollo de nuestro pensamiento en situaciones
con fronteras no nitidas, bien porque sean imprecisas -hoy hizo mucho calor-, bien porque
en ellas juega un papel fundamental la incertidumbre -puede que mafiana haga calor-, bien
por ser situaciones que implican a la vez imprecision e incertidumbre -puede ser que
mafana haga mucho calor-.

Desde entonces, la Teoria de los Subconjuntos Difusos ha sido rapidamente
desarrollada no s6lo por el propio Zadeh sino también por numerosos investigadores de un
amplio campo de areas cientificas, como son la Investigacion Operativa, la Teoria de la
Decision, la Teoria del Control, la Inteligencia Artificial y los Sistemas Expertos, el
Comportamiento Humano, etc. Ademas han aparecido un gran nimero de aplicaciones
reales, con gran éxito, de esta teoria en esta extensa variedad de campos.

En este trabajo nos centraremos en la Teoria de la Toma de Decisiones,
concretamente en la Programacion Lineal con Multiples Objetivos. Se trata pues, de un
intento de matematizar el mundo de la vaguedad inherente al lenguaje ordinario, en base al
cual tomamos decisiones todos los dias en nuestra vida cotidiana.

Los subconjuntos difusos surgen con el fin de superar la rigidez de la Teoria de
Conjuntos Clasica y poder clasificar objetos de un universo conocido que responden a una
determinada propiedad de manera que no sélo la verifican o no la verifican, sino que en
muchos casos la verifican parcialmente, es decir, una propiedad cuyo cumplimiento no es
tajante sino que es cuestion de grado.

Asi, por ejemplo, si consideramos el conjunto de numeros racionales y la
propiedad “ser un nimero natural mayor que 67, esta claro que el conjunto de los nlimeros
naturales queda perfectamente partido en dos subconjuntos:

IN,={neIN/n>6} y IN,={neIN/n<6}

cualquier nimero natural es mayor que 6 o no es mayor que 6 y no hay ninguno del que
quepa duda de si lo es o no. Sin embargo, si consideramos en este mismo en este mismo
conjunto la propiedad “ser bastante mayor que 6”, entonces no es posible una clasificacion
perfecta del intervalo en dos subconjuntos, ni en tres,.., ni en ningun numero de



subconjuntos, ya que siempre quedaran elementos del conjunto por clasificar; asi pues, un
nimero natural es bastante mayor que 6 con un cierto grado. Se presenta entonces el
problema de determinar ese grado y para ello se define la funcién de pertenencia
M IN > [0,1], tal que el numero p(x) representa el grado con el que x es compatible con

la propiedad “ser bastante mayor que 6”.

Como puede observarse en el ejemplo anterior, la principal idea de la Teoria de
Subconjuntos Difusos es bastante intuitiva y natural: en lugar de establecer fronteras
precisas (crisp) como sucede en los conjuntos clasicos, un subconjunto difuso permite
definir fronteras no nitidas mediante la generalizaciéon de la funcioén caracteristica a la
funcion de pertenencia. La dificultad para caracterizar, usando la teoria de conjuntos
ordinarios, los conceptos vagos propios del lenguaje natural usado por el hombre en los que
no existe una clara diferenciacion entre los elementos que pertenecen a un conjunto y los
que no, ha conducido a Zadeh a sugerir reemplazar la funcion caracteristica por una nueva
funcion llamada funcion de pertenencia: p,:U —> [0,1], que asocia a cada elemento del

referencial U su grado de pertenencia al conjunto 4, variando este dentro del intervalo [0,1].
Asi, u,(x)=0 indica que x no pertenece al conjunto 4, ,(x) =1 significa que x cumple
totalmente la propiedad que define al conjunto 4, mientras que 0 < z,(x) <1 denota que x

ni satisface completamente la propiedad que define al conjunto A ni la incumple totalmente,
es decir, se tiene una pertenencia parcial del elemento x al conjunto 4.

En esta seccion presentamos los fundamentos basicos de esta teoria iniciada por
Zadeh y que se usaran a lo largo de este trabajo. Empezaremos por algunas definiciones
sobre subconjuntos difusos y posteriormente presentaremos el principio de extension de
Zadeh que nos proporciona un método general para extender conceptos matematicos no
difusos al campo de los difusos; asi aplicando el principio de extension las operaciones de
subconjuntos difusos, especialmente de los numeros difusos, se desarrollan de forma
sistematica.

Definicion 1. Sea U un determinado universo, entonces un subconjunto difuso

Z de U es un conjunto de pares
{(x,0)/x e U,a e M} )

donde cada elemento de U debe ser miembro de un par y solo de uno, y M es un conjunto
arbitrario totalmente ordenado. En el presente trabajo vamos a considerar M = [0,1].

Un subconjunto difuso puede ser definido igualmente a partir de una aplicacion
denominada funcion de pertenencia:

;U —[0,]] 3)

que asigna a cada elemento x € U un ntimero real p;(x) entre 0y 1 indicando el grado de
pertenencia de x a 4 . Como se puede observar esta definicién coincide con la anterior sin

més que considerar & = £ ().



Obviamente, la forma de determinar los grados de pertenencia de cada elemento
al conjunto es subjetiva, debido a la subjetividad inherente a cualquier concepto vago o
impreciso y reflejan un orden del referencial respecto de dicho concepto. El caracter
subjetivo de la funcion de pertenencia, y en consecuencia su no unicidad, constituye unos
de los mayores problemas que tiene planteados la Teoria de los Subconjuntos Difusos y ha
dado origen a abundantes estudios. Algunos de los problemas que mejor se acomodan a las
descripciones en términos no precisos suelen ser de tipo cualitativo por lo que se tiende a
escribirlos de la manera mas “lineal” posible. En general, una representacion del tipo
trapezoidal o triangular es suficiente.

En ocasiones es necesario utilizar una caracterizacion de los subconjuntos
difusos que nos permite relacionarlos con ciertas familias de subconjuntos ordinarios. Para
realizar esta transferencia de un difuso a una familia de subconjuntos no difusos debemos
introducir dos nuevos conceptos: « —corte y soporte de un subconjunto difuso, que juegan
un papel muy importante en esta teoria. Posteriormente, abordaremos el teorema de
descomposicion, en el que se basa esta nueva caracterizacion.

Definicion 2. Dado «a < [0,1] definiremos el ¢ -corte o conjunto de nivel & de

un subconjunto difuso A, que denotaremos por A, , como el subconjunto no difuso de U

formado por todos aquellos elementos cuyo grado de pertenencia a A es mayor o igual
que O, es decir:

Aaz{ er/,u;l(x)Za},ae(O,l] 4)
El o -corte de nivel 1 se llama nucleo.

Llamaremos conjunto de nivel cero a la clausura del soporte de A :

Ay = eU/ uy(x)>0f %)

Definicion 3. Un subconjunto difuso A de U, diremos que es normal si existe
un x €U tal que p;(x)=1.

Definicion 4. Un subconjunto difuso A de U, diremos que es convexo si su
funcion de pertenencia es cuasi-concava.

Teorema de descomposicion de subconjuntos difusos.

Si tenemos en cuenta que [0,1] es un conjunto totalmente ordenado, podemos

introducir el siguiente teorema que nos permite asegurar que los subconjuntos difusos

quedan determinados a partir de la familia de ¢ -cortes {4, }aé[o’l] .



Teorema 1. (Teorema de descomposicion).

Dado un universo U, todo subconjunto difuso A definido en él, es asociable
biunivocamente a una familia de subconjuntos ordinarios de U, totalmente ordenada, que
es la familia de sus a -cortes, {4, }ae[o ]» con el orden natural en [0,1] ; de modo que el

subconjunto difuso A puede ser representado por :

A= Ja 4, (6)

ael0,1]

donde o A4, representa el conjunto difuso cuya funcién de pertenencia viene definida

como:
Hes, (x):a,uAa (x)zaNAa (x), VxeU (7
siendo N, la funcion caracteristica del o -corte 4, .

Este teorema es muy importante ya que nos permite definir un subconjunto
difuso a partir de una familia de subconjuntos ordinarios y juega un papel central en nuestro
trabajo.

Principio de extension

El principio de extension introducido por Zadeh (1975) nos proporciona un
método general para extender conceptos matematicos no difusos al marco difuso. Las
operaciones numéricas difusas cuando se basan en este principio admiten una expresion
general lo que ha permitido construir algoritmos con los que los céalculos pueden llevarse a
cabo de manera rapida.

Teorema 2. (Principio de extension).
Dada una aplicacion:

UV (8)

para un subconjunto difuso A de U podemos construir un subconjunto difuso B de V a

partir de la aplicacion, f como sigue:

sup 4z () si [T #@

Uy (y) = e ©)

0 si =0



Definicion 5. Si U=U, xU, x..xU, y 4,,...,4, son subconjuntos difusos de

U,,...,U, respectivamente, entonces el producto cartesiano A xA4,x..xA,, de los

n

subconjuntos difusos 4,,..., A

n’

es un subconjunto difuso de U =U,xU, x..xU, cuya

funcion de pertenencia es:
/ule..,xZn (xl EARRE] xn ) = ml’”(ﬂzl (xl )9"-3 /uZ" (xn )) (10)
A partir de esta definicion y del principio de extension sobre una aplicacion

U x.xU, >V (11)

se define un subconjunto difuso B en ¥V inducido por el subconjunto difuso

,211 x ;12 X...X ;ln de U, xU, x...xU, mediante su funcioén de pertenencia:

R |
sup Hipwa, Xpoeesx,)) si f () # D
(XIS (D)
Hg(y)= (12)

0 sii fl (=2

Teorema 3. (Compatibilidad del Principio de Extension con los conjuntos de
nivel ).

Si denotamos por B = f(,...., Zn) a la imagen por fde 4, x...x 4, se tiene que

si paracada y €V existe (xl,...,xn) tal que
ﬂg(y):ﬂ;flx__xg” (X500 X,) (13)
entonces el ¢ -corte de la imagen coincide con la imagen de los & -cortes:

[ x.x 4, )], = /(4 x..x4,,) (14)

Sabemos que si f'es una funcién continua y el conjunto f~'(y) es un compacto,

entonces podemos aplicar el teorema de Weierstrass que nos asegura que el supremo de
(12) se alcanza y por tanto, se cumpliria el teorema anterior.

Definiciéon 6. Un nimero difuso, N, es un subconjunto difuso de la recta real,
IR, caracterizado por una funcion de pertenencia [y :1R—>[O,l] cuasiconcava
(subconjunto difuso convexo), semicontinua superiormente y que alcanza el valor 1
(subconjunto difuso normal) en algun punto de su soporte; esto es, existen
n,n,,ny,n, e]RU{—OO,+OO} con n,<n,<n, <n, tales que:

i) 1y (x)=0 para todo x € (—o0,n,|U[n, +0),



ii) uy(x)es no-decreciente y continua por la derecha en [nl,nz] (o en
(- OO,nz] si n; =—© ), y no-creciente y continua por la izquierda en [n3 ,n4]

(o en (n3,+oo] Si n, =+0),

iii) py(x)=1 paratodo xe[nz,n3].

Es decir:
0 xe(—oo,nl]
fr(x) xe[nl,nQ]
Hy(x)=11 xe[n2,n3]
15
gy (x) xe[n3,n4] (15)
0 xe[n4,+oo)

donde f(x) es una funcién no-decreciente y g (x) es una funcioén no-creciente. Cuando

n, =n, =n, =n, se trata de un numero real ordinario (crisp).

Dada la definicion anterior los « -cortes de un niimero difuso son intervalos
cerrados de la recta real y los denotaremos:

N, ={xelR/ ug(x)2a}=|nt n*] (16)

donde n: 'y nZ representan el punto extremo inferior y superior, respectivamente, del

a -corte N,,.
Obsérvese que los valores que toman las funciones inversas que delimitan por la

izquierda y por la derecha al numero difuso N son los extremos inferior y superior de cada
a -corte, es decir:

fi'@=nlygy(@)=n} (17)

Definicion 7. Un niimero difuso N se dice que es del tipo L-R si su funcion de
pertenencia verifica:

L n—x] x<n, A>0

Uy (x)= (18)
R[x—nj x=>n, B>0




donde n es el niicleo o “valor medio” de N, A y [ son las amplitudes o expansiones

izquierda y derecha, respectivamente. L es la “funcion de forma izquierda” que satisface
las siguientes propiedades:

() LE=L(-»)
2)  LO)=I,
(3)  L(x) es no creciente en [0,00).
v R es la “funcion de forma derecha” y verifica las mismas propiedades.

Simboélicamente un numero difuso del tipo L-R se escribe con tres parametros:
N=(n2,B), (19)

y si el nicleo no es un unico punto, el nimero difuso L-R tiene una region plana y puede
ser representado por:

N =(n,n',/1,/3) (20)

LR

siendo su funcién de pertenencia:

L(n—xj x<n, A>0
A
u(x)=41 n<x<n

R(x%n'] x>n, >0

21)

Dentro de los nimeros difusos L-R destacan aquellos cuyas funciones de forma
coinciden, L( x) = R( x), en este caso se habla de nimeros difusos semisimétricos, dentro

de éstos destacan los numeros difusos triangulares y trapezoidales que vamos a definir a
continuacion.

Definicion 8. Los numeros difusos semisimétricos cuya funcion de forma es
lineal y verifica:

L(x)=R(x)=1-x, xel0,]

Lx)=R(x)=0, x=1 (22)

se llaman numeros difusos triangulares si el niicleo es un unico punto y trapezoidales en
caso contrario.

La funcién de pertenencia de un nimero difuso triangular es:



y (x) = (23)
x>n, >0

si utilizamos la notacion empleada en (15) tendremos:

0 x<n
Sv(x) = - n S X<,
n, —n
x)=<1 X=n
#N() 2 (24)
gy(x)= s X n, <x<mn,
ny —n,
0 X2 n,

donde n=n,,A=n,—n ypf=n,—n,, con lo que utilizaremos indistintamente las

notaciones siguientes para los nimeros difusos triangulares:
N=(n2,8)6N=(n,,n,,n,) (25)
siendo sus conjuntos de nivel ¢ :
N, =[nt.nl | =[n+(n,—m) a.ny=(n,—n,) ], Vae[0,1] (26)

De forma similar, aplicando (21) y (15), se obtendria la funcién de pertenencia
para los nimeros difusos trapezoidales.

Decision Difusa de Bellman y Zadeh

El término “decision” puede tener diferentes matizaciones seglin en qué contexto
se esté empleando (derecho, economia, ingenieria, etc.) pero en todos los casos existen
elementos comunes sobre los que se puede razonar para construir un modelo matematico
valido en cualquier situacion. Cualquier individuo enfrentado con la toma de decisiones
debe escoger una alternativa dentro de un conjunto de acciones posibles. Para ello es
necesario manejar y evaluar informacion acerca de factores muy diversos, algunos de ellos
solo parcialmente conocidos, que influyen en los cursos de accion y en sus resultados.

En 1970 Bellman y Zadeh publicaron su trabajo sobre decision en ambiente
difuso que puede considerarse como el punto de partida de este tipo de modelos y que ha
servido de base para un niimero importante de investigaciones posteriores, tanto tedricas
como practicas. Estos autores consideran una situacion de decision en la que el sistema de
preferencias no estd claramente establecido -objetivo difuso- y el conjunto de acciones



realizables no tiene fronteras claramente determinadas -restricciones difusas-. De acuerdo
con este planteamiento, tanto los objetivos como las restricciones se representan mediante
subconjuntos difusos definidos sobre el conjunto referencial & de posibles alternativas,
que contiene la solucion del problema de decision que se esta estudiando.

Un objetivo difuso G vendra caracterizado por su funcién de pertenencia:

te X —[0.1] (27)

y una restriccion difusa C por:
e N —>[0,1] (28)

En estas condiciones, establecen que el objetivo difuso y las restricciones difusas
deben satisfacerse simultaneamente, por lo que definen el conjunto de decisiones
realizables difusas como el subconjunto difuso de X interseccion del objetivo y la
restriccion, con funcidn de pertenencia:

py = min(ug. 1) (29)

A partir de aqui la solucién del problema se obtiene como:

(30)

mdx Mp(X) = max mz’n(,u(.;,yé)

xeN xeN

El modelo permite manejar multiples objetivos, G,,G,,...,G,, y restricciones

C,.C,....,C, ,y lacorrespondiente solucion sera:

max 5 (xX) = madx ml'n(,uél ()swoes g (X (X)seee e, (x)) (31)

xeN

Una de las caracteristicas mas importantes de este planteamiento es la simetria
entre objetivos y restricciones, es decir, actua ajustandose al principio de que la decision se
obtiene como confluencia de objetivos y restricciones. En otras palabras, en la definicion de
la decision difusa no hay diferencia entre objetivo difuso y restriccion difusa.

No obstante, dependiendo del contexto, si los objetivos y las restricciones no
tienen la misma importancia proponen el uso de otro tipo de operadores: asi sugieren

definir la decision difusa como una combinaciéon lineal convexa de objetivos y
restricciones:

k m
Hp(x) = Zaiﬂci (x) +Zﬁ,#q (x) (32)

Otra posibilidad es definir la decision difusa a través del operador producto:



Hp(x) = (H Hg, (x)j[H/léi (X)J (33)

Este enfoque de decision ha sido ampliamente empleado para resolver problemas
de decision en el campo de la Programacion Matematica Difusa. No obstante, no se adapta
adecuadamente a aquellos problemas que incluyen ntimeros difusos para definir los
parametros que intervienen en los mismos.

3.- Programacion Multiobjetivo Lineal Difusa

La Teoria de los Subconjuntos Difusos proporciona herramientas adecuadas para
representar un problema de Programacién Multiobjetivo Lineal con datos imprecisos. Para
definir los pardmetros imprecisos usaremos numeros difusos descritos por sus
distribuciones de posibilidad (7)s donde el grado de posibilidad indica un nivel subjetivo u

objetivo de ocurrencia de un suceso.

Los estudios més recientes' sobre Programacién Matematica Difusa se deben a
Zimmermann, Slowinski, Wierzchon, Leung, Inuiguchi, Ichihashi y Tanaka, Luhandjula,
Lai y Hwang, Sakawa y Fedrizzi, Kacprzyk y Verdegay, entre otros, ya que la lista de
investigadores sobre Programaciéon Matematica Difusa seria interminable.

Existen distintas clasificaciones de los Programas Matematicos Difusos. En este
trabajo consideraremos problemas de programacion multiobjetivo lineal con coeficientes
imprecisos representados por numeros difusos determinados por sus distribuciones de
posibilidad:

max cx, r=1..,k (34)

sujeto a Ax<b, x>0

donde ¢, :(E},l,...,Em) es el vector de coeficientes de la r-ésima funcion objetivo,

A=[Zzij}mxn es la matriz tecnologica, 5:(51’”.75”1)’ es el vector de los recursos

disponibles, todos ellos imprecisos y representados por sus correspondientes distribuciones
de posibilidad y x = ( Xpyern X, )’ es el vector de las variables de decision.

Diversos autores han desarrollado diferentes enfoques para resolver el problema
(34). A continuacion pasamos a describir los mas relevantes.

Método de Tanaka y Asai

Consideramos el siguiente problema de Programacion Multiobjetivo Lineal con
k objetivos:

" Ver Lai, Y. J.; Hwang, C. L. (1994): Fuzzy Muiltiple Objective Decision Making. Methods
and Applications. Springer-Verlag, New York.



max c,x, r=1..,k

sujetoa:Ax<bh, x>0

con la introduccion de niveles de aspiracion para los objetivos y el tratamiento de éstos y
las restricciones de forma simétrica, Tanaka y Asai (1980,1984) plantean el siguiente
problema:

Encontrar un x e /R" tal que:

y.==b +c,x +..+c,x,20, r=1L...k

rn*n
. 35
yi==b+a,x+.+a,x,20, i=1...m (335)

x>0

Los autores parten de este modelo y suponen que todos los coeficientes que
intervienen en el mismo son imprecisos y estan representados por distribuciones de
posibilidad triangulares simétricas.

Para resolver la version difusa de (35) Tanaka y Asai (1980, 1984) introducen el
concepto de casi positividad y usando el operador max-min de Bellman y Zadeh (1970)
obtienen soluciones no difusas a partir del siguiente problema no lineal:

max h

sujeto a

n

Z(c,j—hrp,j)xj—(h,‘pr+br)20, r=1,..k (36)

j=1
—i(P,-ai,- +a,-,-)xj +(b,. —h,-pl.)Z 0,i=1,..m
Jj=1

h=min(h,...h,.,)e[0,1]

x>0

Los pardmetros /1, y A miden el grado de casi positividad de y. e V.,

respectivamente. A mayor valor de # mas fuerte es el significado de “casi positivo”. Asi, la
solucion sera no difusa y se obtiene a partir del mayor grado de casi positividad (mayor
valor de /) para el que existe compatibilidad en (36).

Método de Lee y Li
Lee y Li (1993) consideran el siguiente programa:

max 7(x) = (?lx,...,é‘lx)
min W(x) = (5,+1x,...,5kx)

. 37)
sujetoa :

xeNz{erR”/Zx*F,xZO}



cexkor

donde todos los coeficientes que intervienen son nimeros difusos y la relacion
representa <, > 0 =.

Aplicando el operador de agregacion propuesto por Bellman y Zadeh (1970) se
tiene que el nivel de posibilidad para el que todos los coeficientes difusos son factibles sera:

o= mln{ﬂ%, oy s 0 } [01] (38)

que nos indica que la factibilidad del sistema es igual a la posibilidad de la componente
menos posible del mismo. La igualdad (38) indica que cuanto mayor sea el grado de
posibilidad mas fuertes son las limitaciones de los coeficientes.

Por otra parte, teniendo en cuenta la definicion de & — corte de un nimero
difuso, para un valor de ¢, Lee y Li reemplazan los coeficientes que aparecen en los

objetivos a maximizar por los extremos superiores de sus « —cortes y en los objetivos a
minimizar por sus correspondientes extremos inferiores, es decir:

c s =1..1
Z ¥

ckx., s=1+1,..,k
siatj

(39)

koo «

y para las restricciones, si consideramos que representa “<” para los indices
i=1..m;, “2” para i=m,+1,...m, y “= para i=m, +1,...,m, podemos

reemplazarlas por las siguientes restricciones:

Za x, <bF

ja’j ia?

i=1..,m,m,+1,...m
(40)

L .
Zal]axj 2b,, i=m+..,m,m,,..,m

De esta forma para un « € [O,l], el problema (37) puede ser transformado en el
siguiente problema:



n
R _ R .
max zy, =y ¢ X, r=L.,1
Jj=1

n
min wfa :Zijaxj, s=1+1,..k
j=1
sujetoa :
n (41)
ZaijL.axj <bE, i=le,m,m,+1,..,m
Jj=1

n

R L .
dag,x, <bi, i=m+l.,m.,m,,..m
Jj=1

xJZO, j=1..,n

Como podemos observar Lee y Li en cada conjunto de nivel & de los
coeficientes tecnologicos (37) toman los valores que dan lugar al conjunto factible mas
grande y para los coeficientes de las funciones objetivo los mayores en los objetivos de
maximo y los menores en los de minimo. En resumen, definen el problema mejor dentro de
todos los posibles problemas que pueden formarse cuando los parametros varian en los
o — cortes.

Para un valor dado del pardmetro & el problema se convierte en un problema no
difuso de programacion lineal multiobjetivo que se puede resolver aplicandole la técnica de
resolucion por metas difusas propuesto por Zimmermann (1978), con lo que se introduce un
nuevo parametro f € [0,1] que representa el grado de compromiso de los diferentes

objetivos. Se obtienen el siguientes problema no difuso equivalente a (41):

max f

sujetoa :

p< y;_ , r=1..1
By, s=l+1..k
pelo]

xeN,

(42)

donde N, representa el conjunto de las restricciones de (41) y las funciones de pertenencia

para los objetivos, ,u;" y,ug , se han construido a partir de sus puntos ideales y

antiideales.

De esta forma, para resolver (37) se han introducido dos nuevos parametros que
son desconocidos: el parametro & que representa el nivel de posibilidad de los coeficientes
difusos del programa y el pardmetro B que resulta de aplicar el enfoque de Zimmerman
para resolver problemas multiobjetivo. Para su resolucion Stanley y Li proponen dos
formas distintas, una paramétrica y otra de programacion no lineal. Ambas se desarrollan en
dos fases con el fin de asegurar la eficiencia del vector de decision obtenido.



En la propuesta paramétrica se van dando valores al parametro & y se resuelve
el problema (42) para obtener S y x. Si la solucién es unica entonces se sabe que es

eficiente; en caso contrario, se resuelve un nuevo problema con los valores obtenidos de
ay g como datos y aplicando el operador de agregacion media aritmética que es

compensatorio y asegura la eficiencia de la solucion obtenida.

El segundo enfoque da lugar a un programa no lineal y consiste en optimizar
o y B simultineamente para lo cual se introduce el parametro A como funcién objetivo a

maximizar y se afiaden nuevas restricciones al problema:

A<a, A< B, Aa,pe[0,1] (43)

Método de Luhandjula

Luhandjula (1987) propone el concepto de factibilidad ¢ -posible y eficiencia
[ -posible para resolver el problema (34). Variando los valores de ¢ y /3, determinan
soluciones con distintos grados de eficiencia y de factibilidad:

Un vector, X, es o -factible si verifica: 72'[,( A,-XSb;)Zaa vi. Usando el

principio de extension tenemos:

7 (4x<b)= sup min{zrﬁil (a, ),...,ﬁnm (a,), Ty (b, )} (44)

"
2 <bi
=

que es el grado de posibilidad con el que x satisface la restriccion difusa i-ésima.
Por otro lado, se dice que el vector x’ € N es g -eficiente para el problema:

max ¢x, r=1l,...k

sujeto a: (45)
xeN:{xelR”/;lel;, x20}
si no existe ningin X €N y , ¢ {1,....k} tal que para al menos un 7 :
ﬁ(c]x 2 clxo,...,c,,x > c,xo,...,ckx = ckxo) = sup min {7[56 (CS )} (46)

(¢ )eC ¢

donde



0 0 0
C- (cl,...,ck)/clxﬁclx s G XSC, X 0. X>C X, (47)
c

0 0
X<e,, X ,0XS0x

r+l

y 7T, (c_s,), Vs es la posibilidad de C,, es decir, la posibilidad conjunta de los niimeros

difusos que lo componen.

Si se fija el par (a, ﬂ) , Luhandjula establece que se obtiene una solucioén (o, B)-

satisfaciente de (34) resolviendo el problema:

max (Elﬂx,...,Ekﬂx)

sujeto a: (48)

xeXN,

donde ¢,z representa el conjunto de nivel S de 5, y N, es el conjunto de todas las

acciones « - factibles para (34). Obviamente (48) es una familia de problemas de
programacion lineal multiobjetivo cuyas soluciones eficientes seran soluciones (e, B)-

satisfacientes de (34).

Luhandjula propone resolver (48) a partir del siguiente problema auxiliar:

max ¢°x (49)
sujeto a: xeN

a
0 . - .
donde g~ es una solucion del siguiente sistema:

Vic'-g=0, Vi/C'eM,
V'ieR', V>0

(50)

siendo s 5 el conjunto de todas las matrices de orden kxn, de la forma pf = (C,- ) donde
Ip

R

C { L } , es decir cada matriz estd formada por elementos que son el extremo inferior o
1€\ Cri g

el superior del [ -corte.

Para terminar esta seccion queremos hacer notar que existen otros autores que
han desarrollado métodos de resolucion de (34), ademas de los citados en esta seccion.
Algunos de ellos no consideran explicitamente el concepto de optimalidad de Pareto y otros



trabajan con problemas mono-objetivo’ o bien con problemas multiobjetivo donde
tinicamente son difusos los coeficientes que definen las funciones objetivo’.

En la siguiente seccion presentaremos de manera abreviada el método
desarrollado por Arenas, Bilbao, y Rodriguez Uria (1999a,1999b) que nos permitira
resolver el problema (34).

Las autoras presentan una solucion difusa optima de Pareto en el espacio de los
objetivos de (34) que componente a componente es un niimero difuso, al mismo tiempo que
obtienen una decision difusa que en general no se puede asegurar que esté formada por
numeros difusos. Apoyandose en los resultados obtenidos desarrollan también dos formas
alternativas de obtener soluciones satisfactorias en el espacio de decision que nos
aproximen el vector objetivo a la solucion Pareto 6ptima obtenida inicialmente.

4. Método de Arenas, Bilbao y Rodriguez Uria*

En esta seccion expondremos un método propuesto por Arenas, Bilbao y
Rodriguez Uria para resolver el problema (34).

Los trabajos de Buckley (1988,1989,1992,1995) y de Julien (1994),
desarrollados para problemas de programacion lineal con coeficientes imprecisos, han
servido de base para los trabajos de Arenas, Bilbao y Rodriguez Uria (1995): “Resolucion
de un Programa Lineal Difuso mediante la Teoria de la Posibilidad” y Arenas, Bilbao y
Rodriguez Uria (1996): “Programacion Lineal Posibilistica con Restricciones Flexibles” en
los que las autoras presentan un enfoque de resolucion para problemas lineales mono-
objetivo con parametros difusos y con parametros y restricciones difusas, respectivamente.

El método proporciona una solucion difusa en el espacio de los objetivos
definida por su distribucion de posibilidad. Mas concretamente, demuestran que bajo
ciertas condiciones, la solucion es un nimero difuso.

Este trabajo puede considerarse como el punto de partida del enfoque que
presentamos en esta seccion.

Las autoras definen una aplicacion de punto a conjunto f'que hace corresponder a
cada terna (A,b, C ) el conjunto de soluciones Optimas de Pareto del problema no difuso:

Max. z=(cx,0,x,....¢;x) } MOLP(A,b,C)

sa. xeN(4,b)={xelR"/Ax<bx>0}

? Ver Lai, Y. J.; Hwang, C. L. (1993): “IFLP-II: A decision support system”, Fuzzy Sets
and Systems 54, 47-56.

> Hwang, C. L.; Lai, Y. L.; Liu, Y. (1993): “A new approach for multiple objective decision
making”, Computers Operations Resolution, Vol. 20, n 8, 889-899.

* El método que presentamos a continuacién se puede consultar con detalle en Arenas, M.;
Bilbao, A. Rodriguez Uria, M. V. (1999a, 1999b).



que denotan por [ z*( A, b,C)], supuesto que dicho conjunto sea no vacio y acotado. Si
f ( AOR ,b(f , C(f) es no vacio y f( A(f,b(f,c(f) es acotado la funcion festa definida para todas
las ternas del conjunto de nivel ¢ =0, ( A,b, C)O, por lo que suponen que se satisfacen estas

hipotesis.

Haciendo variar los pardmetros en el o -corte conjunto (4,5,C) se obtiene el
conjunto Q(a) formado por todos los subconjuntos de soluciones Pareto 6ptimas asociadas

a todas las posibles ternas de dicho ¢ -corte:
Q(a)=1((4.6.C),)

La demostracién de que la aplicacion f'es semicontinua superior’ permite aplicar
la propiedad de compatibilidad del principio de extension con los « -cortes (Teorema 3) y
calcular el & -corte de la imagen a partir de la imagen del ¢ -corte, es decir:

(£(45.C)), = £ ((4:.0),)=0(a)

de esta forma conociendo el conjunto Q(a) sera facil determinar el ¢ -corte del
subconjunto difuso Z " cuya distribucion de posibilidad viene definida por:

H(Z = z*) = sup {H (4,6,C)/z" es una Solucion Pareto Optima del MOLP(A,b,C)}

Ab,C
a partir del cual las autoras definen una solucion Pareto 6ptima del problema (34).
Para describir el conjunto Q(a) definen en el mismo una relacion de orden total

R
. ;. L , . * .
que les perm1te encontrar un elemento minimo, |:Z*i| , Y maximo, [Z i‘ , €n dicho
a a

conjunto:

1
N
R *
L1
=~
Il

(= (a%0".C")]= r(40t.CL)
(2] =[= (46",C")]= 1 (4L.65.CE)
y por abuso de notacion se escribe: Q(a) _ [[z:; ]L ,[z; :|R:|

Si bien no se puede hablar de igualdad entre Qa) Y el o -corte del subconjunto

-~ =~ %
difuso Z *, Z «, se demuestra que cualquier elemento del primero es un subconjunto de
segundo y que cualquier elemento de este ¢ -corte pertenece a un elemento de Q(a)- Esta

> Ver Arenas (1997).



doble inclusion nos conduce a una igualdad entre un conjunto definido a partir de Q(a)

al que denotaremos por @)( a) y 7
O(a)={"e[z'(4,5,C)].V(4,b,C) e(4,b,C), | =,

Aplicando el lema de Zorn encuentran una funcién que denotaremos por @ que
* . .
asocia a cada elemento de Q(a)> [z* ( A, b,C)} un elemento , z , del mismo, es decir, una

solucién Pareto 6ptima de MOLP(A,b,C), de forma que la composiciéon de ¢o f es una

. 7| * L *
funcion continua y tal que si denotamos por ¢([Za} )ZZaL entonces

3z f= ¢(|:Z;R:|) tal que z <z <z Vi e ¢(Q(a)) lo que nos indica que

¢’(Q(a)) es un conexo en IR* que denotaremos:

cuya proyeccion r-é¢sima en /R es un intervalo.

Teniendo en cuenta todos estos resultados las autoras definen, partiendo de
¢’([Z;JL): 2t una solucion Pareto 6ptima del problema MOLP( AR

R ,bOL,COL) como una

cadena creciente:
*L *[ *R *R *R
zy <..<z, <..<z <..<z, <z,

de soluciones Pareto 6ptimas no difusas del problema (34). Considerando estas soluciones
como los extremos de los & -cortes de una solucion difusa de (34), las autoras construyen,
aplicando el teorema de descomposicion de subconjuntos difusos (Teorema 1), la
distribucion de posibilidad de una solucion difusa del problema (34) que verifica que sus
componentes son niimeros difusos.

Algoritmo para la resolucion del problema

En este apartado vamos a describir detalladamente el algoritmo propuesto por
Arenas, Bilbao y Rodriguez Uria para la resolucion de un programa multiobjetivo lineal
con parametros difusos que se apoya en los resultados obtenidos en la seccion anterior.

El método necesita para empezar a trabajar la introduccion de un nimero real

. N , |
he (0,1), suficientemente pequefio, que sera el paso para los « -cortes. Se utilizaran 7

conjuntos de nivel & para describir la distribucion de posibilidad de la solucion difusa que
vamos a obtener. Por supuesto cuanto mas pequefio sea / la representacion de la solucion

~*

Z serd mas precisa.



PASO 1.- Hacer a =0.

PASO 2.- Obtener x; un 6ptimo de Pareto del problema MOLP (A(f ,by ,Cy ):

s L _(.L L L
maximizar z, = (cmx, cozx,...,Cka)

sujetoa:xeN(A(f,boL)= {erR”/A(fobOL,xZO}
Caleular z; = CJx, .
PASO 3.-Hacer x=x"y a=a+h.

PASO 4.- Obtener y solucion del problema mono-objetivo lineal:

k
maximizar )_ S,

r=1

sujetoa :

L _ L _
Cuy=PB,=cx  r=Ll.k
yen(4l.s!)

B.20  r=L..,k

Calcular z2 =Cy.
PASO 5.- Hacer x" =y .
PASO 6.-Si « =1 ir al PASO 7, sino ir al PASO 3.

PASO 7.- Hacer x = xi y obtener le , solucion del problema:

k
maximizar y_ S,

r=1

sujetoa :

cRy—pB. =ctx r=1..k
yen(at,!)

B.20  r=1..k

Calcular z[ = C['x].

PASO 8.- Hacer x=x*ya=a—h.



PASO 9.- Resolver:

k
maximizar Z B,

r=1
sujetoa :
cky-pB. =ckx r=L..,k
ven{al,nf)
B, 20 r=1..k

Calcular zX =Cky.
PASO 10.- Llamar x* =y .

PASO 11.- Si a =0 entonces FIN y obtener la solucion Pareto optima en el
espacio de objetivos:

L_ L L_ L R __R R __R R __R
Coxy S..SC x,; <..=C/x) £..2C x, <..2Cyx,
sino ir al PASO 8.

PASO 12.- Una vez obtenida la solucion se la ofrecemos al decisor, si ésta le es
satisfactoria el proceso de resolucion del problema (34) habra terminado, FIN. En otro caso,
volveriamos al PASO 1 y buscariamos otra solucion difusa y asi sucesivamente hasta
encontrar la satisfactoria.

Como se puede observar en el PASO 2 del algoritmo descrito tenemos que
obtener una solucién Pareto Optima del MOLP (A(f,boL,COL) que es un problema

multiobjetivo lineal “crisp” (no difuso). Para ello podemos aplicar cualquiera de los
métodos de resolucion de programas multiobjetivo lineales. A partir de la solucion obtenida

se obtienen los extremos de los ¢ -cortes de la solucion difusa 2, por lo que dependiendo
de la solucion de la que partimos el resultado obtenido sera distinto. Es decir, para cada

solucién Pareto 6ptima del MOLP (4,5, , COL) tenemos una solucion difusa del problema
(34) asociada.

El método que proponen estas autoras, también se extiende a problemas lineales
multiobjetivo donde no sélo son difusos los coeficientes sino que también son difusas las

restricciones, es decir, a problemas de la forma:

Max.

N

= (Elx,sz,,,.,ékx)

. - (FP,FR)-MOLP
s.a. xeN(A,b ={xe]R"/Ax<zb,x20}

donde <~ expresa el hecho de que el decisor esta dispuesto a permitir ciertas violaciones
en el cumplimiento de las restricciones, viniendo medidas éstas por un vector difuso de



tolerancia maxima dado por el decisor, obteniendo la distribucion de posibilidad de la
solucioén difusa en funcion del grado de cumplimiento de las restricciones.

El modelo propuesto permite al decisor obtener mayor informacion que en los
métodos desarrollados por otros autores, ya que para la construccion de cualquiera de las
soluciones difusas del problema (34) las autoras se apoyan en toda la informacion contenida
en las distribuciones de posibilidad de los coeficientes difusos.

Los modelos que hemos analizado en este trabajo, dan lugar, en general, a
soluciones no difusas dependientes de uno o dos parametros, que determinan su grado de
factibilidad y/o optimalidad. Frente a estas soluciones el modelo de resolucion propuesto
por las autoras proporciona soluciones difusas descritas por sus distribuciones de
posibilidad, con lo que se proporciona al decisor mayor informacion.

A continuacion mostramos el enunciado y la solucion de un problema utilizado
como prueba de los algoritmos desarrollados por Arenas, Bilbao y Rodriguez Uria (1999a,
1999b).6

Ejemplo numérico Consideremos el siguiente programa multiobjetivo lineal con
pardmetros difusos MOLP( 4,5 ,C ):

Max Z=Cx= (Elx,sz)

sujeto a:

dy Xy + X, < 51

Ay X, +d,x, <b, b=xe N(;I,Z;)

x, 20, x,>20

donde é:[gm] r=12, n=1,2, s la matriz que contiene los coeficientes de las

2x2

funciones objetivo, 4 = [ﬁij ]m i,j=1,2 es la matriz tecnologica y 5:(51 ,;2) es el vector de

términos independientes, todos ellos imprecisos. Asumiremos que todos ellos estan
representados por distribuciones de posibilidad trapezoidales que mostramos en la tabla 1.

Tabla 1: Parametros difusos

Cii [ Ci2|Ca | Coa| @ |@n|a|an|b|b
m| 1 |2]5]2]0]1 1 032
nm|2|3[6]3 11212 1 [{5] 4
ns| 31471423 31266
ng| 4161815 3 5 6 3 (8] 7

% Diversos ejemplos desarrollados por estas autoras se pueden encontrar en los trabajos
citados en las referencias.



Para la resolucion del problema aplicaremos el algoritmo que implementa el
método de resolucion aportado por las autoras, utilizdindose en este ejemplo el método

. ’ ’ .y . .. * .y r .
difuso méx-min aumentado para obtener la solucion inicial z, (solucién optima de Pareto

del problema peor para el conjunto de nivel cero) del MOLP (A(f by, CE ):

max z; =¢’x=x +2x,
0 0
max zy =&, x=5x +2
Xz, =0 x=5x +2x,
x, <3
~ ~\L
X +x,<2 ExeN(A,b)o

x 20, x,20

Partiendo de esta solucidon inicial construimos una cadena creciente de
optimos de Pareto comparando con un test de optimalidad’ uno con su anterior en dicha
cadena (Ver tabla 2):

Tabla 2: Soluciones obtenidas

a X, X, zZ, z,
0 0.1004 0.4659 1.0323 1.4337
0.2 0.0894 0.6847 1.6136 1.9713
0.4 0.1403 0.8179 2.1594 2.7206
0.6 0.2039 0.9765 2.8651 3.6808
0.8 0.2865 1.1676 3.7849 4.9308
1 0.4000 1.4000 5.0000 6.6000
1 2.0000 2.0000 14.0000 22.0000
0.8 2.3231 2.5231 18.5354 27.3231
0.6 2.8000 3.2000 24.8800 34.8000
0.4 3.5333 4.1333 34.2133 45.8667
0.2 4.7429 5.5429 49.0629 63.6000
0 7.0000 8.0000 76.0000 96.0000

Con ello determinamos una solucion difusa del Programa Multiobjetivo Lineal
con Parametros Difusos que componente a componente es un numero difuso como
podemos observar en la Figura 1.

" Ver Arenas (1997).
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En los problemas de decision, la estimacion de los parametros que definen el
modelo es una tarea dificil. Normalmente vienen definidos por el decisor de forma
imprecisa y/o incierta mediante declaraciones lingiiisticas. En esta situacion, los esquemas
tradicionales recurren a una simplificacion de la realidad. El interés por un mayor realismo
de los modelos de decision nos lleva a considerar conveniente conservar cuantitativamente
la imprecision y/o incertidumbre y representarla mediante parametros descritos por
numeros difusos definidos por sus distribuciones de posibilidad.

Hemos presentado un repaso de los principales métodos de resolucion de este
tipo de problemas comparandolos finalmente con el método desarrollado por Arenas,
Bilbao y Rodriguez Uria que se enmarca dentro de la Programacion Multiobjetivo en
ambiente difuso mediante la Teoria de la Posibilidad

La difusidad y/o imprecision de los parametros dard lugar a un problema cuya
solucién sera también difusa: la principal aportacion de las autoras es la construccion de un
método de resolucion de un programa multiobjetivo lineal con coeficientes difusos, que da
lugar a soluciones difusas optimas, en el sentido de Pareto, definidas por sus distribuciones
de posibilidad.

El método propuesto proporciona:
e  Una solucion difusa que es independiente de la forma que tengan
las funciones de pertenencia o distribuciones de posibilidad de los numeros

difusos que intervienen en el modelo.

e  Un vector difuso en el espacio de objetivos tal que cada una de
sus componentes es un numero difuso.



e  Mayor informacion al decisor ya que para obtener cualquiera de
las soluciones difusas nos apoyamos en toda la distribucion de los datos difusos
que definen el modelo y no s6lo en un & -corte.

En Arenas (1997) se demuestra la semicontinuidad superior, en cada punto de
su dominio, de la funcién f de punto a conjunto que hace corresponder a cada vector
formado por todos los coeficientes que intervienen en un problema multiobjetivo lineal
el conjunto formado por todos sus 6ptimos de Pareto.

Ademas se define una relacion de orden total en el conjunto cuyos elementos
son subconjuntos que se obtienen para cada ¢ e [0,1] y estan formados por todas las

soluciones Pareto optimas de un problema multiobjetivo lineal no difuso cuyos
parametros pertenecen al conjunto de nivel ¢ . Con esta relacion de orden y partiendo de
una solucion optima de Pareto del problema peor para el conjunto de nivel cero -que
puede ser elegida por el decisor- construimos una cadena creciente de dptimos de Pareto
comparando con un test de optimalidad uno con su anterior en dicha cadena.

El método de resolucion construido por Arenas, Bilbao y Rodriguez Uria
generaliza el método de resolucion proporcionado por Buckley para problemas lineales
mono-objetivo. Ademas, hemos demostrado que las soluciones satisfacientes obtenidas
por otros métodos dependen de parametros que determinan su grado de factibilidad y/o
de optimalidad y se obtienen como valores particulares de una de las soluciones difusas
que las autoras obtienen con su método. Asi, Tanaka y Asai trabajan con el problema

“peor” para el conjunto de nivel (/-4) siendo h e [0,1] el mayor valor para el que existe
solucion factible de su modelo, Lee y Li y Sakawa y Yano resuelven para cada 4 ¢ [0,1]

el problema que las autoras denominan “mejor”. Finalmente, las autoras demuestran que
las soluciones (a, p ) -satisfacientes de Luhandjula que se corresponden con las

soluciones (1- a)—Pareto optimas muy fuertes de Dubois y Prade son soluciones Pareto

optimas del problema que Arenas, Bilbao y Rodriguez Uria denominan “mejor”
correspondientes al conjunto de nivel ¢ .
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PROGRAMACION MULTIOBJETIVO
INTERACTIVA®

R. Caballero', M. Luque, J. Molina, y F. Ruiz

Resumen:

Los métodos interactivos en Programacion Multiobjetivo constituyen metodologias que
ayudan al decisor a obtener soluciones ajustadas a sus preferencias dentro de las
soluciones posibles. Este esfuerzo por reflejar las preferencias del decisor hace que la
aplicabilidad y utilidad practica sean esenciales en estos métodos. En otras
metodologias dentro de la Programacion Multiobjetivo, las preferencias del decisor solo
pueden manifestarse al principio y/o al final del proceso de resoluciéon pero nunca
dentro del propio proceso. Este es el aspecto fundamental de los métodos interactivos:
la informacién se va proporcionando a lo largo del proceso de resolucion, de forma que
se incorporan las preferencias del decisor, para asi conducirlo hacia soluciones que
cumplan sus expectativas. Estas ideas seran desarrolladas en el primer epigrafe,
mientras que en el segundo llevaremos a cabo dos tipos de clasificaciones que
permitiran agrupar los métodos, y al mismo tiempo, mejorar la comprension de los
mismos. Sobre cada grupo, sefalaremos los métodos interactivos mas importantes, para
terminar desarrollando algunos de los métodos interactivos mas relevantes.
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1.- Introducciéon

Una de las criticas tedricas que se hacen mas frecuentemente a muchos métodos
con informacién a priori (como, por ejemplo, la Programacion por Metas) es la dificultad
que tiene el decisor para establecer los parametros que se han de usar en la resolucion del
problema (en el caso de GP, los niveles de aspiracion, niveles de prioridad...). Sin embargo,
cualquier usuario que se haya enfrentado a problemas reales sabe que el proceso de
determinacion de dichos parametros no se realiza de una vez y para siempre al principio del
proceso, sino que se resuelven problemas sucesivos, de forma que el decisor actualiza los
parametros en funcion de la informacion obtenida. Pues bien, éste es el esquema basico de
una técnica interactiva. Asi pues, a diferencia con otras técnicas de resolucion de
Programacion Multiobjetivo en las que el decisor s6lo muestra sus preferencias al principio
y/o al final del proceso de resolucion, en los métodos interactivos se realiza durante el
proceso. En este sentido, la Programacion Multiobjetivo Interactiva, puede ser considerada
como un refinamiento dentro de los restantes enfoques existentes a la hora de abordar un
problema de toma de decisiones con criterios multiples. A través de una interaccion
continua e iterativa con el decisor, para que éste explicite preferencias sobre soluciones que
le son mostradas, se consigue que el decisor se acerque a una solucion acorde con dichas
preferencias.

Por lo tanto, un aspecto fundamental en la toma de decisiones interactiva consiste
en formular cuestiones al decisor, tras la presentacion de soluciones, para que éste, o bien
acepte alguna de las dadas, o bien aporte informacion adicional que se incorpora en el
proceso de modelizacion y resolucion. El proceso fundamental en cualquier método
interactivo es conocido con el nombre de “articulacion progresiva de las preferencias”.

Dos propiedades deseables que deben poseer los métodos interactivos son la
sencillez de las preguntas formuladas y la no reiteracion en la formulacion de las mismas.
Mientras que la primera ird muy ligada al método en cuestién y el conocimiento del
problema abordado por parte del decisor, el segundo ademas se asocia a la convergencia
del método.

Hablar de la convergencia de un método interactivo es analizarlo desde el punto de
vista de los métodos iterados del analisis numérico. Para ello, cabe preguntarse qué es lo
que el método espera del decisor. Una primera suposicion es la existencia, para el decisor,
de una "mejor solucién" o soluciéon mas preferida de entre las alternativas factibles. Esta
suposicion, a pesar de ser basica, ya es fuerte desde del punto de vista practico. Pero los
métodos interactivos, a fin de progresar hacia la solucion, necesitan algo mas. Como
minimo, es necesario que el decisor sepa si una determinada solucién le parece aceptable, o
si desea mejorarla. Otros métodos requieren algo mas: que el decisor pueda elegir la mejor
solucion entre varias, que pueda comparar dos o mas soluciones, que pueda proporcionar
informaciéon sobre hacia donde quiere mejorar... El extremo de estas suposiciones es
admitir que, de una forma implicita, el decisor puede valorar cada solucion, es decir, que
existe una funcion de utilidad implicita del decisor (funcién que se supone explicita en las
demostraciones tedricas de convergencia de algunos métodos). Esto es dificil de
presuponer, ya que el proceso de interaccion entre el decisor y el analista origina en ambos
un proceso de aprendizaje, que permite ir conociendo mejor el problema a medida que se
avanza. Ademas, la informacién que se requiere del decisor suele ser informacion local
(por ejemplo, tradeoffs en una alternativa eficiente) y por Gltimo es razonable suponer
algunas inconsistencias por parte del decisor, lo cual aumenta el nimero de iteraciones
necesarias. Otra caracteristica técnica importante es el analisis del tiempo de calculo por



iteracion, sobre la base del niimero de problemas resueltos en cada iteracion y por la
naturaleza de éstos.

Existen en la literatura diversas clasificaciones de los métodos interactivos, entre
las que cabe sefialar la realizada por Hwang y Masud (1979) que distinguen entre los
métodos que requieren los tradeoffs de forma explicita y los que los requieren de manera
implicita. Posteriormente, Spronk (1981) realizd otra clasificacion, muy similar a la que
nosotros hemos realizado, con respecto a la informacion solicitada al decisor.

Steuer (1986) y Shin y Ravindran (1991) llevan a cabo una clasificacion basada en
el andlisis interno de resolucion; y una mas reciente es la llevada a cabo en Miettinen
(1999) donde distingue entre los métodos basados en la programacion por metas, basados
en métricas de pesos, basados en punto de referencia y en ideas miscelaneas. Resaltemos
también la clasificacion realizada por Gardiner y Vanderpooten (1997).

En base a todo esto, vamos a analizar y clasificar los métodos interactivos en base
a dos puntos de vista distintos:

1) Informacion solicitada al decisor.
2) Analisis interno en la resolucion.

La clasificacion de los métodos interactivos con respecto a esos dos criterios posee
caracteristicas y utilidades distintas, pues en el primero de ellos, de acuerdo a la
informacion solicitada al decisor, los métodos se estructuran en consonancia a las preguntas
realizadas, mientras que el segundo afecta especialmente desde el punto de vista del
modelizador. Creemos que esta clasificacion merece especial atencion y puede ser muy util
en la aplicacion real de los métodos interactivos en la Programaciéon Multiobjetivo, sobre
todo si tenemos en cuenta que existe un gran nimero de métodos en la literatura.

Antes de pasar a la clasificacion de los métodos interactivos, vamos a realizar un
breve recorrido histérico por los comienzos de estas técnicas. Como sucedié en todas las
demas técnicas, los primeros métodos publicados de Programacion Multiobjetivo
Interactiva trataban problemas multiobjetivo lineales, aunque bien es cierto que muchos de
ellos han sido adaptados a problemas no lineales.

El método STEM, propuesto por Benayoun et al. (1971), puede considerarse como
el pionero de los métodos interactivos. Este procedimiento, aunque no posee convergencia
desde el punto de vista matematico, y a pesar de su antigiiedad, ha sido y sigue siendo uno
de los métodos mas utilizados, debido sobre todo a la gran aceptacion por parte de los
decisores dada la facilidad de la interaccion. El procedimiento fue propuesto para
problemas multiobjetivo lineales, aunque su adaptacion a problemas no lineales es
practicamente inmediata, y no necesita hacer ninglin supuesto adicional.

Otro de los procedimientos pioneros propuesto en 1972, es el llamado
procedimiento G-D-F, propuesto por Geoffrion, Dyer y Feinberg. Este es el primer método
interactivo con convergencia garantizada. Es aplicable a problemas multiobjetivo no
lineales, en los cuales se tenga diferenciabilidad de las funciones objetivo. El
procedimiento es una extension del algoritmo de optimizacion no lineal de Frank-Wolfe
(1956), donde la interaccion con el decisor sustituye el calculo de los pesos de cada uno de
los criterios.

También habria que sefalar, ya por ultimo, el procedimiento conocido como
Zionts-Wallenius, publicado en 1976 por Stanley Zionts y Jyrky Wallenius. Dicho método,
basado en el método del simplex, se caracteriza por la dificultad en la fase de calculo y por
la sencillez en la fase de decision. Como es de esperar, dicho procedimiento fue propuesto
para problemas multiobjetivo lineales, y su adaptacion a problemas no lineales, la cual fue
realizada por Roy y Wallenius (1992), no es nada trivial en su aplicacion. Al igual que en



el caso anterior, es un procedimiento de convergencia probada. La gran ventaja de este
procedimiento es la escasa y sencilla informacion solicitada al decisor, ya que este se limita
a expresar sus preferencias entre la solucién actual y un subconjunto pequefio de
alternativas. Sin embargo y a pesar de todo esto, la complejidad en la fase de calculo ha
propiciado que no sea uno de los métodos interactivos mas utilizados en la practica.

A partir de éstos, ha surgido un amplio abanico de técnicas, muchas de las cuales
aparecen en las referencias bibliograficas al final del articulo, y que nos disponemos a
clasificar y analizar a continuacion.

2.- Clasificacion de los Métodos Interactivos en Programacién Multiobjetivo

En esta seccion, se desarrollan las dos clasificaciones antes comentadas sobre los
métodos interactivos, exponiendo al final de este epigrafe un cuadro resumen de algunos de
los métodos interactivos existentes, enmarcados en su grupo correspondiente.

2.1.- Clasificacion con respecto a la informacion solicitada al decisor

La interaccion con el decisor tiene por objeto que éste manifieste sus preferencias
sobre distintas soluciones que le son mostradas en cada iteracion, con el fin de incorporar
dichas preferencias en el proceso de decision y buscar una direccion dentro del conjunto de
soluciones factibles hacia una region mas adecuada a dichas preferencias. Segun la
informacién proporcionada por el decisor en cada iteracion, podemos distinguir entre
métodos en los que el decisor debe:

1. Proporcionar en cada iteracion los tradeoffs o tasas de intercambio entre objetivos
de forma local, es decir, a partir de la solucion actual. Estos son conocidos como
meétodos interactivos de tradeoff.

2. Elegir, en cada iteracion, entre un conjunto de soluciones, generalmente eficientes.
Los denominaremos métodos interactivos de generacion de soluciones.

3. Expresar en cada iteracion niveles de referencia para todos los objetivos o un
subconjunto de ellos, que llamaremos métodos interactivos de programacion por
metas o niveles de referencia.

Métodos interactivos de tradeoffs o tasas de intercambio

Como primera premisa en estos métodos interactivos, se asume la existencia de
una funcion de utilidad de una forma implicita, lo cual no siempre es necesario en la
aplicacion de un método interactivo.

De forma general, la metodologia seguida es la siguiente: se muestra al decisor en
cada iteracion los valores conseguidos en cada uno de los objetivos en dicha iteracion.
Entonces, el analista debe obtener del decisor las tasas de intercambio o tradeoffs entre
objetivos. Esta informacion es incorporada al modelo que permite generar una nueva
solucion, proporcionandonos unos nuevos valores en las funciones objetivo. Acorde con la
aceptacion o no de la solucion obtenida por parte del decisor, se proseguirda o no con el
proceso de resolucion. Con caracter general, las tasas de intercambio se relacionan con las
parciales de la funcion de utilidad implicita con respecto a cada funcion objetivo, que son,
a su vez, equivalentes a los pesos locales de dichas funciones.

En concreto, la metodologia descrita de una forma secuencial para un método de
este tipo, seguiria los siguientes pasos:

1) Elegir una solucion inicial factible.



2) El decisor proporciona los tradeoffs entre objetivos para la solucion actual.

3) El analista incorpora en el modelo estos valores de los tradeoffs, obteniendo una
nueva solucion.

4) Se le muestran al decisor los valores conseguidos en los objetivos. Si el decisor no
estd satisfecho con esos valores obtenidos volvemos a 2). En caso contrario,
termina el procedimiento con dicha solucidon como solucion final.

Métodos interactivos de generacion de soluciones
La caracteristica fundamental de estos métodos subyace en el hecho de que en
cada iteracion, la unica interaccion que se lleva a cabo es la presentacion de un conjunto de
soluciones con sus correspondientes valores en las funciones objetivo, para que é/ elija una
solucion de entre todas ellas. Elegida esa solucion, si no esta plenamente satisfecho con
ella, el procedimiento comienza una nueva iteracion.
En la mayoria de estos procedimientos en los cuales el decisor tiene que elegir la
‘mejor’ solucion entre un conjunto finito y no muy grande de alternativas, las soluciones
que se generan son todas eficientes. La gran ventaja de estos tipos de procedimientos radica
en la sencilla y escasa informacion que se solicita del decisor, lo cual aparentemente
produce una mayor aceptacion por parte de los decisores. La dificultad a la hora de
manifestar el decisor sus preferencias es probablemente mucho menor que en otro tipo de
procedimientos. No obstante, hay veces que el método puede necesitar un numero
considerable de iteraciones. Veamos los pasos generales que se siguen, para un método de
generacion de soluciones:
1) Elegir una solucién inicial factible (a veces no es necesario).
2) El método genera un conjunto de soluciones (mas o menos numeroso,
dependiendo del método) a partir de la solucion actual.
3) Para cada una de estas soluciones, se le muestra al decisor los valores conseguidos
en los objetivos, o lo que es igual, la mejora o empeoramiento de cada objetivo.
4) De entre todas ellas, el decisor selecciona la mas preferida.
5) Si el decisor no estd satisfecho con los valores conseguidos para esa solucion,
volvemos a 2). En caso contrario termina el procedimiento con dicha solucién
como solucion final.

Métodos interactivos de programacion por metas o niveles de referencia
La interaccion con el decisor en este tipo de métodos se caracteriza porque a partir
de los valores conseguidos en las funciones objetivo para la alternativa actual, e/ decisor
debe proporcionar para cada objetivo un valor de acuerdo a sus preferencias y en base a
lo ya conseguido. Los valores que debe proporcionar el decisor son los nuevos niveles de
referencia.
Veamos los pasos generales que se siguen vistos de forma secuencial, para un
método interactivo de programacion por metas o niveles de referencia:
1) Elegir una solucion inicial factible.
2) El decisor, a partir de los valores obtenidos conseguidos en los objetivos en la
solucion actual, proporciona los nuevos niveles de referencia.
3) Se obtiene la solucion que mejor refleje los valores proporcionados por el
decisor en el paso anterior.
4) Si el decisor no esta satisfecho con los valores conseguidos para esa solucion,
volvemos a 2). En caso contrario termina el procedimiento con dicha solucién
como solucion final.



2.2.- Clasificacion con respecto al andalisis interno en la resolucion

En todos los tipos de métodos que se han descrito en la clasificacion anterior hay
un paso que se repite: usando la informacién que proporciona el decisor, se calcula una
nueva iteracion. La cuestion ahora es precisamente esa: ;como se calcula?. Ello da lugar a
una clasificacion de los algoritmos con respecto al analisis interno de resolucion, que, de
todas formas, es menos importante desde el punto de vista del decisor, puesto que el
aspecto fundamental a tener en cuenta por éste debe ser la informacién que se le va a
solicitar. A pesar de esto, no hay que olvidarse de que la manera de operar internamente
influye directamente en la solucion o soluciones generadas en cada iteracion.

De esta manera, la clasificacion que llevamos a cabo en este apartado, una vez que
el decisor proporciona la informacion, se basa en el analisis de como es procesada ésta,
para obtener la nueva iteracion. Cabria sefialar el hecho de que esta clasificacion no es
disjunta, en el sentido de que existen métodos que pertenecen a mas de un grupo.

La clasificacion realizada con respecto al analisis interno de resolucion es:
Métodos de reduccion de la region factible.
M¢étodos de busqueda en linea.
Meétodos de reduccion del espacio de pesos.
M¢étodos basados en multiplicadores.
Métodos de punto de referencia o funcion escalarizada de logro.
Al igual que en la anterior clasificacion, realizaremos breves apuntes sobre cada
uno de los grupos.

nhk L=

Métodos de reduccion de la region factible

Como su propio nombre indica, son métodos que reducen el espacio de soluciones
posibles, en la mayoria de los casos debido a restricciones definidas por nuevos niveles de
aspiracion. Cada iteracion de este enfoque, generalmente consta de tres partes: fase de
calculo, fase de decision y fase de reduccion de la region factible. Las dos primeras fases se
llevan a cabo en cualquier método interactivo, mientras que la ultima, propia de este tipo,
se lleva a cabo mediante la incorporacion de las restricciones anteriormente comentadas.

Métodos de busqueda en linea
Estos tipos de métodos son una extension directa de los métodos de direccion
factible, desarrollados para resolver problemas de programacioén no lineal con un sélo
objetivo. Se comienza con una solucion inicial factible y se llevan a cabo los dos siguientes
pasos:
1) Se halla una direccion de mejora en la utilidad del decisor.
2) Se determina la ‘mejor’ longitud de paso desde la actual solucion en la direccion
hallada en el paso anterior, llamada linea de busqueda.

Métodos de reduccion del espacio de pesos

El peso o importancia de cada uno de los objetivos es de enorme trascendencia en
cualquier método de programacion multiobjetivo, en particular, en cualquier método
interactivo, bien sea porque represente la importancia de un objetivo en una funcion de
utilidad lineal, o bien sea porque influye en una distancia a un valor ideal. Estos métodos
van reduciendo al espacio de pesos hasta que, o bien el decisor esta satisfecho con la
solucion obtenida, o bien se ha reducido a un punto, que genera una inica solucion.



Evidentemente, las preferencias del decisor manifestadas en cada iteracion se
incorporan para reducir dicho espacio de pesos. Este grupo de métodos estd muy
relacionado con los métodos de generacion de soluciones eficientes. Normalmente, a partir
de un subconjunto del espacio de pesos, se genera una muestra representativa, de la cual se
obtienen sus correspondientes soluciones de los problemas que generan los pesos de la
muestra.

Métodos basados en multiplicadores

Estos métodos basan la biisqueda de la solucion mas preferida por el decisor en los
multiplicadores que nos proporcionan las funciones objetivo que han sido consideradas
como restricciones de desigualdad y con determinados valores de términos independientes,
junto con la informacion que proporciona el decisor, que suele ser los valores locales de los
tradeoffs o tasas de intercambio entre objetivos. Estos valores, proporcionan una direccion
de busqueda en los valores a lograr de las funciones objetivo. De la misma forma que en
los métodos comentados en segundo lugar, en éste habra que determinar una longitud de
paso optima para dar en esa direccion.

Métodos basados en la funcion escalarizada de logro

Este método de analisis interno estd intimamente ligado con los métodos en los
que el decisor debe proporcionar para cada objetivo un nivel de referencia sobre la base de
lo ya conseguido (véase el Gltimo punto de la anterior clasificacion). Esta informacion se
puede agregar mediante un tipo de funciones se denominan genéricamente funciones
escalarizadas de logro. El posterior tratamiento de estas funciones (generalmente, su
optimizacion en un determinado conjunto) produce la siguiente iteracion.

A continuacion presentamos el cuadro resumen de la clasificacion de los métodos
cuyas referencias aparecen al final del trabajo.

Métod Generacion Programacion por
. eto f)s Tradeoffs de metas o
interactivos X . .
soluciones niveles de referencia
Reduccion
5], [10], [41], [45], [46
de la [35], [42], [53], [98] [61], [80] (5], [10], [41], [45], [46],
- , (78], [79], [87]
region factible

Busqueda en
linea

(11, [14], [15], [22], [26],

[60], [68], [96], [97]

Reduccion
del
espacio de pesos

Basados en los

Multiplicadores [11], [71]
de Lagrange
(31, [7], [29], [30], [31],
Punto de [36], [38], [40], [43],
referencia [47], [49], [51], [58], [76]

[ 51
[86], [90], [93]




3.- Descripcion detallada de algunos métodos interactivos

Para reflejar con profundidad el uso de las técnicas interactivas en Programacion
Multiobjetivo, mostraremos en detalle algunos de los métodos mas conocidos. Para ello, se
ha escogido un método a la vez clésico y representativo de cada tipo, segun la clasificacion
realizada previamente, atendiendo a la informacion solicitada al decisor. En concreto se ha
tomado el G-D-F dentro de los métodos de tradeoffs, el Zionts-Wallenius dentro de los
generadores de soluciones y los métodos Stem y VIA dentro de los de metas (el primero) o
punto de referencia (el segundo).

Para el describir los métodos, consideremos el problema multiobjetivo:

Minimizar £(x) =( £;(X), £3(X),.cco0s 3 (X))

. €]
sujeto a: xeX
Con caracter general, supondremos que el conjunto de oportunidades es no vacio,
compacto y convexo, y que las funciones objetivo son diferenciables y convexas, con el fin
de asegurar la posibilidad de resolver los problemas intermedios que aparecen.
Independientemente de estas suposiciones, cada método conlleva las suyas propias que,
habitualmente, estan encaminadas a demostrar la convergencia del algoritmo.
Utilizando cada método, y con el fin de ilustrar su comportamiento, realizaremos
una iteracion sobre el siguiente problema:
min (4x—y, —-2x-5y, —6x+y)

s.a.: (x,y) eX ED
con X:{(x,y)eR2/x+3ySZ3,x+2ySl7,4x+y£33,O£x38,03y£7},
y donde los ideales y antiideales de las funciones objetivo son:
fix=-1, fir=32 ( Punto solucién ideal: X, = (0,7) )
% =- 40, =0 ( Punto solucién ideal: X, = (5,6) )
fi*=-48, fu=1 ( Punto solucion ideal: X: =(8,0))

3.1.- Método G-D-F

Este método pertenece al grupo de los métodos basados en tradeoffs segin la
informacion solicitada al decisor, y a los métodos de bisqueda en linea segun el analisis
interno en la resolucion. En concreto, la busqueda en linea que lleva a cabo, estd basada en
el algoritmo de resolucion de Frank-Wolfe. En cada iteracion, se le solicitan al decisor los
pesos locales de los objetivos, ademas de requerirle elegir entre distintos vectores criterio.
Un aspecto importante de este método, es el suponer la existencia de una funcion de
utilidad del decisor de una forma implicita, la cual tiene que ser concava, diferenciable y
decreciente en los objetivos para un problema de minimizar. Cualquier método interactivo
que supone la existencia de una funciéon de utilidad del decisor, trata de determinar el
maximo de dicha funcion. Desde el punto de vista del calculo interno, en cada iteracion, el
algoritmo busca una direccion ascendente en la utilidad del decisor, utilizando un método
tipo gradiente.

Para el célculo del gradiente de la funcion de utilidad es necesario conocer los
pesos o los tradeoffs locales entre objetivos en dicha solucion. La justificacion esta basada
en el razonamiento siguiente:
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funciones a minimizar, si dividimos la expresion anterior por el numero negativo
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consecuentemente, un vector cuya direccion es la misma que la del gradiente, y el sentido
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Considerando que el peso del criterio de referencia es 1, se obtiene la equivalencia
entre los tradeoffs y los pesos locales, por lo que ambas informaciones pueden ser validas

en estos métodos:
/ J; PN ol
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Una de las ventajas del metodo es el hecho de que se puede volver a iteraciones
anteriores ante “errores” cometidos en las preferencias. Esto quiere decir que se pueden
volver a explorar soluciones analizadas previamente. También, bajo las suposiciones del
método, posee convergencia matematica probada. Sin embargo, posee algunos
inconvenientes como son, que el punto obtenido mediante la determinacion de la longitud
de paso optima no tiene por qué ser eficiente, por tanto, la solucion final tampoco tiene por
qué serlo, y que, desde el punto de vista del decisor se le requiere demasiada informacioén
(tradeoffs locales entre objetivos y eleccion entre varias soluciones en el calculo de la
longitud de paso 6ptima, es decir, dos interacciones por iteracion).

Vx‘f;(Xhil) = Zmrlvxﬁ(xhil) .

Descripcion detallada de forma secuencial.
Partiendo de un problema del tipo (1), los pasos que se siguen de forma secuencial
son los siguientes:

Paso 1: Tomamos un punto inicial x" € X con f° = f(x°). Seah=1.

Paso 2: Se determinan los pesos locales entre objetivos w" = (wlh Wi ,....,w,’:) en la solucion
x"! , mediante la interaccion con el decisor.
Paso 3: Se determina una solucioén dptima yh al problema de busqueda de direccion:
k t
Minimizar | Y w/'V_ f,(x"")| -y
v p 2
sujeto a: yeX
Sea dh — yh _ XIFI .



Paso 4: Se calculan varios puntos solucion en el segmento que une x"

con y”" mediante
la consideracion de distintos valores de la longitud de paso:

X' 4nd . x"rd" con .z, €[0,1]
obteniendo sus correspondientes vectores criterio:

f(x"’1 +t1d”) ...... ,f(x”’1 +t5d")

. . o, . h
El decisor elige el vector criterio mas preferido, denotando a su punto como X' .
Paso 5: Se muestran al decisor los valores obtenidos:

6 = (A6 AE, s fi ()

e Si el decisor esta satisfecho, terminamos con x" como solucion final. STOP.
e En caso contrario, sea & = h +1 y volver al paso 2).

Idea grafica

Veamos la idea grafica de este método sobre el espacio de decision. Dado el punto

solucion x""' de la iteracién actual, se maximiza una funcién objetivo que va en la

direccion del vector gradiente de la funcion de utilidad evaluado en dicha solucion,

obteniendo y”, a con el cual se obtiene el punto mas preferido del decisor del segmento
1

h
cony".

h—
que une x

X
VUL /)

h-1
X

; VU [, (") oy = cte

/ / X1

Figura 1: Método G-D-F

Ejemplo

Podemos tomar como punto inicial, por ejemplo, uno de los puntos obtenidos en el calculo
de los ideales. En concreto el de la primera funcion. Partiendo de esta solucion,

supongamos que el decisor suministra unos pesos locales (w' = (1, 2, 4)) con los cuales, el

método proporciona las siguientes soluciones:



Punto

X=@0,7) | (14,6.6) (2.8,6.2) (4.2,5.8) (5.6,5.4) vy =(7,5)
solucion
Valores 7,-35,7 1,-35.8,-1.8 5,-36.6,-10.6 11,-37.4,-19.4 17,-38.2,:28.2) | (23,-39,-3
objetivos ( )| (C ) | ( ) | ( ) | ( ) | ( )

de entre las cuales el decisor elegiria una. De esta manera se procederia, hasta que, con los
valores alcanzados en los objetivos, el decisor estuviese satisfecho.

3.2.- Método Zionts-Wallenius

Este método pertenece a los métodos de generacion de soluciones segun la
informacion solicitada al decisor, y a los de reduccion del espacio de pesos segun el
analisis interno en la resolucion. Las suposiciones de este método, al igual que las del
método Stem, son mas fuertes en el sentido de que se parte de un problema multiobjetivo
lineal. Paralelamente al G-D-F, se supone la existencia de una funcién de utilidad del
decisor, pero en este caso de una manera explicita. En concreto, supone como funcion de
utilidad una combinacion lineal de las funciones objetivo:

k
U(fl(x),...,fk(x)):—Z,u,.fi(x) con g, >0 Vi=1,.k

Posteriormente se ha extendido a casos donde la expresion de la funcion de utilidad es mas
general (Zionts y Wallenius, 1983), y al caso de funciones objetivo no lineales (Roy y
Wallenius, 1992).

El proceso de calculo de este método estd basado en el método del simplex
multicriterio. Asi, la solucion mas preferida va a ser un punto extremo (vértice) del
conjunto de oportunidades, generado a partir de la maximizacion de la funcién de utilidad
sobre el conjunto de oportunidades. El decisor manifiesta sus preferencias sobre
determinados tradeoffs, mediante las simples respuestas de: 'preferido’, 'no preferido' o 'es
indiferente'. Con las respuestas anteriores, se adaptan los valores de los parametros de la
funcion de utilidad explicita, y se realiza una nueva iteracion.

Una de la las ventajas de este método es la poca informacion requerida al decisor:
responder en cada iteracion, si prefiere o no, o incluso es indiferente, a determinadas
alternativas posibles en los valores de las funciones objetivo. Por otra parte, el método
posee convergencia matematica en un nimero finito de pasos, y ademas la solucion que
genera en cada iteracion es eficiente, por tanto, la solucién final también lo es. Entre sus
inconvenientes esta una suposicion muy restrictiva: existencia de una funcion de utilidad
del decisor lineal en cada uno de los objetivos. También esta limitado por la incapacidad de
rectificacion del método ante inconsistencias del decisor, ya que no se puede volver a una
solucion ya generada por descartar los vértices eficientes ya explorados. Otro
inconveniente importante es la gran complejidad en el proceso de calculo. Finalmente, el
método, por su naturaleza, so6lo considera vértices del conjunto de oportunidades, lo cual
también puede ser restrictivo en la practica.

Descripcion detallada de forma secuencial
Los pasos de forma secuencial para un problema multiobjetivo lineal vienen dados

por:



Paso 1: Sea # = 0. Se toma un vector de pesos inicial p° :(yf),,uf,....,,u,?) con

k
ul 20 Vi=lo,k, >Doul=1.

i
i=1

Paso 2: Se resuelve por el método del simplex el siguiente problema:

k
Minimizar Y u' f,(x)
i=1

sujeto a: Ax=Db 3)
x>0

/ . oy .
Obtenemos X" como solucion, el cual es un punto al menos débilmente eficiente.

Paso 3: Para cada variable no basica x, correspondiente a la solucion X~ se obtiene el
vector de tradeoff correspondiente:

mr = (mlr’er ""’mkr)’
donde mj;, representa la disminuciéon de la funcion objetivo f,, como consecuencia de
introducir una unidad de la variable no basica x,.

Paso 4: Para cada variable no basica x,, se resuelve el problema:

k
Maximizar p, = Z m, M,
i i=1
k
sujeto a: » m, ;<0 VjeN,j#r 4)
i=1

k
Dop=1 0<u <1 Vi=l..,k
i=1

donde N = conjunto de indices de las variables no basicas.

*
Sea p, el valor de la funcion objetivo en el 6ptimo. Entonces:
. * . r . .
— Si p, >0, la variable no basica X, es eficiente.
. * . r . .
— Si p, <0, la variable no basica X, es no eficiente.
En el caso de no existir ninguna eficiente, se termina con X~ como solucion final.
Paso 5: Para cada variable no basica eficiente x,, se presenta al decisor al decisor cada

vector de tradeoff M, correspondiente. Le preguntamos si dicho tradeoff es:
‘preferido’, ‘no preferido’ o ‘indiferente’

k

— Sim, es ‘preferido’, consideramos la restriccion: Smyu ze [a]
i=1
k

- Si m, es ‘no preferido’, consideramos la restriccion: Y m, p, < —¢ [b]
i=1
k

— Sim, es ‘indiferente’, consideramos la restriccion: Zmi, i, =0 [c]
i=1

Si no existe ningan M, ‘preferido’, terminar con X~ como solucién final. STOP.



En caso contrario, continuar.

Paso 6: Se resuelve el problema:
Maximizar ¢

i€

sujetoa.: [a], [b] y [c] U, 2 (5)

k
D=1 p <1 Vi=l.,k £>0

i=l1
* * * * .y .
con ( Hys sy s € ) la solucion obtenida.

Paso 7: Se actualizan los nuevos valores en los parametros de la funcion de utilidad, es
decir, de los pesos:

*

Wt =g Vi=1,.,k

i

Sea h=h+1 y se vuelve al paso 2).

Idea grafica

La complejidad del proceso de calculo interno, se traslada a su representacion
gréfica. Esta la llevaremos a cabo sobre el espacio de objetivos, y para no llevar a cabo més
cambios en la formulacidon, consideramos un problema de minimizar dos funciones
objetivo. Los tradeoffs de las variables van a ser, por tanto, vectores de R’, circunstancia
que limita mucho las posibilidades en cuanto a las situaciones que se pueden producir.

Dado el vector criterio actual f” no dominado, partimos de dos vectores de

tradeoffs eficientes. Las dos componentes de cualquiera de los tradeoffs verifican que
tienen signos opuestos, es decir, una negativa y otra positiva. Esto se debe a que, por ser

h . .
f" no dominado, estas dos componentes no pueden ser las dos no negativas, y por ser el
tradeoff eficiente, no pueden ser las dos componentes no positivas.

Supongamos que el decisor ya ha manifestado sus preferencias:
m, =(m,,,m;,) es 'preferido’.
m, = (m,,,m,,) es 'no preferido'.

La solucién para el vector fz sera un caso degenerado, en concreto el vector
o= (0,1), debido a que las curvas de nivel asociadas a los tradeoffs crecen en el sentido del
segundo cuadrante, y por tanto, del conjunto de vectores posibles:

g=(a,1-a) con ae [0,1]

. . h . .
representado sobre el vector criterio f* como origen de coordenadas (ver Figura 2).



t_‘_
m,p=
[P

Figura 2: Método de Zionts-Wallenius.

El vector que proporciona las curvas de nivel con mayor valor es el fi = (0,1) tanto para m,

como para my, y por tanto es la solucion al problema:

Maximizar &

a,E

: - a
sujetoa.: m|i=m, >
-«

t =t a <
m; i =m, : <-¢
-a

>0, 0<a<l

como se observa también en la Figura 2.

Ejemplo

Retomemos el ejemplo El. El punto inicial se puede obtener mediante la
consideraciéon de unos pesos iniciales, por ejemplo todos iguales. Con estos pesos
resolvemos el problema (3) correspondiente, cuya solucion es (incluyendo las variables de
holgura) (7,5,1,0,0,1,2) teniendo que x” =(7,5) y f° =(23,-39,—37). Los tradeoffs de
las variables no basicas eficientes ( x4 y x5 ) son:

x —)m:(—g—lgloj x Am:(“_”j

) ‘ C7 ’ AR

Una vez obtenidos estos datos, pasamos a la interaccion con el decisor. Para ello, ¢l tiene
que mostrar sus preferencias para cada uno de estos tradeoffs con respecto a la solucion

anterior. Si hay alguno preferido, se contintia con el algoritmo, y si no, se termina con la
solucion anterior como solucion final.



3.3.- Método Stem

Este método pertenece a los métodos de programaciéon por metas o niveles de
referencia segin la informacion solicitada al decisor, y a los de reduccion de la region
factible segin el andlisis interno en la resolucion. Al igual que en el método Zionts-
Wallenius, surgi6 para problemas multiobjetivo lineales, aunque en este caso, su
adaptacion a problemas no lineales es practicamente inmediata. En cada iteracion, el
método restringe el conjunto de oportunidades en funcion de las preferencias manifestadas
por el decisor. Cada solucién se obtiene mediante la minimizacion de la distancia de
Tchebychev respecto del vector ideal sobre el conjunto de oportunidades restringido. Las
preferencias del decisor se reflejan mediante la relajacion de algun objetivo satisfactorio,
que permitira mejorar algin otro objetivo ain no satisfactorio.

Este método posee buena aceptacion practica, motivada sobre todo por el caracter
intuitivo en la informacion requerida al decisor. Ademas tiene la posibilidad de 'volver
hacia atras' ante errores cometidos en las preferencias del decisor. Sin embargo, un
inconveniente que tiene es que la solucion generada en cada iteracion no tiene por qué ser
eficiente (salvo la primera), por tanto, la solucién final tampoco tiene por qué serlo.
Ademas no posee convergencia matematica y existe dificultad en el suministro de las
cantidades a relajar por parte del decisor.

Descripcion detallada de forma secuencial

Los pasos a seguir de forma secuencial en el método de Stem son los siguientes:
Paso 1: Se obtienen los ideales (fi* i=1,..,k)yantideales f,, i=1...k.
Paso 2: Se obtienen los valores de los parametros 7; (pesos normalizadores):
-1/2
A .
Z c,/ si f; <0

;= f’ i=12,.,k

ff,-*f (Zc”J si f >0

Denotamos por J' = conjunto indices de las funciones a relajar en la iteracion / e
inicialicemos X’ =X, S'=@ y h=0.

Paso 3: Se calculan los pesos de la distancia de la métrica de Tchebychev:

0 si ieJ!
h T . .
M =4 —="— si i€ {1,...,k}—Jh (6)
ijj
jeJ

Paso 4: Se obtiene la solucion que minimiza la distancia desde el ideal al espacio objetivo

restringido Z" = £(X"). Para ello, se resuelve el problema:

min o
u,-(.f}(x)—f}*)s a i=1,.,k (7)
xe X" a=>0

. ., ) . .. eh h
Dicha solucién se denota por X"y su correspondiente vector criterio f* = f(x").
Paso 5: El decisor manifiesta las preferencias sobre la solucion:



e  Si esta satisfecho, se termina con (Xh , fh) como solucién final. STOP.

e En caso contrario, se continua.
Paso 6: sea i = h+1. El decisor especifica:

— Funciones a mejorar ( f; conie {1,2,..., k} -JM.
— Funciones a relajar (f; conieJ ¢ ), con las cantidades maximas a relajar
(Af! conieJ™).
De esta manera se tiene la region factible de la siguiente iteracion:
VA N AC S R VA E A
fi(x) < f,(x" ) ie {1,..,k}—J”}

Volver a paso 3 (obsérvese que x"' € X")

Xh:{xeX/

Idea grafica

La representacion grafica del método de Stem la llevaremos a cabo sobre el espacio de
decision. Partiremos de un problema de maximizar tres funciones objetivo, donde a partir

.y . . sy . h-1 .
de la solucion conseguida en la iteracion anterior X, supongamos que el decisor desea

mejorar f; y f3 a cambio de permitir relajar f; en Afzh unidades.

fix)= £

L®=1"

Xy

h—1 h

LX) =5,
Vi, =c¢
X1
Vi =«
Figura 3: Método Stem.
Ejemplo

En primer lugar, el método proporciona el punto inicial x° = (1.585, 7) y sus valores en la
funciones objetivo f’ = (—0.6587, —38.17, —2.512).

Supongamos que el decisor no esta satisfecho con los valores logrados, por lo que
decide seguir iterando. Supongamos también que el decisor desea mejorar so6lo la funcion



f3, a cambio de permitir relajar f; en una cantidad maxima de 30 unidades, y permitir
también relajar f, en un cantidad maxima de 10 unidades. Con estas preferencias, la

solucién que se obtiene es x' =(7.602,2.593) y sus valores en la funciones objetivo

f' =(27.81,-28.17, —43.02) . Asi se procederia sucesivamente hasta llegar a una solucién
que satisface al decisor.

3.4.- Método VIA

Este método pertenece a los métodos de programacion por metas o niveles de
referencia segun la informacion solicitada al decisor, y a los de punto de referencia segun el
andlisis interno en la resolucion.

La caracteristica fundamental es la utilizacion de la funcién escalarizada de logro.
En cada iteracion, se obtienen una o varias soluciones, minimizando la funcion escalarizada
de logro para el punto de referencia proporcionado por el decisor, y puntos de referencia
cercanos al anterior, en el caso de obtener varias soluciones. La informacion proporcionada
por el decisor, en cada iteracion, corresponde al punto de referencia, ademas de elegir entre
varias soluciones.

Este método posee buena aceptacion practica, motivado sobre todo por el caracter
intuitivo en la informacion requerida al decisor. Ademads, también tiene la posibilidad de
volver hacia atras ante errores cometidos en las preferencias del decisor. Por otra parte, la
solucién obtenida en cada iteracion es débilmente eficiente, pero no tiene porque ser
eficiente, por tanto la solucién final tampoco tiene porque serlo (aunque en muchos casos la
eficiencia de una solucion no es complicada de comprobar). Hay que sefialar también que
el método no posee convergencia matematica probada.

Descripcion detallada de forma secuencial

Los pasos que se deben llevar a cabo de forma secuencial, son los siguientes:
Paso 1: Sea h = 0. El decisor establece los pesos (U, ,..., L, ) para la funcion escalarizada
de logro. Se obtiene una solucion inicial factible, mediante la resolucion del problema:

min «

sa.: y,(f,.(x)—z;“)Sa 1<i<k (8)
xe X
Paso 2: Se le pregunta al decisor si esta satisfecho con la solucion obtenida:
e  Silarespuesta es afirmativa = Solucién final: (x”,f").STOP.

e Silarespuesta es negativa, sea 2 = h +1 y continuar.

Paso 3: Se le pide al decisor que especifique unos nuevos niveles de referencia o punto de
referencia qh , en base a los niveles obtenidos en las funciones objetivo.

Paso 4: Para distintos valores de A en el intervalo [0,1], incluido A = 0, resolvemos el

problema:
min o

X,a

sa: w(f0-(@ + 2 —ghH)<a  1<i<k, 9)
xe X

. o ., h ha A
obteniendo los vectores criterio solucion que denotaremos por {f O ghA } .



. . hA . . ,
Paso 5: De entre todos estos vectores criterio {f ho ght EMH } , el decisor elige el mas

preferido, denotandolo por f” y a su correspondiente vector en el espacio de decision por

x" . Volver a paso 2).

Idea grafica

Con el vector criterio solucion f"”' de la iteracién anterior y el nuevo punto de referencia
—h . .

q  se toman una serie de puntos de referencia del segmento que une los dos puntos, y se
proyecta sobre la frontera eficiente.

7> h

P A" +(1-2f"

g1

Z

Figura 4: Método VIA.

Ejemplo

Retomemos el ejemplo E1. Lo primero que tiene que suministrar el decisor en este
método, son los pesos de la funcion escalarizada de logro, que permanecen fijos a lo largo
de todo el proceso de resolucion. Estos pesos indican de alguna manera, la importancia de
las componentes del punto de referencia, y por lo tanto, la de las funciones objetivo. No
obstante, sus valores no importan demasiado, ya que se puede explorar todo el conjunto
débilmente eficiente para cualesquiera pesos positivos.

Supongamos que los pesos que suministra el  decisor son
U= (,u1 TR ) = (2,3, 6). Con los pesos, se pasa a la obtencidon de un punto inicial, que se

puede obtener considerando como punto de referencia el punto ideal q° =z y resolviendo
el problema (8), obtenemos la solucion x’ = (7.079, 4.684) con
' =(23.63,-37.58, -37.79)

A partir de los valores conseguidos, el decisor, al no estar satisfecho, tiene que
proporcionar unos nuevos niveles de referencia en los objetivos. Supongamos que para f
proporciona el nivel de 30, para f, proporciona el nivel de -28 y, para f;, que quiere



mejorarla, proporciona -44 (q' = (30, - 28, —44) ). Con este nuevo punto de referencia, se
obtienen asi varias soluciones cuyos valores en los objetivo son:

(28.26,-27.16,-43.58), (27.34,-29.24,-42.42), (26.41,-31.33,-41.26)
(25.48,-33.41,-40.11), (24.56,-35.49,-3895) y (-23.63,-37.58,-37.79),

de entre las cuales el decisor elige una y se vuelve a empezar. De la misma forma se
seguiria iterando, hasta llegar a una solucion que satisfaga al decisor.

Cuadro resumen

Para terminar construiremos un cuadro resumen con las principales propiedades de
los métodos interactivos desarrollados.

Eficiencia | Converg. | Compleji- Coste Posibilidad .Cantldad. (,ie
. informacion
de las matema- | dad enel | computa- | de volver oot
- - 2 q . . solicitada al
soluciones tica calculo cional hacia atras .
decisor
No
G-D-F | necesaria- SI Media Bajo SI Considerable
mente
7-W Debllmente SI Alta Medio NO Poca
Eficiente
No
STEM | necesaria- NO Media Bajo SI Poca
mente
via | Débilmente | Media | Medio S Media
eficiente

Sefialar que hemos tratado de plasmar los elementos basicos de los métodos

interactivos en la programacion multiobjetivo, los cuales se convierten a veces en
imprescindibles en la ayuda a la toma de decisiones, pero al mismo tiempo son mas
exigentes en la informacion requerida al decisor.
El aspecto fundamental que diferencia a las técnicas interactivas de cualquier otra técnica
multiobjetivo radica en el flujo de informacion entre decisor y analista. Mientras que en
cualquier técnica no interactiva, el flujo se produce al principio y/o al final del proceso de
resolucion, en las interactivas se lleva a cabo a lo largo de todo el proceso, lo cual
proporciona un mayor conocimiento de las preferencias del decisor, y como consecuencia,
la obtencion de una ‘mejor’ solucion (en la mayoria de los casos), pero al mismo tiempo,
requiere un mayor esfuerzo del decisor (el cual puede llegar a ser a veces pesado) y ademas
produce un aumento de los calculos computacionales.
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En este trabajo analizamos los diferentes aspectos de la teoria de juego con pagos
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1 Introduccion

El fundamento de |a teoria de juegos es la toma de decisiones multilaterales. Por €llo, un
juego puede considerarse como un problema de decisién multiple, cuando |os distintos deci-
sores tienen que optimizar objetivos de forma cooperativa 0 ho cooperativa, con estructuras
de informacion iguales o diferentes y con un conjunto de acciones finito o infinito, entre las
quetienen que elegir. Es decir, lateoria de juegos comparte con la teoria de decision muchos
aspectos, de forma que ambas teorias se complementan.

Tradicionalmente, las teorias de la decision y de juegos estudian laformaen que | os deci-
sores pueden optimizar un (nico objetivo. Asi, en un problema de programacion matemética,
un decisor tiene que escoger entre un conjunto de alternativas, aquella que le proporcione el
mejor de los resultados posibles. Sin embargo, si esta eleccion de alternativas afecta a varios
objetivos que pretenden cubrirse simultaneamente, surge un problema de decision multicrite-
rio. Cuando en el problema intervienen varios decisores, cada uno de ellos con una funcién
objetivo que optimizar y cuyas preferencias sobre las distintas alternativas no coinciden, lo
gue dalugar aun conflicto de intereses, setiene un juego (para un desarrollo general del caso
escalar véase [29]). Si los decisores eval lan estas situaciones de conflicto con respecto ava
rios objetivos, el problema se convierte en un juego con pagos vectoriales. La siguiente tabla
muestra la relacion entre la programaci bn matemética, la teoria de juegosy la programacion
multicriterio.

Un criterio Varios criterios
Un decisor Programacion Matemética | Programacion Multiobjetivo
Varios decisores | Teoriade Juegos Escalares | Teoria de Juegos Vectoriales

El desarrollo que esta teniendo la teoria de juegos multiobjetivo sigue un camino para-
lelo al desarrollo seguido por la teoria de juegos convencional. Por un lado se estudian los
model os correspondientes a juegos ho cooperativos multiobjetivo y por otro se estudian los
model os correspondientes a juegos cooperativos multiobjetivo.

L os juegos con pagos vectoriales difieren delos juegos con pagos escal ares Unicamente en
ladimension del pago, pero esto es suficiente para que muchos de los resultados de la teoria
de juegos escalares no tengan una generalizacion directa en los juegos vectoriales. Larazon
fundamental es |a dificultad afiadida que supone trabajar con estructuras de orden parcial en
los pagos, en lugar del orden total que induce una Unica funcién de valoracion. Por ello, para
estudiar los juegos multiobjetivo es necesario establecer nuevos conceptos de solucion, pues
la simple extension de |os ya existentes para juegos escalares no permite realizar un andisis
efectivo del juego vectorial. De hecho, 10s conceptos clasicos aparecen como casos particu-
lares de los obtenidos para los juegos vectoriales. Con el desarrollo actual de las técnicas
de Optimizacion Multicriterio se han podido soslayar algunas de las dificultades tebricas en
el tratamiento de estos modelos, 1o que ha permitido € avance en el campo de los juegos
vectoriales. Otrarazon que ha apoyado el desarrollo de este area es € convencimiento por
parte de | os especialistas de que este tipo de model os reflgja més fielmente | as situaciones de
decision con competencia, ya que el enfoque multiobjetivo proporciona modelos mas realis-
tas y permite un nimero mayor de aplicaciones. De hecho, los conflictos econdmicos que
pueden analizarse como un juego con pagos escalares, pueden extenderse a situaciones en
las que las decisiones de los agentes afectan simultaneamente a mas de un escenario, lo que
produce de forma natural que estas situaciones se analicen con model os de juegos con pagos
vectoriales.

A continuacion vamos a exponer a gunos g emplos de juegos con pagos vectoriaes, para
realizar posteriormente €l andlisis que nos permita su resolucion. Los primeros corresponden



ajuegos no cooperativos y los Ultimos a juegos cooperativos.

En € primer caso que estudiamos consideramos un juego donde €l conjunto de estrategias
puras de los jugadores es finito, por lo que los pagos que reciben pueden representarse por
una matriz cuyos elementos son vectores. Es una extension del modelo de campafia publici-
taria presentado en [36]. La publicidad es una variable de decision estratégica importante en
los modelos de oligopolio cuando la informacion que los consumidores tienen con respecto
apreferencias, precio o caracteristicas de los productos es incompleta. Cuando una empresa
tiene un sblo competidor importante, su objetivo suele ser conseguir la mayor cuota de mer-
cado posible disminuyendo los clientes de su competidor. Sin embargo, la empresa también
ha de tener en cuenta la variedad de medios que puede utilizar para su publicidad con objeto
de alcanzar un segmento diversificado de poblacion.

Ejemplo 1.1 Campafia Publicitaria

Dos empresas tienen un millon de unidades monetarias (u.m.) cada una para gastarlo en
publicidad de sus productos. Pueden utilizar radio, television, y prensa escrita para realizar
su campafia publicitaria que va a ir dirigida a tres grupos de clientes potenciales, es decir
va a tener efecto en tres escenarios distintos. El efecto esperado que produciran las distintas
posibilidades de publicidad viene recogido en la siguiente matriz

Radio Television Prensa
Radio (0,-0.2,1) (-05,1,1.2) (0, 15,15)
Televison | (2,05,0.7) | (-0.5,0.8,0.7) | (1.5,1.1,0.3)
Prensa | (1,1.2,-0.5) | (-0.5,0.4,0) (0,0.7,0.2)

Cada entrada de la matriz de pagos es un vector cuyas componentes representan el au-
mento en términos de cuota de mercado obtenido en cada grupo cuando cada empresa gasta
su dinero en los diferentes medios.

En las ciencias sociades, a estudiar modelos en los que las variables pertenecen a con-
juntos finitos con un gran nimero de elementos, suele considerarse que dichos conjuntos son
infinitos. Esto permite aplicar las técnicas de andlisis matematico a una gran variedad de
problemas. Por €ello, si estudiamos juegos con un gran nimero de estrategias para un jugador,
es metodol bgicamente natural, alavez que Gtil considerar que €l conjunto de estrategias para
este jugador esinfinito.

El siguiente model o corresponde a un juego en el cuadrado unidad, es decir cada jugador
tiene un continuo de estrategias puras generalmente representadas como puntos del intervalo
cerrado [0,1]. Por tanto, una estrategia pura para cada jugador es un numero real en este
intervalo y lafuncion de pagos del juego es unafuncion definidaen el cuadrado unidad.

Este model o es una extension de un juego antagbnico en el cuadrado unidad presentado
en[38].

Ejemplo 1.2 Modelo de mercados competitivos

Una empresa, jugador |1, controla dos mercados de dos bienes homogéneos en dos areas
diferentes A y B. Otra empresa, Jugador |, intenta conquistar uno de estos dos mercados,
simultaneamente en las dos areas. Con este proposito, € jugador | invierte en publicidad en
television una cantidad de una unidad monetaria que sera emitida simultaneamente en las
dos areas. S € jugador asigna la cantidad x al primero de los mercados, entonces 1 — z,
es lo que asigna al segundo. Para mantener sus mercados intactos, €l jugador |1 también
emplea una unidad monetaria en publicidad, asignando la cantidad y al primer mercado y
la cantidad 1 — y al segundo.



Consideramos que € jugador | si consigue ventaja en uno de los mercados (no puede
conquistar ambos a la vez), elimina a su oponente de este mercado y obtiene un vector de
pagos cuyas componentes son el exceso de fondos asignado a este mercado multiplicado por
un coeficiente que refleja la importancia de este mercado en cada una de las dos areas. La
funcién de pagos es por tanto:

H:[0,1]x[0,1] — R?

H(Iay) = (HA(Z,y),HB(I,y))
donde
s x>y
s z<y

_ s z2>y

donde k1 , ko, ks Y k4 > 0. k1 Y k3 reflgjan laimportancia del primer mercadoy ko v k4, la
importancia del segundo mercado en las &reas A y B respectivamente.

En los siguientes ejemplos consideramos situaciones en las que la posible cooperacion
entre | os jugadores desempefia un papel crucial en laresolucion de los conflictos.

Ejemplo 1.3 Snergia entre empresas

En una cierta zona coexisten una cooperativa agraria dedicada mayormente a la pro-
duccion hortofruticola, una industria agroalimentaria constituida principalmente por una
conservera y una empresa de servicios que, entre otras cosas, esta dedicada a la comerciali-
zacion y distribucion de productos alimentarios.

La cooperativa obtiene unos beneficios brutos anuales de 20.000.000Pts y 200 de sus
trabajadores son subvencionados por la Administracion; la industria obtiene 30.000.000Pts
anuales y tiene 400 trabajadores subvencionados y la empresa de servicios obtiene anual-
mente 40.000.000Ptsy el coste de 100 empleados es subvencionado por la Administracion.

La Administracion ha ideado un plan contra €l paroy el desarrollo regional con la fina-
lidad de fomentar la cooperacion entre las empresas. Ha entrado en conversaciones con las
tres empresas porque afirma que, si se siguen las directrices marcadas por €l estudio que han
realizado, una cooperacién total entre las tres produciria una sustancial mejora en la zona
pudiéndose llegar a alcanzar los 120.000.000Pts de beneficios y seria posible subvencionar
1.000 puestos de trabajo.

Los 6rganos de direccion y gestion de las tres empresas han estudiado a fondo €l plan
de desarrollo regional ideado por la Administracion y estan estimando los resultados que se
producirian si la cooperacion se produjera entre dos de las tres empresas. La cooperativa y
la industria podrian mejorar la suma de sus beneficios totales en 10.000.000Pts y tendrian
derecho a 100 trabajadores subvencionados mas que los que reunian entre las dos; la coo-
peracion entre la cooperativa y la empresa de servicios no mejoraria sustancialmente los
resultados ni en términos de beneficios totales ni en términos de subvencion de puestos de
trabajo; la industria y la empresa de servicios s que mejorarian la suma de sus beneficios
totales en 20.000.000Pts pero seria a costa de perder 100 subvenciones.

En este gjemplo de sinergia entre empresas hay tres jugadores, N = {1, 2,3}, que son
la cooperativa, la industria y la empresa de servicios. Hay dos objetivos, K = {1, 2}, que
son beneficios totales brutos, que vamos a medir en decenas de millones de Pesetasy empleo
subvencionado que vamos a medir en cientos de puestos de trabajo con coste a cargo de la
Administracion.



Asi, llamando S alas coalicionesy v(.5) alos pagos que cada empresa o coalicion puede
conseguir por si misma, tenemos:

ST 0 T @ [ B [ (L2 (L3 [23 ] N
| () TCOTE) G )G

El problema es encontrar repartos de la utilidad vectorial total de forma que ningin
jugador o coalicidn tenga motivos para estar en desacuerdo con €l reparto.

Un modelo muy estudiado debido de aplicacion real del desarrollo de la programacion
lineal esel problemade laproduccion. Consiste en obtener la produccion 6ptima, medida por
varios criterios, bajo hipotesis de una estructura lineal. Es interesante estudiar como repartir
beneficios en aquellas situaciones frecuentes en que | os factores productivos son controlados
por varios agentes.

Ejemplo 1.4 El juego de la produccion

El problema econdmico de la produccion puede formularse como un juego cooperati-
vo con N jugadores, en € que cada jugador proporciona al proceso de produccion una
determinada cantidad de recurso con €l fin de producir unos productos que pueden venderse
a un determinado precio de mercado. Cada jugador dispone de unas cantidades dadas de
cada recurso representadas por €l vector:

b= (05,0, b)) i=1,2,...n

Supondremos que & modelo de produccion es lineal y que la obtencion de cada unidad
del k-ésimo producto, (k = 1,2,...,p), requiere a;, unidades del [-ésimo recurso, (I =
1,2,...,q). No hay una demanda primaria de los recursos, pero si hay una demanda secun-
daria de ellos porgque |os recursos se usan para obtener unos productos que se venden a un
precio de mercado dado. La coalicion S dispone de una cantidad total de cada uno de los
recursos que denotaremos por:

b= b 1=12,...4q
€S
Con estos recursos la coalicion es capaz de producir una cantidad ;. del k-ésimo pro-
ducto (k = 1,2,...,p). S lacoalicion S quiere optimizar la utilizacibn de sus recursos,

buscara un vector x = (z1,s,...,2,)" que maximice la utilidad total de su produccion.
Asi, el maximo beneficio que obtiene la coalicion S es:

v(S)= maz cx1+caza+ ... Ty
s.a: @121+ a1®2 + ...+ a1px, < bf
9121 + a22%o + ... + a2pTp S bg

S
g1 %1 + Aga2 + ... + AgpTp < bq
T1,T2,...,2p >0

gue matricial mente puede escribirse:

v(S) = maxr Cx
sa: Ax< B®

HP
XG]R;



donde C' € IR” es el vector de precios de los productos en & mercado, A € M,,, esla

matriz de lasrestriccionesy BS = (b7,b5, .. ., bf)t es el vector de recursos dela coalicion
S.

La funcibn v, definida en el conjunto de las coaliciones no vacias y con valores reales,
puede ser considerada como la funcién caracteristica de un juego cooperativo n-personal
escalar (N, v) € g¥. Dicho juego es equilibrado y, por lo tanto, tiene niicleo no vacio. Para
encontrar repartos de dicho niicleo se considera el problema dual del problema anterior:

min blsy1+b25y2+...—|—b§yq
s.a: anyr +aay2+...+tauays =
a12y1 + agoys + ... + ag2yp 2> C2

a1pY1 + a2pY2 + ... + QgpYp > Cp
Y1,Y2,---,Yq 2 0

esdecir:
min yBS
sa: yA'>C
XEO

dondey = (y1,92,...,yq) € RY.

El valor dela funcion caracteristica, v(.S), puede obtenerse, como es sabido, resolviendo
el problema dual de minimizar.

Obsérvese que la region factible en el problema dual es independiente de la coalicion,
aunque la solucion del problema, y, si depende de S. En particular, S y* es una solucién
del problema dual para la totalidad de los agentes, N, entonces v(N) = y*BY, mientras
que para cualquier coalicion S, v(S) < y*B*, porque v(S) es el minimo en toda la region
factible.

Consideremos ahora €l vector u = (u!,u?,...,u") € IR" definido por u’ = y*B'.

Dicho vector es una preimputacion del juego escalar (N,v) € g% pues cumple que
uV = v(N). Ademés, e vector u es una asignacion del nicleo del juego puesto que
u® = y*B% > v(9), para cualquier S.

Tenemos, por tanto un método para obtener un elemento del nicleo de este juego coope-
rativo n-personal escalar: se calcula y*, resolviendo el problema dual del problema de la
produccion para la gran coalicibn N y se multiplica cada una de sus componentes por |os
recursos respectivos que cada jugador posee. Estamos considerando asi que €l vector y* es
€l vector de precios de equilibrio de los recursos. A cada jugador se le paga por 10s recursos
gue aporta seglin dicho vector de precios de equilibrio y resulta asi un reparto del niicleo del

juego.

Desgraciadamente, no todas las asignaciones correspondientes al nlcleo del juego pue-
den obtenerse por este procedimiento, aunque, en algunos juegos especiales todos los repar-
tos del nicleo del juego se obtienen resolviendo e problema dual, como por ejemplo en €l
juego de asignacion tratado por Shapley y Shubik en [35].



S consideramos este model o de produccién en ambiente multiobjetivo, e problema dela
produccion anterior puede formularse de la siguiente manera:

maz  z1(x) = c1121 + c12%2 + ... + C1pTp
maz  z2(x) = co121 + Coo%a + ... + CopTp

Max  Zm(T) = 11 + Cmaa + ...+ CypTp
s.a: 61121+ a12%2 + ... F a1pTp < bf
9121 + a2 + ...+ a2pTp § bg

S
a1 + aqaTo + ...+ agpTy < bq
1, L2, .., 2p >0

gue matricialmente puede escribirse:

max z(x) =Cx
sa: Ax< B®

HP
xeﬂ?;

donde " max” indica maximizacion vectorial, C' € M,,,, esla matriz de valoracion de los
productos, A € M, eslamatrizque proporcionalasrestriccionesy BS = (b7,b5, . . ., b;f)t
es el vector derecursos dela coalicién S.

S al conjunto de las producciones factibles para la coalicion S |o denotamos por:

Fsz{xeﬂ%f’/AxiBS,xeﬂ%g},

puede construirse un juego cooperativo vectorial multicriterio que denotaremos por (N, V)
donde V' se llama conjunto caracteristico y representa el conjunto de pagos que la coalicion
S puede obtener (ver [12] y[18]):

Vs={zeR™/z=Cx Vx¢€Fs}.

El juego cooperativo vectorial definido de esta forma lo llamaremos el juego de la pro-
duccion lineal multiobjetivo.

Se trata de repartir la utilidad vectorial total, obtenida cuando todos los agentes eco-
ndmicos aportan todos sus recursos, entre cada uno de ellos de forma que ninguno tenga
motivos para estar en desacuerdo con el reparto.

El objetivo de este trabajo es presentar una vision actualizada de los planteamientos y
resultados referentes a juegos con pagos vectoriales. En la seccion 2 nos ocupamos de los
juegos no cooperativos que usualmente se estudian en forma normal o estratégica. En la
seccion 3 analizamos los juegos cooperativos a partir de su funcion caracteristica. El trabajo
termina con una seccion dedicada alas conclusiones.

2 Juegos Nno cooper ativos
Representaremos un juego n-personal multiobjetivo en forma normal como

I'={N,{X"}ien, {v'}ien},



donde N = {1,2,...,n} esel conjunto de jugadores, X* es el conjunto no vacio de estrate-
gias parae jugador i (X’ C R™), v’ : X = [[I_, X’ — IR" eslafuncion vectorial de
pagos del jugador ¢ con k criterios de evaluacion. Una estrategia conjunta de todos|osjugado-
resladenotaremospor z € X =[], X',z = {z',2?,...,2"} dondex’ € X",y el vector
de pagos conjunto lo denotaremos por v € IR (N) = [[1_, R*, v = {v*,v?,...,v"}.

En juegos no cooperativos, caracterizados por €l principio de racionalidad individual y
por un comportamiento estratégico de sus jugadores, € concepto clasico de solucion es el de
equilibrio de Nash, en €l que, dadas | as estrategias de | os demas jugadores, cada jugador elige
como mejor respuesta una solucion eficiente del problema de maximizacion vectorial de su
funcion de pagos. Sin embargo, suponer fijadas las estrategias de |os oponentes hace que €l
calculo de las estrategias de equilibrio entrafie gran dificultad. No obstante, algunos autores
han caracterizado los puntos de equilibrios de |os juegos vectorial es bipersonales,(ver [34] vy
[5]), y de los juegos vectoriales n-personales, (ver [40] y [39]).

Ademas, los inconvenientes que estos equilibrios presentan en los juegos escalares, ver
[33] y [24], se heredan al caso vectorial. Es decir, un juego puede tener muchos equilibriosy
éstos no ser equivalentes ni intercambiables, lo que hace dificil que un jugador pueda el egir
entre ellos. Estas dificultades hacen que, en juegos multiobjetivo, un concepto de solucion
basado en puntos de equilibrio no sea suficiente.

Por otra parte, una mejor respuesta de un jugador ante las actuaciones de los contrarios
puede también establecerse como una solucion maximin del problema. En este caso no esne-
cesario conocer las estrategias de | os demas porque €l jugador actlia en seguridad, suponiendo
gue, en todo momento, los jugadores contrarios siempre van a considerar lamejor de sus es-
trategias, cualquiera que sea la estrategia que se juegue. Sin embargo, es dificil establecer
una extension natural del concepto de estrategia minimax en 10s juegos con pagos vectoria-
les. Aungue en algunos casos es posible demostrar la existencia de tales estrategias, suele
ser complicado obtenerlasy, en general, |os pagos que proporcionan forman un conjunto de
vectores por lo que el jugador no puede determinar previamente cual de estos vectores va a
corresponderle.

Los inconvenientes que presentan las extensiones de | as soluciones clésicas de |0s juegos
escalares a los vectoriales, hacen que sea necesario introducir nuevos conceptos de solucién
para estos juegos. Diversos autores como [28], [14], [15],[1], [30] y [7], [9] han propuesto
nuevos conceptos de solucion paralos juegos multicriterio de sumanula, y en [31], se propo-
nen paralos juegos n-personal es multicriterio en formanormal, generalizando al caso en que
exista una estructura de coaliciones prefijada. De estos conceptos, destaca €l de estrategia de
seguridad Pareto-6ptima que es importante para la resolucién de juegos con pagos multiples
cuando se aborda desde un punto de vista conservador. Ademés, es independiente de la
nocion de equilibrio, pues cada jugador sblo tiene en cuenta a sus oponentes para establ ecer
sus niveles de seguridad.

Para introducir este concepto consideramos, en primer lugar, un juego finito vectorial
bipersonal de suma nula en formanormal.

2.1 Juegos matriciales

Los juegos matriciales son juegos bipersonales, en que los jugadores tienen un nimero
finito de estrategias puras. En € caso vectorial, un juego bipersona de suma nulaviene dado
por una (nica matriz de val ores vectorial es que generalizal os clasicos juegos bipersonal es de
suma nula escalares.

Sea A = (a;5), 1 <i<n,1<j <m,lamatriz de pago del juego. Cada elemento a;;
delamatriz esunvector, a;; = (a;;(1),ai;(2),...,a:;(k)) € R*, que determinak matrices



de orden nxm de laforma:
A(s) = (ai(s)) 1<s<k, 1<i<n, 1<j<m

En el caso vectorial es més dificil que existan estrategias puras en equilibrio, por lo que
debemos de considerar 1os conjuntos de estrategias mixtas como en el caso escalar. Los
espacios de estrategias mixtas paralos jugadores | y |1 son respectivamente

X:{xeﬂ%”,z:vizlmi20,2':17...,n}
i=1

Y={yeR™> yj=1y;>0j=1,..,m}
j=1

Definicion 2.1 El pago esperado del juego cuando los jugadores escogen sus estrategias
mixtasz € X ey € Y, respectivamente, viene dado por:

U(I,y) = xtAy = (U1(£E7y), s ,Uk(l’7y))

donde
vs(x,y) =" A(s)y s=1,...,k

Dado que una estrategia debe ser valorada por un conjunto de vectores, podemos dar una
Unicavaloracion, a considerar que €l oponente puede actuar en cada coordenada de lamatriz
A de modo independiente, y ofrecer el vector que se asegura € jugador, aunque realmente
obtenga val ores superiores.

Definicion 2.2 Para cada estrategia z € X del jugador |, el vector de nivel de seguridad
para dicho jugador es e pago que puede garantizarse, con esa estrategia, en cada juego
escalar inducido por €l juego vectorial. Andlogamente para el jugador I1.

Los vectores de niveles de seguridad de los jugadores | y 11 son respectivamente:
v(@) = (01 (2), - - vy (x))

(y) = @1(y)s - Uk(y))

S|

donde

vy () = minv, (a, y) = mina* A(s)y

= £ iy ot
Vs (y) - :'Tea))(( Vs (.TJ, y) - :Tea))((‘r A(S)y

Obsérvese que dada una estrategia x € X del jugador |, cada componente del vector de
nivel de seguridad v, (), s = 1,.. ., k pueden obtenerse con distintas estrategiasy € Y del
jugador 11.

En[14], se establece la definicion de estrategia de seguridad Pareto-Optima que en nuestra
notacion es como sigue:

Definicion 2.3 Unaestrategia z* € X esuna estrategia de seguridad Pareto-6ptima para el
jugador | sinoexistez € X, tal que v(z*) < v(x),v(z*) # v(z). Unaestrategiay* € Y
€s una estrategia de seguridad Pareto-Optima para el jugador |l si no existe y € Y tal que
o(y*) = v(y), v(y") # v(y).



A continuacion introducimos el siguiente problema de programacion lineal multiobjetivo
que llamamos el problemalinea del juego multicriterio, (PLJM). En[7] se demuestra que
las soluciones eficientes de este problema coinciden con las estrategias de seguridad Pareto-
Optimas.

(PLJM): max wvi,.., v
sa  x'A(s) > (vsy.vs) s=1,...,k

Z?:l Tr; = 1

x>0

Teorema 2.1 Una estrategia * € X es una estrategia de seguridad Pareto-optima y v* =
(vy,...,v}) suvector de nivel de seguridad asociado si y sblo si (v*, z*) es una solucion
eficiente del problema (PLJM).

Este resultado es importante pues pone de manifiesto que, al igual que la programacion
lineal se utiliza para obtener |as estrategias optimasy el valor de los juegos escal ares biperso-
nales de suma nula, de la misma forma puede utilizarse la programacion lineal multiobjetivo
pararesolver |0s juegos bipersonal es de suma nula con pagos vectoriales, siempre que se con-
sidere el concepto de estrategia de seguridad Pareto-6ptima como solucion de los mismos.

Ejemplo 2.1 Consideremos €l juego bipersonal del gjemplo 1.1. Este modelo puede anali-
Zarse como un juego matricial vectorial, donde la matriz de pagos vectorial es se descompone
en tresmatrices escalares A(1), A(2), A(3):

0 —-05 0 -02 1 1.5 1 1.2 1.5
A=| 2 =05 1.5 A(2)= 0.5 08 1.1 A(3)= 0.7 0.7 0.3
1 -05 0 1.2 04 0.7 —-05 0 0.2

Como es usual, los espacios de estrategias mixtas de cada jugador son

3
X={zeR/Y z=12>0i=123}
=1

3
Y={yeR/Y yj=1y;>0j=123}

j=1

y la funcidn de pagos del juego viene dada por €l vector de tres componentes

v(z,y) = 2'Ay = (v1(2,y), v2(2,y), v3(2, 9))

donde vy (z,y) = 2t A(k)y, k=1,2,3.

Para resolver este juego consideramos el concepto de estrategia de seguridad Pareto-
Optima para el jugador I, que consiste en maximizar (en sentido vectorial), €l vector de nivel
de seguridad del jugador |, es decir, e jugador | desde un punto de vista conservador, busca
estrategias x € X cuyo vector de nivel de seguridad no pueda ser mejorado componente a
componente.

El conjunto de estas estrategiasy | os cor respondientes vectores de nivel de seguridad aso-
ciados, viene dado por el conjunto de soluciones eficientes del problema lineal multiobjetivo
asociado al juego vectorial

10



3
S.a. ZtA(l) > (’Ul,’Ul,’Ul)
> (

2t A(2) > (v2,v2,v2)
2t A(3) > (v3,v3,v3)
R

x>0

Resolviendo (PLJM) mediante el software ADBASE (ver [37]) hemos obtenido las so-
luciones eficientes extremas

(x,v) = (0,8/11,3/11; —1/2,342/495,3/11)
(22, v%) = (1/18,62/99,7/22; —1/2,677/990, 663 /1980)
(23, v3) = (4/9,5/9,0; —1/2,17/90, 75/90)
(‘%47 /04) = (17 0,0; 71/27 71/57 1)

La figura 1 representa le espacio de estrategias mixtas del jugador |, donde los vértices
de este tridngulo corresponden a lastres estrategias puras. El jugador | debe utilizar alguna
de las estrategias que esté en la linea poligonal que unelos puntos 1y 4.

(0,1,0)

1

(0,0,1) (1,0,0)

Por ejemplo, la estrategia 2® = (4/9,5/9,0) indica que utilizando la radio y television
en proporcién 4/5, se asegura una pérdida de cuota de mercado de no méasde 1/2 en el primer
segmento de la poblacion y un aumento de cuota de al menos 17/90 y 75/90 en el segundo y
€l tercero respectivamente, y estos niveles no son mejorables conjuntamente.

En [8] proponemos otro concepto de solucion para juegos matriciales, estrategia utopico
eficiente, que esta basado en la distancia de |os pagos a unos determinados niveles ideales.
Ademas, estudiamos la relacion de este concepto con €l de estrategia de seguridad Pareto-
Optima y se propone un criterio de decision para elegir una determinada estrategia utépico
eficiente.

2.2 Juegos continuos

El concepto de estrategia de seguridad Pareto-6ptima puede extenderse a juegos biper-
sonales continuos multiobjetivo. En estos problemas los espacios de estrategias para los
jugadores| y Il vienen dados por:

M ={xcC/pi(x) <0,i=1,...,r}

I?={yeCy/gi(y) <0,j=1,....1}

11



dondeC; C IR™y Cy C IR™ son conjuntos corvexosy p;,i = 1,...,ryg;,j =1,...,t
son funciones convexas.

En [30] se demuestraque €l conjunto de las estrategias de seguridad Pareto-6ptimas para
el jugador | coincide con el conjunto de |as soluciones propiamente eficientes de un problema
multiobjetivo no lineal.

Ejemplo 2.2 Consideremos el juego bipersonal del ggemplo 1.2. Lo resolvemos bajo el punto
de vista del jugador 1l. Buscamos las estrategias de seguridad Pareto-6ptimas para este ju-
gador, es decir, €l jugador Il quiere determinar la cantidad, y, de forma que minimize el
méaximo del vector de pagos en ambas areas.

En este caso, para cada y € [0, 1] los niveles de seguridad en cada mercado son:

Haly) = max Ha(z,y) Hply)= mx Hp(z,y)
z€0,1] z€(0,1]

y e vector de nivel de seguridad H(y) = (H 4(y), Hp(y)), representa el pago que e juga-
dor 11 puede garantizarse en cada mercado. Entonces el conjunto de estrategias de seguridad
Pareto-Optimas y los niveles de seguridad asociados vienen dados por €l conjunto de solu-
ciones eficientes del problema bicriterio

min  Ha(y), Hp(y)
sa 0<y<l1

Las componentes del vector de nivel de seguridad en este model o son:

Ta(y) = méx Ha(e,y) =

= max{yrgnfgl ki(x —y), T ka(y — )} = max{ki(1 — y), kay}

Hp(y) = méx Hp(z,y) =

0<z<L1
— max{ méx (i — ). MK Fu(y — )} = méx{ks(1 — y). kay)

Por tanto

— {kl(ly) s Oﬁygklﬁ_—lkz

Haly) = .
AW) koy 8 A <y<ld

— ks(1 — S 0<y< ks
HB(y) _ 3( y) . ;Sy_ ks+ka
kay s s Sys1

Seglin los resultados obtenidos en [11], € conjunto de todas las estrategias de seguri-
dad Pareto-Optimas para € jugador Il en € juego bicriterio es, o bien €l intervalo cerrado
[k‘l/(k‘l + k‘g), k3/(k‘3 + k‘4)] o €l intervalo cerrado [k)g/(kg, + k‘4), ]421/(]&'1 + kg)]

Asi, sk = 2, ko = 3, ks = 3, ks = 2, e jugador |l deberd asignar una cantidad
y € [2/5,3/5] al primer mercado y una cantidad y — 1 al segundo, pudiendo garantizarse
unos niveles de seguridad, Ha(y) = 3y, Hp(y) = 3(1 — y), en los mercados A y B
respectivamente, que no son mejorables conjuntamente.
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2.3 Juegos por objetivos

En esta seccion, proponemos otra metodologia para estudiar |os juegos vectoriaes, que
yafue expuesta en [3] parajuegos escalares. A partir de unos objetivos o metas especificados
previamente, consideramos como solucién no sblo la estrategia que utilizara € jugador sino
también la probabilidad de obtener al menos dichos objetivos. Este concepto se basa en dos
principios basicos de racionalidad como son, la seguridad en cada criterio ante un cambio de
estrategia del oponente y la medida de la actitud ante el riesgo en estrategias mixtas.

Sea P = (Py,...,P) un vector de objetivos o niveles de satisfaccion, uno por cada
juego escalar, establecido por el jugador I. Consideremos que dicho jugador desea escoger
una estrategia de forma que en cada juego escalar obtenga un pago de al menos P;.

Definicion 2.4 Para cada par de estrategias mixtasz € X and y € Y, la funcion de pagos
del juego vectorial por objetivos viene dada por:
v(a,y) = 2" Apy = (n1(2,9), ..., vk(2,y))
donde
US(I'7y):.§CtAP(5)y 5:17"'ak
Ap(s):(5fj) 1<s<k, 1<i<n, 1<j<m

., 8.

s _ 1 Siaij(s)ZPS .

Asociado con cada estrategia del jugador |, existe un nivel de seguridad por objetivos en
cadajuego escalar delos que forman €l juego vectorial.

Definicion 2.5 Para cada estrategia + € X, € nivel de seguridad por objetivos de cada
juego escalar inducido por el juego vectorial es la probabilidad que puede garantizarse €l
jugador de alcanzar al menos €l nivel P, con esa estrategia en dicho juego.

Dado x € X el vector de nivel de seguridad paralos objetivos P es

P P P
v(z) = (01 (2),. .0y (7))
siendo
n
Pl — rina P — it — m s _
v, (x) = Zl;rélgvs (z,y) = LT]elgx Ap(s)y = 15]2” 2 zi0;; s=1,...k
=

vP(z),s=1,... k, eslaprobabilidad de alcanzar al menos el nivel P, en el juego escalar
dematriz A(s),s = 1,...,k cuando € jugador | utilizala estrategia 2. Obsérvese que dada
una estrategia x € X del jugador I, los niveles de seguridad v’ (), s = 1,..., k, pueden
obtenerse con distintas estrategiasy € Y del jugador 11.

De forma and oga puede determinarse € vector de nivel de seguridad por objetivos para
el jugador 11, a partir de los objetivos que éste considere. Vamos a establecer el concepto de
solucion para juegos vectoriales, basado en el nivel de seguridad por objetivos.

Definicion 2.6 Una estrategia z* € X es una estrategia de seguridad de nivel P para el
jugador |, s noexister € X, tal quev? (z*) < v (z),vF (2*) # vF ().
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Debido a que estamos estudiando juegos con pagos vectoriales, el concepto de solucion
anterior se basa en la optimalidad de Pareto, es decir, una componente de v* (z*) tomara un
valor mejor sblo si otratoma un valor peor.

Consideremos el siguiente problema de programacion lineal multiobjetivo que Ilamamos
problemalineal del juego multicriterio por objetivos, (JMO)p.

(JMO)p: max wr,..., v

sa  atAp(s) > (vs,..,v5) s=1,....k
Y wi=1
x>0

En [9] se demuestra que €l conjunto de estrategias de seguridad de nivel P se determina
como el conjunto de soluciones eficientes del problema (JMO)p.

Teorema 2.2 Una estrategia x* € X es una estrategia de seguridad de nivel Py v* =
(vi,...,v}) suvector de nivel de seguridad asociado si y sblo si (v*, z*) es una solucion
eficiente del problema (JMO)p .

Ejemplo 2.3 En €l juego del ejemplo 1.1, supongamos que el jugador | ha establecido los
objetivos P = (1,0.8,0.7). Para cada par de estrategiasz € X, y € Y la funcion de pagos
es

UP(‘T?y) = thPy = (U{D(L,y),’U;(»L,y),’l]?}))(i,y))
donde
ol (x,y) =2t Ap(k)y, k=1,2,3
_(s! 1 _f 1 s a;>1 .
AP(l) - (573) 62_] - { 0 s aij <1 ) = 15273
_ (52 o [ 1 s a;>08 . .
_ (53 3 J 1 8 a;>07 o
AP(3) - (613) 6ij - { 0 s aij < 0.7 1, = 1,2,3
Tenemos
0 0 O 0 1 1 1 1 1
Ap()=[ 1 0 1] Ap@=|0 1 1| Ap@) =11 0
1 0 0 1 0 0 0 0 O

Para cada estrategia x € X los niveles de seguridad en cada juego vienen dados por

vp(x) = minvg (z,y) k=1,2.3

de donde el vector de seguridad de nivel P para el jugador | es

o = (o] (2), 03 (2), 05 (2))
siendo v{ () la probabilidad de conseguir al menos P, en cada juego escalar cuando e
jugador | juega la estrategia .

La forma de obtener el conjunto de estrategias de seguridad de nivel P y los correspon-
dientes vectores de nivel de seguridad, esresolviendo el problema lineal multiobjetivo:
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méx U1, 02,03

S.a. l'tAP(].) > (’Ul,’Ul,Ul)
2t Ap(2) > (v, v2,v2)
thp(?)) Z (Ug,vg,’l}g)
Z?:l Xr; = 1
x>0

La solucidn de este problema viene dada, en este caso, por la envolvente convexa de las
soluciones €ficientes extremas del mismo, que son:

(z', ') = (1/2,0,1/2;0,1/2,1/2)

(z2,v%) = (1,0,0;0,0,1)

S ¢ jugador | utiliza la estrategia z* = (1/2,0,1/2) consigue no menosde P, = 1 con
una probabilidad de al menos 1/2, P, = 0.8 con probabilidad 0y no menosde P; = 0.7 con
probabilidad no menor de 1/2.

2.4 Juegos escalares de suma no nula como juegos vectoriales

Un procedimiento analogo a propuesto pararesolver 10s juegos vectoriales de sumanula
por medio de la programacion multiobjetivo puede utilizarse para estudiar |os juegos biper-
sonales escalares de suma no nula desde la optica de uno de los jugadores. VVamos a estudiar
un planteamiento que se basa en 10s juicios que puede hacer un jugador de modo aislado. En
este caso, €l jugador siempre buscara lo mejor para si, pero como sus acciones repercuten
en el resultado del otro jugador, el estudio puede realizarse bajo dos aspectos diferentes. En
uno de ellos, €l jugador trata de obtener |0 mejor para ambos, situacion que denominamos de
“actitud positiva’, mientras que en €l otro, un jugador intenta conseguir lo mejor parasi, pero
perjudicando a contrario, situacion que denominamos de “actitud negativa’. Veamos cada
uno de ellos.

Situacion de actitud positiva:

Sea un juego bipersonal escalar, donde f; y f»> son lasfuncionesdepagoy X'y X2 los
espacios de estrategias de los jugadores | y |1 respectivamente. Supongamos que el jugador
| quiere determinar la estrategia que le proporcione € mejor de los peores resultados, tanto
para & como para € jugador |I. Para ello, hay que considerar los pagos mas desfavorables
gue €l jugador | puede obtener con unaestrategiaz € X!, y que son:

n(@ = inf fi(@y) va(@) = inf foT@y).
yeX? yeX?

Anteestasituacion, €l jugador | debe considerar sblo aquellas estrategias que sean €ficien-
tes, puesen v, (T) y v2(T) solamente se consideraal jugador |1 através de su mejor respuesta
ante la estrategia propuestaz. Tendremos que Z es una estrategia eficiente del jugador I, si no
exister € X! tal quev, (z) > v2(T) Y va(x) > vo(T) con algunadesigualdad estricta. Estas
estrategias eficientes las |lamaremos estrategias de seguridad por laforma de ser valoradas.

Situacion de actitud negativa:
En este caso el jugador busca su maximo beneficio y al mismo tiempo € mayor perjuicio
de su oponente. Es decir, desde esta perspectivadel jugador | quiere determinar unaestrategia
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que le proporcione el mejor de los peores pagos para él y el peor de los mejores pagos para
el jugador |1. En este caso tiene que considerar una estrategiaz € X! tal que:

vi(Z) = inf_f1(Z,y) v2(T) = sup f2(7,y)
yeX? yeX?

7 €s una estrategia eficiente del jugador | si no existe z € X! tal que vy (x) > v2(Z) Yy
va () < vo(T) con agunadesigualdad estricta.

De lo expuesto se deduce que el andlisis de los juegos bajo la actitud positiva o bajo la
actitud negativa, se realiza por el mismo procedimiento sin mas que invertir € signo de una
de las funciones de pago de |os jugadores.

Este planteamiento puede hacerse también desde €l punto de vistadel jugador I1.

Cuando los pagos de los jugadores vienen determinados por las matrices de pagos A y
B respectivamente, el conjunto de estrategias de seguridad del jugador | y €l conjunto de
estrategias de seguridad del jugador 1, son los conjuntos de soluciones eficientes de ciertos
problemas lineales mlltiples. En € caso en que € jugador | trate de obtener lo mejor para
ambos €l problema lineal miiltiple se obtiene de la siguiente forma:

Paracadax € X, seconsideran los valores

vi(x) = Zr}r;l}r} Ay Yy we(z) = g;l}r} z' By,

y se buscala estrategia x € X, que haga maximos esos valores, es decir hay que resolver €l
problema:

max U1, U2

sa  xtA > (vi,...,v1)
a?tB > (’02,...7’02)
Y wi=1
x>0

Obsérvese que €l planteamiento anterior es similar a considerar el juego desde el punto
de vistadel jugador I, como un juego multiple de suma nula con matriz de pagos (4, B).

Cuando uno de los jugadores trata de obtener o mejor para si, pero perjudicando al con-
trario, € problemalineal miltiple que representa esta situacion para el jugador | es:

max U1, —V2

sa  xtA > (vi,...,v1)
a:tB < (’02,...7’02)
iy mi=1
z>0

En este caso, € planteamiento corresponde a considerar € juego desde € punto de vista
del jugador I, como un juego miltiple de suma nula con matriz de pagos (A4, —B).

Obsérvese que este resultado puede considerarse como una generalizacion del concepto
introducido por Owen, (ver [29]), para determinar una estrategia de amenaza Optima en un
juego bimatricial (A, B). Owen las obtiene resolviendo €l juego de suma nula de matriz
A — B, que en nuestra metodol ogia esta relacionado con el caso en que se resuelve € juego
miltiple de matriz (A, — B) con pesos unidad.

Vamos a aplicar estas ideas para analizar un duopolio en €l que las variables estratégicas
son los precios y las dos empresas rivales intentan establecer un precio menor que el de la
otra con € fin de aumentar su cuota de mercado.
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Ejemplo 2.4 Dos empresas venden cada una un bien que, en el mercado, son sustitutos el
uno del otro. Por ello, un cambio en el precio de un bien tiene un gran impacto en la demanda
del otro. Las funciones de demanda de cada empresa son respectivamente, d;(p1,p2) =
10 — p1 + 0.5p2/p1 da(p1,p2) = 20 — 2p; + po/p1, donde p; y p» denotan los precios de
la empresa 1y de la empresa 2 respectivamente.

Supongamos por simplicidad de célculo, que ambas firmas tienen costes de produccion
nulosy tratan de maximizar beneficios estableciendo los precios.

Este problema puede modelizarse como un juego bipersonal en forma estratégica donde
el conjunto de estrategias para ambos jugadores son respectivamente S; = [0,10] y Sy =
[0,10] y lasfunciones de pagos F (p1, p2) = 10p1 —pi+0.5p2  Fa(p1, p2) = 20ps —2p3 +
P1-

Sin pérdida de generalidad se consideran los precios en el intervalo [0, 10] porque para
precios mayores que 10 la funcion de demanda de ambos bienes puede ser cero. Las funcio-
nes de pagos son simplemente la funciones de beneficios obtenidas multiplicando las funcio-
nes de demanda por 10s precios respectivos.

Actitud Positiva: Considerando una actitud positiva del jugador |, € vector de nivel de
seguridad para una estrategia p; € [0, 10] vienedado por F(p1) = (Fi(p1), F2(p1)), donde
Fi(p1) = O<|;1712'|210 Fi(p1,p2) Fa(p1) = 0<TZT712'|210 Fy(p1,p2).

Este vector representa el resultado que €l jugador | se asegura para & y para el jugador
Il cuando juega la estrategia p; . La expresion analitica de los niveles de seguridad son
Fi(p1) = 10p; —p?  Fa(p1) = p1. Enlasiguiente figura se representan estas funciones:

25

10

5 9 10
Para maximizar el vector de nivel de seguridad hemos de resolver el problema biobjetivo

max  Fi(p1), Fa(p1)
S.a. 0<p;1 <10

Las funciones F (p1), F>(p1) son concavas en IR y sus valores maximos, en el intervalo
[0,10], se alcanzan en los puntos p' = 5y p?> = 10 respectivamente. De los resultados
obtenidos en [11] ,tenemos que el conjunto de estrategias de seguridad Pareto-optimas para
el jugador | esd intervalo cerrado [5, 10]. En este caso €l precio p; = 9 esuna estrategia de
seguridad Pareto-optima equitativa, en el sentido que cuando € jugador | establece este pre-
Cio, se asegura un beneficio de 9 unidades para é y para el otro jugador, con independencia
del precio que establezca el otro jugador.

Actitud Negativa: Considerando una actitud negativa, €l jugador | esta interesado en maxi-
mizar su beneficio minimo a la vez que minimiza el beneficio maximo que el jugador |1 pueda
obtener. Para una estrategia p; € [0, 10] el vector de nivel de seguridad viene dado por
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F(p1) = (Fi(p1), Fa(p1))
donde

F = min F F = m F
1(p1) 0<mB10 1(p1,p2) 5(p1) ng?%(w 5(p1, p2)

La expresion analitica de los niveles de seguridad son

Fi(p1) = 10p1 —pf  Fa(p1) = p1 + 50

En este caso, € jugador | quiere maximizar Fy(p;) y minimizar F»(p;). Para encontrar
las estrategias no dominadas resolvemos el problema biobjetivo

max  Fi(p1), —Fa(p1)
sa 0<p; <10

Al ser Fy(p1), —Fz(p1) funciones concavas en [0, 10] cuyos valores maximos, en €l in-
tervalo [0, 10], se alcanzan en los puntos p* = 5y p?> = 0 respectivamente, e conjunto de
estrategias de seguridad Pareto-optimas para el jugador | esel intervalo cerrado [0,5]. En
este caso no existe una estrategia de seguridad Pareto-6ptima equitativa.

Ejemplo 2.5 S en el gjemplo anterior consideramos que hay un nimero finito de estrategias
puras, este juego puede representarse por dos matrices de pagos. Supongamos que ambos
precios toman losvalores py, po = 2,4, 6,8, 10. Lasmatrices de pago Ay B que se obtienen
para losjugadores 1y 2 respectivamente son:

17 18 19 20 21 34 50 50 34 2
25 26 27 28 29 36 52 52 36 4
A= 25 26 27 28 29 B=] 38 54 54 38 6
17 18 19 20 21 40 56 56 40 O
1 2 3 4 5 42 58 58 42 10

Los espacios de estrategias mixtas para cada jugador en este caso vienen dados por

E

X={zeR/Y zi=1;>0i=1234,5}
=1

5
Y={yeR/Y yj=1y>0,j=12345}

j=1

Asl, paraz € X,y € Y, lasfunciones son:
Fi(z,y) =x2'Ay  Fy(z,y) = 2'By

En esta situacion €l juego bimatricial puede analizarse como un juego matricial bicrite-
rio. En el caso de actitud positiva, la matriz del pagos del juego bicriterioes (A, B), y en el
caso de actitud negativa la matriz del juego bicriterio es (A, —B).

Actitud Positiva: Considerando una actitud positiva del jugador |, € vector de nivel de
seguridad para una estrategiaz € X es

vi(x) = zSrélll;l ' Ay wve(z) = L‘gl}r/l z'By
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Para obtener las estrategias de seguridad Pareto-optimas del jugador | resolvemos el
problema lineal biobjetivo:

max U1, U2

sa.  xtA > (vy,...,v1)
2'B > (va,...,v3)
zeX

cuyas soluciones extremas eficientes son:
(z*,v") = (0,0,1,0,0;25,6)
(z2,v?) = (0,0,0,1,0;17,8)
(z3,v%) = (0,0,0,0,1;1,10)
y €l conjunto de estrategias de seguridad Pareto-optimas es el intervalo cerrado [6, 10].

Por ejemplo, si el jugador | establece el precio p; = 6, se garantiza un beneficio al menos
de 25 para é y un beneficio al menos de 6 para e jugador |1 independientemente del precio
gue establezca este Gltimo.

Actitud Negativa: Considerando una actitud negativa del jugador |, €l vector de nivel de
seguridad para una estrategiaz € X es

v (z) = L‘fél}r/] ' Ay wva(z) = 21€a§>/< z' By

El problema lineal biobjetivo asociado es

max U1, —V2

sa  ztA> (vy,...,v1)
!B < (va,...,v3)
zeX

cuyas soluciones extremas €ficientes son:
(z*,v') = (0,1,0,0,0; 25, 52)

(2%,0%) = (1,0,0,0,0; 17, 50)
y el conjunto de estrategias de seguridad Pareto-optimas es el intervalo cerrado [2, 4].
Obsérvese que los conjuntos de estrategias de seguridad Pareto-optimas que se obtienen

en el caso discreto son subconjuntos de |os correspondientes conjuntos obtenidos en € caso
continuo.

Otra metodologia para €l tratamiento de |os juegos bimatriciales no cooperativos se pro-
pone en[10], donde se estudian através delos juegos por objetivos introducidos en la seccion
2.3. Con este nuevo enfoque, el jugador puede ademas conocer |a probabilidad de conseguir
aquellos objetivos que se ha marcado.
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3 Juegos Cooper ativos

Un juego cooperativo multicriterio de valoracion vectorial (nica es un par (N, v) donde
N ={1,2,...,n} esel conjunto de jugadoresy v es una correspondencia que asocia a cada
coalicion un Unico vector de IR ™, cumpliendo que v(@) = 0. A la correspondenciav sele
denomina funcion caracteristicay alafamilia de todos | os juegos cooperativos multicriterio
de valoracion vectorial (nicaladenotaremos por G*.

En un juego cooperativo, cada posible coalicion tiene asignado un valor, que representa
su fuerza en el juego. El objetivo del estudio de los juegos cooperativos es buscar modos
de reparto racionales del valor total del juego, v(IV), que se obtiene si todos los jugadores
cooperan. Uno de los conceptos de solucion mas empl eados en juegos cooperativos escalares
es el de niicleo del juego, que es un reparto que mejorala val oracion de todas | as coaliciones,
ver [29]. Cuando lavaloracion de las coaliciones es vectorial, para establecer el concepto de
nlicleo hay que extender |os principios de racionalidad individual y colectivaal caso vectorial,
y dependiendo de la interpretacion que se de alaidea de mejora surgen dos teorias diferen-
tes. No obstante, el considerar las areas comunes que comparten ambas teorias nos permite
proponer un concepto de solucion andlogo al nlcleo de los juegos cooperativos escal ares.

A continuacion analizamos los distintos conceptos de nlcleo para juegos cooperativos
con pagos vectoriales que surgen a considerar dos relaciones: > ala que nos referiremos

como relacion de preferencia, y f alaque nos referiremos como relacion de no dominacia.
Denotemos por A a conjunto:

A—{/\GJRm/)\ZO,Z)\j—l}.
j=1

Definicion 3.1 Dado € juego (N, v) € G € juego ponderado por el peso A € A esel juego
escalar (N, \'v) en €l que para cada coalicion S se verifica:

)\t’U(S) = Z )\jvj (S)

Interpretaremos que un subconjunto poliédrico de A representa |os pesos que los jugadores
estan dispuestos a aplicar a los objetivos, es decir, las preferencias de los jugadores (ver
[22, 23]). Losjuegos escal ares ponderados por 10s puntos extremos de A se denominan juegos
componentes. Consideraremos como posiblestodoslospesos A € A, que corresponde al caso
en que los jugadores no proporcionan informacion sobre sus preferencias en los criterios,
pero todo el desarrollo es igualmente posible considerando un subconjunto poliédrico de A
de informacion sobre las preferencias en los criterios (véase[18]).

La extension de la idea de reparto del caso escalar para juegos con objetivos miltiples
consiste en una matriz con tantas filas como criterios se valoren y tantas columnas como
jugadores participan en € juego.

Definicion 3.2 Una asignacion o preimputacion del juego es una matriz X = (z}) €
Mpsn tal que XV =377 2h = v (N) Vj=1,2,...,m,esdecir, XV = v(N).

J
Al conjunto de preimputaciones del juego (N,v) € GV lo denotaremos por I*(N,v).
Una columna X de la matriz asignacion representa los pagos para € jugador i. Asimismo
denotaremos por X ° = Y ics X' alos pagos paralacoalicion S.
En primer lugar, teniendo en cuenta € principio de racionalidad individual, se exige que
el pago que recibe cada jugador no sea peor que lo que puede garantizarse por si mismo.
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Definicion 3.3 La preimputacion X € I*(N, v) esunaimputacion si se verifica
X'¢£w({i}) VieN.

Al conjunto de todas laimputaciones del juego lo denotamos por (N, v).

Ejemplo 3.1 Consideremos el modelo de sinergia de empresas, propuesto en €l gjemplo 1.3.

Lamatriz
3 4 5

€S una imputacion, pues es una matriz de pagos que reparte entre las tres empresas los
120.000.000 u.m. y los 1.000 trabajadores subvencionados de forma que individualmente
ninguna de ellas tiene motivos para estar en desacuerdo con el reparto porque:

xi=(5) zemixt= () zuen 0= () e

Ahora consideramos €l principio de racionalidad colectivay exigimos que ninguna coa-
licibn tenga motivos para estar en desacuerdo con el pago que recibe. Establecemos esta con-
dicion através del siguiente concepto de dominanciaque dependedelarelacionR € {>,«}.

Definicion 3.4 Dadas X, Y € I*(N,v) ylacoalicion S € A, diremosque Y domina a X
s
atravesde S deacuerdo con R (Y domg X)s Y® > X5 yu(S) R Y7,

En juegos cooperativos escalares, el concepto de imputacion no dominada se ha estudiado
ampliamente (ver [6]) y es labase del concepto de nlicleo. Sin embargo en juegos coopera-
tivos vectoriales € concepto que juega el papel central es el de imputacion no dominada por
asignaciones.

Definicion 3.5 Una imputacion X € I(N,v) dd juego (N,v) € G* es no dominada por

asignaciones si ninguna coalicion S € N puede encontrar otra asignacion Y € I*(N,v)
S

tal queY domp X.

s
INDA(N,v;R) = {X € I(N,v)/2SeN,Y € I*(N,v), Y domg X}

Notese que hay dos conjuntos INDA dependiendo de la relacion R que se use en la
definicion: > o « . A larelacion > le corresponde un conjunto INDA mayor que ala

relacion + , esdecir, INDA(N, v; ¢ ) € INDA(N,v; > ).
Ejemplo 3.2 En €l juego del gemplo 1.3, colectivamente ninguna coalicion tiene nada que
reprochar al reparto proporcionado por la imputacion X porque:

xt2 = (D)o x09 = (2 soqans x09 = (1) sutza.

Por lo tanto, en el giemplo de la sinergia entre empresas la asignacion proporcionada
por laimputacion X esuna INDA del conjunto INDA(N, v; £ ).

Consideremos ahora €l reparto dado por la imputacion:

3 5 4
Y‘<3 3 4)6/\/‘2*3
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Esta es otra matriz de pagos que reparte los 120.000.000 u.m. entre las tres empresas
y los 1.000 trabajadores subvencionados, pero en este caso ni individualmente ni colecti-
vamente el reparto supone una mejora componente a componente respecto a lo que cada
jugador o coalicion puede garantizarse porque tanto para € jugador 2 como para la coa-
licion S = {1, 2} setiene que:

Y?= ( ; ) Fo(f2h); Y= ( : ) #o({1,2})

Snembargo, s interpretamos el concepto de mejora en el sentido de no empeorar, ningln ju-
gador o coalicion tendré& motivos para estar en desacuerdo con los pagos que | e proporciona
la matriz de pagos Y, porque cada jugador o coalicibn obtiene, mediante Y, unos pagos
gue no empeoran los que pueden garantizarse por si mismos. Por lo tanto, la asignacion
proporcionada por laimputacion Y esuna INDA del conjunto INDA(N,v; > ).

Obsérvese que en este gjemplo estamos utilizando el orden natural porgue los jugadores
no han proporcionado ninguna informacién sobre sus preferencias en los criterios. Por tanto
el concepto de mejora que seinduce es mejora componente a componente, en €l primer caso,
y ho dominancia en el segundo caso. Ningln jugador o coalicion tiene motivos para estar
en desacuerdo con el reparto que proporciona la matriz X porque en dicho reparto todas
las coaliciones mejoran componente a componente los valores de la funcion caracteristica.
Esto no es asi en € reparto que proporciona la matriz Y™ pues, por giemplo, o que recibe el
segundo jugador no mejora componente a componente €l valor de la funcion caracteristicay
lo mismo ocurre con la coalicion {1, 2}; no obstante, en este caso, |0s pagos proporcionados
por lamatrizY no empeoran lo que cada jugador o coalicion se garantiza.

Ejemplo 3.3 Supongamos ahora que en e gemplo anterior, los jugadores han llegado a
un cierto acuerdo sobre los pesos que van a aplicar a los criterios y desean que ninguno
de los criterios tenga un peso excesivamente grande en relacion al otro, proporcionando
informacion suficiente para determinar el siguiente poliedro de pesos:

1 2
A:{)\:(a,l—a)eAi/ggagg}

que tiene como puntos extremos (5, 2) v (

).

W=

b

[N\

A

YN =u({N}) @

y{1.3} y{2.3}
v({1,2}) QP
YR
Q 32\ v({23h)
Oy!
v({1}) v({1,3})
v({3})

En lafigura serepresentan en el espacio de pagos, las val oraciones de las coaliciones del
juego, el cono de preferencia para cada coalicion con la relacion de preferencia que induce

v({2})

>
>
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A, y los pagos cada coalicion con el reparto Y. En esta situacion de informacion sobre los
pesos, con la relacion de preferencia, ningln jugador o coalicion tiene motivos para estar en
desacuerdo con €l reparto proporcionado por la matriz de pagos X y tampoco tiene motivos
para estar en desacuerdo con €l reparto proporcionado por la matriz de pagosY .

Siguiendo €l desarrollo de la teoria de juegos convencional, € siguiente paso es impo-
ner el principio de racionalidad colectiva a aguellas imputaciones consideradas como buenas
asignaciones. Esta idea fue introducida en [16] y luego formalizada para juegos escalares
con el nombre de nicleo del juego, pues son asignaciones en las que ninguna coalicion tiene
motivos para estar en desacuerdo con € reparto.

Definicion 3.6 El nicleo de un juego cooperativo vectorial (N,v) € G se define como e
conjunto de los asignaciones en los que X ° no esta dominado por v(S), cualquiera que sea
la coalicion S elegida.

C(N,»;R) ={X € I"(N,v) / X*Rv(S) }.

Esta definicion dalugar ados conceptos de nlcleo. Si usamos larelacion >, C(N, v; >)
lo Ilamaremos niicleo de preferenciay si utilizamos larelacion « , C(N,v; £ ) lo llamare-

mos nicleo de no dominancia. Estos conjuntos estan relaci onados de la sigai ente manera:
C(N,v; >) C C(N,v; £).

3.1 Caracterizacionesdel Nucleo

Es importante que estas asignaciones del nicleo no se dominen entre si ni individual
ni colectivamente. En € siguiente teorema se establece la relacion entre los conjuntos de
imputaciones no dominadas por asignacionesy los dos conceptos de niicleo definidos.

Teorema 3.1 Severifica:

1. INDA(N,v; 4 ) = C(N,

v

).

v;
2. INDA(N,v; >) = C(N,v; &)

IFA-

Vemos, por tanto, que ambos tipos de niicleo estan formados por clases consistentes in-
ternamente en relacion ala dominancia

Como sabemos del caso escalar € niicleo puede ser vacio, por lo que es muy importante
establecer condiciones para la existencia de las soluciones que acabamos de proponer. En
[18] se demuestra el siguiente resultado.

Teorema 3.2 Una condicion necesaria y suficiente para que € nlcleo de preferencia,
C(N,v; >), seano vacio es que los p juegos escalares A-componentes, (N,v;) € g¥  j =

1,2,..., m sean equilibrados.

Por tanto, €l nlicleo de preferencia, que se denomina nicleo producto cartesiano, y se
denotaC'(V, v; >), coincide con €l producto cartesiano de los niicleos delos juegos escalares

componentes, es decir:

XeCN,v;>) e X; € C(N,v;) VjeK
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Notese que la condicion de estabilidad que subyace en € concepto de nlicleo producto
cartesiano es bastante fuerte. Ninguna coalicion es capaz, por si misma, de mejorar los pagos
que le corresponden mediante unaimputacion X € C(N,v; > ) si X; se utilizapararepartir
Uj (N) .

A medida que €l poliedro de pesos se hace méas peguefio esta condicion de estabilidad
se relgja permitiéndose un empeoramiento del pago en alguno de los criterios a cambio de
unamejoraen otro criterio. Por tanto estamos ampliando el conjunto de las imputaciones del
nicleo producto cartesiano a reducir el poliedro de pesos.

En [13] se establece una condicion suficiente para que € niicleo de no dominancia seano
vacio. Consiste en exigir que 3 \ del interior relativo de A tal que el juego escalar ponderado
(N, M) € g seaequilibrado.

Teorema 3.3 Dado (N, v) € G, § existe \ € A~ tal que se verifica:
1. Mo(N) #0
2. (N, ) € ¢ esequilibrado,

entonces C (N, v; £ ) # O.

El reciproco no es cierto, es decir, de que C'(N, v; Q) # () no se deduce que exista
necesariamente un juego ponderado equilibrado, como se pone de manifiesto en € siguiente
gemplo:

Ejemplo 3.4 Consideremosel juego (N,v) € G¥,con N = {1,2,3, 4}, y con dos objetivos,
K ={1,2},

S {1}1{3{3}4?} {1{:{2{%2}4} {1,4},{2,3} | {2,3,4} | N
o] () HIEEEORISI6]

consideremos la matriz

-1 1 2 1
x= (5

1 -1 1 ) € Mza.

X € O(N,v; %), pues X% £ v(S) VS € N. Snembargo, 2 A = (a,1 —a) € A2
tal que € juego escalar ponderado correspondiente sea equilibrado, pues e juego escalar
ponderado tiene como funcibn caracteristica:

{172}7{374}
{1},{2}, {3}, {4}
s {1,2,3} 1,4),{2,3} | {2,3,4} | N
(.33, 2.4} (o) gy | BB EAD
Au(S) 1 2 3 —3a 143a | 3

y s consideramos la coleccién equilibrada formada por las coaliciones unitarias
B = {{1},{2}, {3}, {4}}, con pesos de equilibrio unitarios comprobamos que:

Z asAv(S) = 4£ 3 =ov(N),
Sep

y, por tanto, independientemente del peso A que apliquemos, €l juego ponderado no puede
ser equilibrado.
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Terminamos esta seccion insistiendo en la mayor complejidad que presenta el modelo
vectorial. Para ello, recordemos que, por gjemplo, en el caso escalar, todo juego esencia de
suma constante tiene niicleo vacio. Sin embargo, esto no ocurre en el caso vectorial como se
pone de manifiesto en € siguiente gjemplo.

Ejemplo 3.5 Consideremos un juego detresjugadores, N = {1, 2, 3}, y dos objetivos:
S {1} {2} {3} {1,2} | {1,3} | {2,3} N
2 3 4
1

o [ (G) ) TC) TG ) ()

Este juego es esencial pues >, v({i}) < v(N) y de suma constante pues para cualquier

coalicion S, v(S) + v(S) = v(N).
Sn embargo, €l nlcleo de no dominancia del juego es no vacio porque la matriz

1 10 1
X:(5 1 4>EM2><3EO(N’U;$)

4 Conclusiones

Lateoria de juegos multicriterio permite modelizar y analizar situaciones en las que se
presentan conflictos de intereses, no sblo entre los jugadores sino también entre |os distintos
criterios de cada jugador. De esta forma puede extenderse el estudio a un rango mas amplio
de situaciones conflictivas que las que analiza la teoria de juegos convencional.

Debido ala dificultad adicional que implica trabajar con maltiples criterios, muchos de
los resultados de | os juegos escal ares pueden no ser validos en el caso vectorial. Estacircuns-
tancia pone de manifiesto que la teoria de juegos multicriterio no es una generalizacion de la
teoria clasica, sino que los conceptos cléasicos aparecen como casos particulares de los que
establecemos para juegos vectoriales.

El planteamiento multiobjetivo que serealizaen el desarrollo de esta teoria, hace innece-
sario definir funciones de pago que escalaricen los criterios. Esto representaunagran ventagja,
ya que la existencia de tal es funciones impone ciertas restricciones a las estructura de prefe-
rencia de los jugadores. Por otra parte, €l reciente avance de las herramientas propias de la
optimizacion multicriterio ha hecho también posible un avance significativo en € campo de
los juegos multicriterio.
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Resumen:

Este articulo versa sobre algunas conexiones entre dos disciplinas de especial relevancia
en el analisis de decisiones: la Teoria de la Decision Multicriterio y el Analisis de la
Negociacion. El auge de esta ultima se debe al continuo desarrollo de las nuevas
tecnologias y al interés que despiertan, bajo este contexto, los modelos de toma de
decisiones colectivas. Los modelos de negociacion que aqui mencionamos tienen sus
origenes en la Teoria de Juegos, concretamente en el Regateo, aunque se apuntaran
otras disciplinas en donde el estudio de nuevas técnicas de negociacion estan
suponiendo un reto.
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1.- Introduccion

Debido al rapido crecimiento de entornos telematicos, como el correo electronico
o Internet, procesos como la negociacién o la toma de decisiones colectiva acaparan el
interés desde la perspectiva de los modelos.

En la literatura, los términos de negociacion y de toma de decisiones colectiva se
han venido utilizado de forma indistinta y simultanea, a pesar de algunos intentos de
distincion basado en caracteristicas del problema a tratar: como el grado de conflicto, el
nimero de grupos en litigio o la predisposicion a compartir informacioén entre las partes.
Bibliografia sobre este aspecto se encuentra en Islei y Locket, 1991; Jelassi y Foroughi,
1989; Teich, Wallenius y Wallenius, 1994; Zionts, 1992.

Normalmente, el proceso de decision colectiva se ha identificado con la
existencia de un unico Decisor que solicita consejo a un grupo de analistas y/o expertos.
Por el contrario, el proceso de negociacion aparece circunscrito al caso en el que el poder
de decision es compartido por dos 0 mas personas y, por tanto, sus posturas requieren ser
consensuadas. Veamos esta distincion desde otro punto de vista: Mientras en la toma de
decisiones colectivas el grupo figura como un todo, e intenta llegar a una decision unica, en
la negociacion el todo se refiere a un bien (bienes) comun, lldmese “pastel”, el cual debe
repartirse entre el colectivo.

Todo proceso de negociacion puede descomponerse en dos actividades de
naturaleza compleja: la comunicacion y la decision.

Por comunicacion se conoce a aquella fase definida por la recepcion, la aceptacion
y la compresion de mensajes (Firth, 1995). También se la conoce por discurso de la
negociacion y es fundamental, dado el caracter social del proceso. Dentro de esta actividad
los esfuerzos se orientan hacia la construccion de sistemas informaticos que permitan
construir, representar y analizar argumentos. En esta primera fase se pone de manifiesto la
importancia que tiene el intercambio de informacién en todo proceso de negociacion.

La fase de decision engloba tanto al hecho de estructurar el problema, segun las
pautas de algun sistema o modelo conocido, como a la aplicacioén del mismo. Esta actividad
se centra en dos caracteristicas del proceso de negociacion: el conflicto y la
interdependencia de intereses. El conflicto surge debido a que las personas tienen
intenciones separadas y contrapuestas (objetivos y metas). Este aspecto es uno de los
puntos de unién con la comunidad multicriterio; sin embargo, respecto a esta ultima
disciplina, los modelos de negociaciéon presentan un nivel adicional de complejidad: los
objetivos de los demas componentes de un grupo pueden no ser conocidos por cada
individuo. La otra caracteristica, la interdependencia, surge debido a que el logro de los
objetivos de un Decisor depende de las acciones de los otros, y asi sucesivamente.

La mayoria de los modelos de negociacion tienen sus antecedentes en el Analisis
de las Decisiones y en la Teoria de Juegos (Sebenius, 1992). Ambas disciplinas abordan el
problema desde el punto de vista de Decisores que somete su comportamiento al principio
maxima utilidad. No obstante, la segunda clase hace mayor hincapié en el supuesto de
conflicto de intereses. Ademads, proporciona herramientas descriptivas con las que predecir
el equilibrio entre dichas interacciones. Asi, aunque el Andlisis de la Negociacion esté muy
relacionado con ambas disciplinas, es la Teoria de Juegos (en particular el Regateo) la que
proporciona el marco mas apropiado con el que abordar situaciones de negociacion.
Ademas, al analizar una negociacion no sélo se busca un estudio descriptivo del proceso,
sino que también se desea ofrecer ayuda a las partes en conflicto (arbitraje). De este modo,
un objetivo prioritario del Analisis de la Negociacion es desarrollar una teoria prescriptiva



del proceso, a la vez que asistir a las partes en litigio, algo que no contempla el concepto
clasico de equilibrio.

Las propiedades de los acuerdos es otro aspecto por el que se interesa el Analisis
de la Negociacion. Se han propuesto diversos criterios con los que medir la bondad de un
pacto, entre ellos la eficiencia y la equidad (Mumpower, 1991). Sin embargo, no se ha
llegado a un consenso a la hora de definir lo que se entiende por un buen acuerdo. No
obstante, se admite que una propiedad deseable es su eficiencia. Un pacto es eficiente, u
optimo de Pareto, si no existe otra alternativa factible mediante la cual una parte pudiese
aumentar su utilidad sin llevar implicito el decremento de otras.

En este trabajo estamos interesados en sefialar algunas conexiones entre los
modelos de negociacion y los de decision multicriterio. Estas se han apreciado tanto en
aspectos de comunicacion como en aspectos de estructura y aplicacion de modelos. Por
este motivo, el articulo se estructura en dos Secciones que se corresponden con las citadas
fases de comunicacion (Seccion 1) y decision (Seccion 2). La tultima seccion (Seccion 3)
incluye unas conclusiones finales.

2.- La fase de comunicacion en la negociacion

Aunque ya se ha especificado que la comunicacion responde mas a un aspecto social
que formal, la posibilidad de abordar algunos de sus problemas mediante una metodologia
multicriterio hace que se le preste un mayor interés. Seguidamente, pasamos a desarrollar
los cuatro puntos que segun Kersten (1997) configuran esta fase.

a) La eleccion del “escenario” y del “modo” de comunicacion.

En este primer paso, los participantes seleccionan y acuerdan un escenario en el que
desarrollar todo el proceso de negociacion. Las nuevas tecnologias permiten el uso de una
amplia gama de redes para el intercambio de la informacién. De esta forma, podria
decidirse entre un escenario fisico o virtual. Por otra parte, la seleccion del modo de
comunicacion, sincroénico o anacrénico, completaria este primer problema de eleccion. Este
aspecto ha sido ignorado por muchos Sistemas de Ayuda a la Decision, ya que han supuesto
que el modo de comunicacion, y otra serie de requerimientos, estén fijados de antemano.
Una via para solucionar esta clase de problema de eleccion podria abordarse desde un
sistema de votacion.

b) Establecimiento de agendas

En este punto, los decisores discuten y acuerdan la terminologia y aspectos a tratar en la
negociacion. En ¢l se incluye la discusién sobre lo que se consideraran atributos de
decision durante todo el proceso. Esta fase aborda, implicitamente, el problema de
representacion, al menos de forma parcial, y se considera clave para desarrollar el resto del
proceso. Segun Kersten, el trabajo de Hening & Buchanan (1996), donde se pone de
manifiesto la importancia de la estructuracion de un problema multicriterio, se adapta
perfectamente al desarrollo de esta fase.

Recientemente, se han propuesto técnicas procedentes de la IA para establecer
similaridades entre conceptos (términos) presentados por diferentes decisores y para
categorizar estos conceptos en grupos consistentes y significativos.



¢) Exploracion del tema

Esta fase incluye problemas posteriores de especificacion y analisis. En negociacion las
partes intentan poner limites a los resultados, formulan sus mejores alternativas al acuerdo
de negociacion, establecen precios reserva, niveles de aspiracion para objetivos especificos,
establecen la oposicion y su intensidad y deciden sobre las estrategias iniciales a usar. La
simulacién es la base para los Sistemas de Ayuda a la Decision tan preciados en esta fase.
Con la simulaciéon se pueden determinar soluciones eficientes o los puntos criticos de
restricciones y objetivos (Raiffa, 1982)

d) Disminucion de los aspectos diferenciales y busqueda de la integracion

Mediante un intercambio de informacion, esta fase permite ajustar los niveles de
aspiracion y los objetivos subyacentes en todo problema de negociacion. También permite
detectar soluciones eficientes y conocer sus consecuencias, aprendiendo de las limitaciones
de los otros. Asi, tal y como indicamos en la introduccion, un acuerdo es eficiente, u 6ptimo
de Pareto, si no existe otro acuerdo factible en donde un negociador incrementase su
utilidad sin el decremento del resto (Nash, 1950; Raiffa, 1982; Mumpower, 1991 6 Ehtamo
et al. 1999)

3.- La fase de decision en la negociaciéon

En un problema de decisidon colectiva, el grupo se considera una entidad unitaria
que pretende llegar a una decision conjunta. Hay que distinguir dos clases de grupos: los
pequerios (o moderadamente grande) y los grupos realmente grandes. En los grupos
pequefios el sistema de decision clasico seria la regla de la mayoria, utilizando algun
método de votacion como forma de expresar las preferencias. Cada uno de los componentes
del grupo da su voto a todo un ranking de las alternativas posibles.

Cuando el grupo es grande, o muy grande, tenemos un problema de Eleccion
Social. En este caso se puede pasar de votar todo un ranking a, simplemente, seleccionar la
mejor, o mejores, alternativas. Empleado en grupos pequeiios, este sistema puede llevar al
problema de la votacion tactica.

Aunque hemos indicado que la Teoria de la Negociacion tiene sus antecedentes en
la Teoria de Juegos, actualmente existen otros enfoques que resultan de gran interés.
Nosotros vamos a referirnos a cuatro de estos enfoques, o modelos, con los que abordar un
problema de negociacion: la Teoria de Juegos, los Modelos de Agregacion, la Teoria
Cognitiva y la Inteligencia Artificial.

a) Modelos de Teoria de Juegos

La Teoria de Juegos parte de la figura de un Decisor Racional, y se interesa por
describir las interacciones entre esta clase de Decisores. No obstante, sus supuestos de
racionalidad llevan a una aproximacion normativa del problema, prescribiendo el
comportamiento de las partes hasta alcanzar un compromiso estable. Los modelos de Teoria
de Juegos asumen que el ntimero, la identidad de los jugadores, las alternativas y las
preferencias son fijos y conocidos, y que la comunicacion tiene lugar sélo dentro del
modelo fijado. Los juegos se dividen en dos categorias: los juegos cooperativos y los
juegos no cooperativos.



Los juegos cooperativos suponen que un acuerdo puede ser impuesto a las partes,
y se centran en el problema de dividir las ganancias del juego. La teoria de juegos
cooperativos es axiomatica, y centra sus esfuerzos en la busqueda de soluciones eficientes y
en la elaboracion de reglas para elegir entre ellas; como son, por ejemplo, la estabilidad, la
justicia o la equidad. La dificultad de estos modelos subyace en admitir como postulado
cierta forma de racionalidad colectiva, y en carecer de una estructura unificada y coherente.

Sin embargo, en los juegos no cooperativos se asume que un acuerdo se alcanza si
estd entre los intereses de las partes. De esta forma, la atencion se centra en una solucién
auto-ejecutiva, en el sentido de que una parte no puede obtener ventaja por desertar
unilateralmente de dicha solucion. Esto es, que el acuerdo entre las partes deberia poseer un
caracter auto-estabilizador y auto-ejecutivo. Investigaciones ulteriores en Teoria de Juegos
han ampliado el concepto de solucion hacia otras clases de forma de estabilidad, que
difieren en sus previsiones y habilidad de empeoramiento (ver Van Damme, 1991). La
dificultad aqui es que las soluciones eficientes raramente poseen una propiedad de
equilibrio, en otras palabras, una solucion estable podria ser, a menudo, mejorada para
todas las partes.

La Teoria de Juegos puede usarse en una evaluacion extensiva de los escenarios y
de los movimientos especificos de las partes, de sus estrategias, y en la determinacion de
las soluciones de compromiso potenciales.

La debilidad de sus modelos subyace en asumir supuestos de racionalidad que
raramente se observan en el mundo real. Asi, es sabido que factores como la informacion
imperfecta, las limitaciones cognitivas de las partes, o incluso la decepcion, son una
realidad en todo proceso de negociacion. Los tedricos de esta disciplina reconocen estas
debilidades y, en ocasiones, han planteado extensiones interesantes a la teoria. Sin
embargo, ellos a menudo consideran que dichos aspectos de comunicacion no son centrales
dentro de su modelo. Resumiendo, que aunque la investigacion basada en la Teoria de
Juegos ha dado lugar a importantes conclusiones en el andlisis de la negociacion, o en las
estrategias de regateo, los supuestos restrictivos en los que se fundamenta, junto con las
dificultades computacionales, han demostrado que sus modelos matemadticos son dificiles
de desarrollar y dificiles de aplicar.

b)  Modelos de agregacion

En esta clase de aproximaciones se reconoce la multiplicidad de criterios que
subyacen en el comportamiento de los negociadores, y se orientan al desarrollo de reglas de
decision para resolver el conflicto. Se asume que las funciones de utilidad de cada
participante son fijas y podrian ser, primero, evaluadas separadamente, y luego agregadas
invocando el supuesto de independencia de la utilidad. Bajo este supuesto, el proceso de
regateo se reduce a la especificacion de las preferencias y luego la combinacion de ellas
para cada participante y para el grupo en su totalidad. La funciéon de utilidad colectiva
obtenida (aditiva o multiplicativa) se utiliza para generar compromisos.

El Método de la Agregacion de la Utilidad podria usarse en procesos especificos
de decision colectiva (ej: evaluacion de proyectos, construccion de modelos de coyuntura)
pero no en situaciones tipicas de regateo donde los participantes tienen objetivos en
conflicto, exponen el comportamiento estratégico y niegan las preferencias y cualquier otra
informacion. Otros enfoques no requieren la definicion de una utilidad colectiva o funcién
de consumo, pero usan reglas de decision definidas sobre las alternativas en si mismas.



¢) La Teoria Cognitiva

Un problema de eleccion en donde interactuan varios Decisores, se caracteriza por
cierta “incertidumbre estructural”. En este supuesto la situacion puede ser: 1) nueva y sin
ningin factor familiar, 2) compleja con varios factores a tener en cuenta, o 3)
contradictoria, con elementos diferentes que sugieren distintas interpretaciones. Muchas
situaciones de decision colectiva y de negociacion son ejemplos claros de esta
incertidumbre estructural. La principal contribucion de la Teoria Cognitiva es reducir ésta.

La aplicacion de un enfoque cognitivo consiste en un andlisis de la percepcion,
junto a su interpretacion, orientado hacia la construccién de representaciones y el uso de
heuristicas. Los problemas son reconocidos e interpretados a través de referencias a
estructuras de conocimiento preexistentes. Los resultados especificos y los
comportamientos de la gente son categorizados e interpretados con el uso de juicios
heuristicos, que reducen las tareas inferenciales complejas a operaciones simples. Ademas
la formacion de una representacion innata posee sus raices en la experiencia pasada de los
individuos y su conocimiento de situaciones similares.

La decision colectiva y la negociacién se caracterizan por la coexistencia de
actitudes cooperativas y conflictivas. Un requisito previo para el éxito de estos procesos es
que los intereses comunes tengan mayor peso que aquellos que divergen. La Teoria
Cognitiva puede contribuir a una mejor comprension de los resultados, contradicciones y
percepciones negativas durante la negociacion. Por ejemplo, su uso puede ayudar a
explicar la persistencia de imagenes negativas de los adversarios y el porqué de algunos
conflictos.

La dificultad en integrar técnicas de Teoria Cognitiva con métodos normativos o
prescriptivos, reside en la diferencia principal entre teoria intuitivas y cientificas. Las
teorias intuitivas se utilizan para establecer relaciones pero son implicitas y, a menudo, por
debajo del nivel de conocimiento. Ademds el usuario y el contexto del problema son
especificos y no se adaptan facilmente al ambito genérico de los modelos formales, que
pretenden ser aplicados a una amplia gama de problemas. En estos momentos, uno de los
desafios para los Sistemas de Ayuda a las Decisiones Colectivas (DGSS) y Sistemas de
Ayuda a la Negociacion (NSS) es como realizar dicha integracion.

d) La Inteligencia Artificial: Sistemas de Ayuda a la Negociacion

Las técnicas que usan relaciones cognitivas precisan operar con simbolos
definidos por quien elabora la relacion. Los sistemas de razonamiento informatizados
(Sistemas Expertos) tienen como objetivo tratar con dicha sintaxis. Las bases de
conocimiento clasicas contienen un saber destilado sobre un problema especifico, y se usan
como fuente adicional de experiencia para el usuario. En este contexto se ubican los
Sistemas de Ayuda a la Negociacion. Estos, ademas de facilitar la comunicacion electrénica
entre las partes en conflicto, pretenden aportar modelos de decision con los que ayudar al
analisis de los requisitos y estrategias durante un proceso de negociacién. Algunos
proponen valorar lo aceptable o inaceptable de una propuesta basandose en criterios
multiples. De este modo el analisis de la decision multicriterio surge como herramienta
interesante en la elaboracion de estos sistemas. Tal es el caso de MEDIATOR (Jarke et al.,
1987), basado en la Teoria de la Utilidad Multiatributo, NEGOPLAN (Kersten, 1985),
basado en técnicas de Programacion por Metas (Goal Programming), o mas recientemente
los casos de NegocIAD (Espinasee et al. ,1997) 6 REMBRANDT (van den Honert y F.A.
Lootsma, 2000)



Dentro de la Inteligencia Artificial, otros enfoques para determinar y evaluar las
tacticas de negociacion se han basado en el uso de algoritmos genéticos, Matwin et al.
(1991).

4.- Conclusiones

La Teoria de la Decision Multicriterio (MCDM) ha influido sobre los modelos de
negociacion desde diferentes perspectivas. El tipo de influencia ha dependido de la
metodologia de partida. Asi, por ejemplo, el MAUT ha transmitido su interés por las
soluciones eficientes. Aunque, tal y como hemos mencionado, la dificultad de aplicar el
MAUT se debe a lo complicado que es valorar los pesos que definen la funcién de utilidad
agregada. Hay que tener en cuenta que dicho pesos se podrian interpretar como el poder de
las partes y/o la intensidad de convicciones de las mismas. Este problema, que puede
solucionarse con algliin proceso de votacion, tiene otra via para ser resuelto: centrar el
problema en identificar el conjunto eficiente. Para este propdsito, algunos autores han
usado un problema de optimizacion bicriterio (Angur et al., 1996). De todos modos, la
especificacion de las funciones de utilidad (valor) no es necesaria para determinar el
conjunto eficiente, como es el caso de los sistemas RAMONA y NORA (Teich, 1991;
Korhonen et al., 1994).

Mas intuitivas y mas faciles que el MAUT, otras metodologias se centran en la
busqueda de soluciones compromiso eficientes, en lugar de ansiar una solucién 6ptima. Tal
es el caso la Programacion por Metas, y mas concretamente, de la Programacion
Compromiso (Yu, 1973). Con esta herramienta, el Andlisis de la Negociacion consigue
soluciones compromiso factibles mediante la minimizacion de una distancia entre
soluciones individuales, en esta linea se encuentran los trabajos recientes de Fandel & Gal
(2001) o el de Gonzalez-Pachon & Romero (1999), referido a un contexto de votaciones.

Finalmente, otro de los vestigios de las técnicas multicriterio en el Analisis de la
Negociacion se encuentra en la posibilidad de usar criterios mas significativos que el de las
utilidades por parte de los negociadores; o en la incorporacién de la idea de interaccion, lo
que ofrece a las partes la capacidad de participar y controlar el proceso desde el modelo.
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hasta la actualidad considerando las opciones mdas importantes para los mismos,
evitandonos de este modo la introduccion de datos para el andlisis con cada uno de los
métodos. Ademas, permite la realizacion de simulaciones de la solucion del problema
contemplando la utilizacion de diferentes valores para los umbrales de las distintas
versiones y los pesos de los diferentes criterios, permitiéndonos de este modo realizar
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1.- Introduccion

La toma de decisiones puede considerarse como una formalizacion del sentido com(n
para aquellos problemas demasiado complejos en que éste no puede ser utilizado de modo
informal (Keeney, 1982).

Milton Friedman, en el primer capitulo de su libro Teorfa de los precios, destaca el
cardcter multicriterio de los diferentes problemas econémicos frente a los problemas
tecnoldgicos (Friedman, 1982). Considera que "existe un problema econémico siempre que
se usan medios escasos para satisfacer fines alternativos”. Mientras que "si los medios son
escasos, pero s6lo hay un fin, la forma de utilizar aquellos medios es un problema
tecnoldgico; no intervienen juicios de valor en la solucién; solamente el conocimiento de
las relaciones fisicas y técnicas".

La toma de decisiones consiste basicamente en una secuencia de etapas que comienza
con la descripcion del problema y termina con el plan de accién. Debiendo ser evaluada
cada una de las alternativas segun los diferentes criterios.

La eleccion de la mejor opcidn es trivial cuando existe una alternativa que supera al
resto en todos los criterios, pero esto no es lo que sucede normalmente, por lo que no existe
dicha solucion optima.

Las investigaciones sobre como resolver tales problemas han sido muy numerosas,
pudiéndose clasificar los distintos problemas en dos grandes categorias:

1.- Toma de decisiones Multi-Atributo (MADM?Y).
2.- Toma de decisiones Multi-Objetivo (MODM?).

Desde un punto de vista practico, la toma de decisiones multiatributo estd asociada
con problemas donde el nimero de alternativas esta predeterminado, y el decisor tan sélo
debe seleccionar, clasificar y ordenar las diferentes alternativas.

Por otro lado, la toma de decisiones multiobjetivo esta asociada con problemas donde
dichas alternativas no estan determinadas a priori, siendo el propdsito del decisor el obtener
o disefiar la "mejor" alternativa con los recursos limitados de que dispone.

En la préctica empresarial resulta muy complejo, y en la mayor parte de las veces
imposible determinar funciones objetivos a optimizar, mientras que es relativamente
sencillo identificar las variables, los atributos que intervienen y/o que tienen cierta
importancia en el proceso de decision. Por este motivo, en el campo empresarial, la mayor
parte de los métodos analizados y utilizados son los métodos de toma de decisiones (o de
ayuda a la decisién) multiatributo.

2.- Métodos de toma de decisiones multiatributo

Existen una gran cantidad de métodos para la toma de decisiones multiatributo, cada
uno de ellos con sus caracteristicas y campos mas adecuados de aplicacion. Hay dos
grandes categorias de métodos:

1. Métodos con solucidn a priori. Son aquellos en los que la informacién es obtenida

a priori a partir de los datos suministrados por los decisores.

! Multi Attribute Decision Making.
2 Multi Objective Decision Making.



2. Métodos interactivos. Son métodos progresivos, caracterizados porque el decisor
se va desplazando de una solucién a la siguiente de forma iterativa, segun la
informacidn facilitada en cada etapa por él acerca de sus preferencias sobre las
soluciones presentadas.

Existen multitud de clasificaciones de todos estos métodos en funcion de diferentes
caracteristicas. La siguiente estd basada en la informacién que tiene disponible el decisor
(Chen y Hwang, 1992), distinguiendo a su vez dentro de la informacidn en atributos el tipo
de esta informacion en ordinal, cardinal o estandarizada como se ve en la Figura 1.
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\_ ("Suma ponderada (SAW)
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\ Cardinal < Jerarquias analiticas (AHP)
TOPSIS
ELECTRE
\PROMETHEE

Figura 1. Clasificacion de los métodos multiatributo (Chen y Hwang, 1992).

3.- Métodos ELECTRE

Los métodos Electre (ELimination Et Choix Traduisant la REalité) se crearon desde el
centro Lamsade (Laboratoire d’Analyse et Modélisation de Systemes pour I’Aide a la
Décision) de la Universidad de Paris IX (Dauphine) desde el afio 1968, en el que Bernard
Roy vy sus colaboradores desarrollaron el primer método Electre. Desde esta época se ha
extendido la utilizacion de los métodos Electre por toda Europa, como lo demuestra la
abundante literatura existente sobre estos métodos y sus aplicaciones (Rogers et al. 1999).

Los métodos ELECTRE estdn basados en la definicion de relaciones de
sobreclasificacion® (o de superacién) entre cada par de acciones, afirmandose que una
accion A supera (o sobreclasifica) a otra B si A “es tan buena al menos” como B en “una
mayoria” de los criterios, y no hay ningln criterio en el que sea “notoriamente inferior”. En
adelante, utilizaremos la expresion sobreclasificacion siguiendo a Roy.

En la Tabla 1 se muestra la evolucidon de los diferentes métodos ELECTRE
desarrollados por Roy y sus colaboradores.

¥ Surclassement en francés. Outranking en inglés.



Version Il I 11v IS TRI

Autor | Roy | Roy, Bertier | Roy | Roy, Hugonnard | Roy, Skalka | Yu

Afio 1968 | 1971, 1973 | 1978|1982 1985 1992
Tabla 1. Diferentes métodos ELECTRE y evolucidn.

La eleccién de una problemética va a condicionar la eleccion de un método
determinado de resolucion. La problemética est4 condicionada por la formulacién del
problema y por la manera que tiene el decisor de considerar la ayuda a la decision.

Una de las definiciones més claras de los distintos tipos de problematicas la formulé
Bernard Roy, en la que define (Roy y Bouyssou 1993):

=  Problemética a: Selecciona las alternativas pertenecientes a un nucleo, esta
problematica permite definir alternativas incomparables entre ellas en un mismo
conjunto. La identificacion es mejor que en la problematica vy, pero depende de un
parametro “aleatorio” (umbral de concordancia) que se debe definir por el decisor a
la hora de resolver el problema, que es fundamental para la expulsion de alternativas
del nucleo. En fin, esta problematica define de forma poco transparente el limite
entre las alternativas “buenas” y las “malas”.

=  Problemaética B: Categorizacion de las alternativas potenciales (las que se van a
estudiar en el problema) en unas categorias predefinidas. Esta problemética permite
dar un valor absoluto (independientemente del resto de alternativas potenciales que
estén presentes en nuestro estudio) de cada alternativa potencial. Tiene la ventaja de
que podemos estudiar muchas alternativas potenciales sin que el nimero de calculos
sea desproporcionado. Se suele utilizar como etapa preliminar antes de estudiar
mediante un método apropiado la problematica y, ya que sirve como desbaste inicial
del problema de partida. Para definir los limites de las categorias se deben definir
alternativas de referencia que sirven para estructurar el problema (las alternativas de
referencia suelen ser normas legales 6 valores minimos para la consideracion de una
alternativa).

=  Problemética y: Clasifica las alternativas potenciales de forma global, de forma que
da un resultado relativo de cual es el orden de valor de todas las alternativas
potenciales. Ademas es capaz de solucionar problemas de clones (conjunto de
alternativas muy préximas entre ellas que se comportan de forma idéntica ante el
resto de alternativas potenciales), ya que considera los clones como variantes de una
misma alternativa base.

Todas estas problematicas no son independientes las unas de las otras, pues la ordenacién
nos puede resolver el problema alfa definiendo unos umbrales adecuados, y del mismo
modo, las clases de beta, se suelen definir por valores limites sobre una escala numérica,
pudiéndose por tanto utilizar una ordenacion previa para realizar la clasificacion.

El primer pardmetro que es importante en la eleccion de un método Electre es el tipo de
problematica que tengamos en nuestro proyecto.

=  Para la problematica a (eleccion de un subconjunto con las alternativas “mejores”, o

en su defecto, “satisfactorias”) los métodos adecuados son Electre | y Electre IS.

=  Para la problematica 3 (separacion por aplicacion de las alternativas potenciales en

categorias predefinidas por alternativas de referencia) el método adecuado es Electre
TRI.



Para la problematica y (restitucion de las alternativas potenciales ordenadas en clases

de forma completa 6 parcial) se pueden aplicar los métodos Electre Il, Electre 111 y
Electre IV.

Otra caracteristica que diferencia los métodos Electre es la légica de sobreclasificacion
empleada en su desarrollo. Se pueden hacer dos grupos:
[ 1] Electre | y Electre Il utilizan I6gica de sobreclasificacion nitida (descripcion de los
criterios de forma definida).
[ 2] Electre 111, Electre 1V, Electre IS y Electre TRI utilizan l6gica de sobreclasificacion
borrosa (definicion de pseudo-criterios, cuasi-criterios o pre-criterios).
Esta clasificacion se representa en la Tabla 2.

Problematica
Ldégica Criterios a B Y
Nitida Criterios definidos | -- I
Borrosa Pseudo-criterios IS TRI 1", v

Tabla 2. Clasificacion de los métodos ELECTRE.

Cabe destacar como a partir del ELECTRE IlI, todos los métodos desarrollados
han utilizado pseudo-criterios y sobreclasificacion borrosa por permitirnos un mejor ajuste
a la realidad, tal y como pretenden en general todos los métodos multicriterio de ayuda a la
toma de decisiones.

Gréficamente, y en funcién de los datos disponibles podemos seleccionar el
método ELECTRE seguin se muestra en la Figura 2.
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Figura 2. Seleccion del método ELECTRE (Maystre, Pictot y Simos, 1994)



4.-Programa WINELECTRE

El programa informético WinElectre es una implementacion de los diferentes métodos
ELECTRE. Est4 desarrollado para entorno Windows Yy tiene la apariencia y retne las
caracteristicas comunes a este tipo de programas (entorno grafico, barras de mends, barras
de botones, ...) tal y como se muestra en la Figura 3.
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Figura 3. Pantalla principal de la aplicacion WINELECTRE.

Disponemos de diferentes botones para la introduccion de los datos iniciales:
descripcion del problema, criterios, alternativas y matriz de decision. En la introduccién de
los criterios y alternativas se da la opcidn de utilizar un nombre identificativo mas corto
para facilitar el dibujo de las diferentes ordenaciones (o clasificaciones o categorizaciones)
de las distintas alternativas (ver Figura 4).
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Figura 4. Introduccion de los criterios.



Una vez introducidos todos los datos iniciales y comunes a todos los métodos
ELECTRE (y en general a todos los métodos de toma de decisiones multiatributo)
pasaremos a considerar los parametros necesarios para las diferentes versiones.

Para el ELECTRE | solo es necesario introducir los valores de los umbrales de
concordancia y de discordancia, asi como los pesos de los criterios considerados (ver
Figura 5). Podemos considerar diferentes simulaciones de la solucion variando los valores
de cualesquiera de esos parametros (umbrales y/o pesos). Cuando pulsemos el bot6n
calcular de la pantalla principal se analizarn todas las combinaciones de parametros,
pudiéndose realizar de esta forma un andlisis de sensibilidad de los mismos, sin més que
comparar graficamente los diferentes resultados obtenidos.
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Figura 5. Pardmetros del método ELECTRE |I.

Para el método ELECTRE I, deberan introducirse como parametros los umbrales
¢*, c®y ¢, los umbrales d; y d, y los pesos para cada criterio (ver Figura 6). Al igual que en
el caso anterior, podremos introducir varias combinaciones de estos parametros
(simulaciones) y al calcular la solucién a nuestro problema de decision analizar la
sensibilidad de la solucidn base obtenida.
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Figura 6. Pardmetros del método ELECTRE 1.



Dada la gran cantidad de parametros a introducir, mayor incluso en otros métodos y
ademéas dependiente del nimero de criterios que estemos considerando, cuando
introducimos una nueva simulacién se repiten la combinacion de valores de los pardmetros
anteriormente seleccionados, para facilitar de este modo la modificacion de aquéllos sobre
los que deseemos realizar un analisis de sensibilidad.

Del mismo modo se pueden analizar el resto de los métodos ELECTRE (I, IV, ISy
TRI). Logicamente los gréficos de resultados que obtenemos en cada uno de ellos son
diferentes por ser diferente la problemaética a resolver con cada uno de ellos.

Si nos encontramos en los métodos ELECTRE | o ELECTRE IS, se obtendrad un
gréafico (ver Figura 7) que nos clasifica las diferentes alternativas dentro del ndcleo (parte
superior derecha) o fuera de él cuando nos encontramos encima de alguna de las diferentes
combinaciones de parametros (simulaciones) que queremos analizar. Cuando en vez de
encontrarnos sobre una de las simulaciones, estamos sobre el icono del método, se obtendré
un gréafico del mismo estilo (ver Figura 8) pero en el que se muestra el nimero de veces que
una determinada alternativa se encuentra en el nicleo o fuera de él.
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Figura 7. Representacion gréafica del Nucleo para una combinacion de pardmetros.
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Figura 8. Namero de veces que una alternativa pertenece al nlcleo.

Para los métodos que resuelven la probleméatica y (ELECTRE II, Il y V),
obtendremos un gréafico en el que se ordenan las diferentes alternativas en orden ascendente
y descendente tal y como proponen Maystre et al. (1994) (ver Figura 9). Al igual que en el
caso anterior, cuando nos encontramos sobre el icono del método, aparece el nimero de
veces que una determinada alternativa ha aparecido en una posicién para el conjunto de las
simulaciones consideradas tal y como se observa en la Figura 10.
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Figura 9. Ordenacion de las alternativas.
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En la Gltima de las problematicas analizadas por los métodos ELECTRE (B), los

gréficos tienen la misma estructura que en el resto de los métodos, es decir, cuando nos
encontramos sobre alguna de la simulaciones nos aparece la categorizacion de las diferentes
alternativas (ver Figura 11), mientras que cuando nos encontramos sobre el icono del
método (ELECTRE TRI) nos aparece el nimero de veces que una determinada alternativa

se encuentra en una determinada categoria (ver Figura 12).

[ [T pe————
Dl ol o @ -] =] ] E

i =i b L D B ey M e Ccnnw o e L S A T

i LT § ily TLICTRL il TECTRL & il TLLCTRE & B UL [ WISl RL

L= T ITTaL di e

=
5
S e A e |

s i Cyarrsas

iniin] st o Gt [ g s

Figura 11. Categorizacion de las distintas alternativas.



fmfam Likie Gmerm degls

Dol & & e a = | B

an
255 b S [ dma Mmrams e e D g ama Farad s Bk

dly o iy LT B DT N B TLCTR W I o B EUICTR 17

3 LT Mgt K
o G

YT ﬂ
o Gt |

3 ILICTH i | |
o G

&3 ILECTH

G 1 3

.
i3 LT &

ey 1
}

Tl 1

P a a a
1
¥
1
L

e Pt

jv-.-l W e el e ] b 8 |W "L .~ HT

Figura 12. Nimero de veces que una alternativa esta en una categoria.

Dada la gran cantidad de datos introducidos y calculados, se pueden exportar todos
ellos incluyendo los graficos, tal y como se observa en la Figura 13, a un procesador de
texto para facilitar la creacion de informes y el andlisis conjunto de las soluciones
obtenidas.
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5.- Conclusiones

En primer lugar, debemos destacar la relevancia y necesidad cada vez mayor de los
métodos multicriterio de ayuda a la decisién, por ajustarse de una forma mas realista a las
hipétesis en las que suelen realizarse muchas decisiones.

En segundo lugar, sefialar la potencia de los métodos ELECTRE desarrollados por
Roy y sus colaboradores, para el andlisis de los diferentes problemas que se planteen, bien
sea de reduccion del nimero de acciones, de ordenacidn de las mismas, e incluso de
clasificacion en conjuntos predeterminados.

También se debe destacar la necesidad de herramientas informéticas para facilitar el
uso y desarrollo de estos métodos a los alumnos, a los directivos, y en general a personas
no introducidas en la materia.

Y por dltimo en cuanto al programa informético desarrollado, se pueden sefalar las
siguiente ventajas:

= Implementacién de todos los métodos ELECTRE en un mismo programa
informatico con lo que la introduccion de los datos del problema se realiza en una
Unica ocasion independientemente del nimero de métodos que utilicemos en el
andlisis.

= Posibilidad de analizar el problema con diferentes combinaciones de pardmetros.
Esto nos permite realizar andlisis de sensibilidad sobre los pardmetros iniciales
considerados y ver la robustez de la solucién obtenida con los mismos.

= Entorno gréfico bajo Windows, lo que nos permite intercambiar datos con otras
aplicaciones y facilitar la creacién de informes, para lo que se ha creado una
exportacion automatica de datos.
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DIFICULTADES DE LA PUESTA EN
PRACTICA DE LOS METODOS DE
DECISION MULTICRITERIO DISCRETOS

M? Carmen Escribano Rodenas y M* Carmen Garcia Centeno'

Resumen:

Este articulo analiza los diversos problemas que aparecen cuando se aplican los
Meétodos de Decision Multicriterio a problemas reales, en temas relacionados con el
disefio del modelo, pasando por el decisor y el analista; las alternativas de eleccion; la
valoracidn de las preferencias del decisor; los criterios que determinan las preferencias;
las ponderaciones de los criterios, la asignacion del tipo de criterio generalizado; los
umbrales de indiferencia o preferencia estricta, la validacion del modelo y por ultimo
los andlisis de sensibilidad que se realizan a posteriori. Estos problemas estan
detectados por los propios disefiadores y/o autores de los diferentes métodos de
resolucion aplicados en los analisis de la ayuda a la Decision Multicriterio Discreta.

Palabras clave.- Decision Multicriterio Discreta

! Departamento de Métodos Cuantitativos para la Economia, Facultad de CC. Econoémicas
y Empresariales, Universidad San Pablo-CEU, C/ Julian Romea, 23, 28003 MADRID



1.- Introduccion

Actualmente, en los problemas que se analizan bajo distintos criterios que estan
conflicto debido al grado de incertidumbre en el que se desarrollan, la decision multicriterio
discreta, es uno de los instrumentos mas 1util y practico, para poder llegar a la mejor
solucién de compromiso que sea eficiente, aunque ésta no sea una solucién Optima.
Ademas, permite un sencillo planteamiento del problema, es facil de comprender sin tener
elevados conocimientos sobre el tema y se puede utilizar un software informatico
especifico, que cada dia se desarrolla mas, para la obtencion de una solucién tanto numérica
como grafica. Es importante partir de la realidad hoy dia, de la multitud de aplicaciones
reales de la teoria de la decision en practicamente todos los ambitos de la actividad humana,
asi como la popularizacion entre los distintos tipos de investigadores de los métodos de
decision multicriterio discretos.

La puesta en practica de estos métodos de decision multicriterio discretos conlleva
muchos y diferentes problemas que afectan a los distintos elementos que forman parte de
un problema de decision y no siempre se perciben por parte del decisor y/o analista. En esta
pequeia reflexion, queremos sacar a la luz una parte importante de la problematica con la
que se enfrenta el analista y también a veces el decisor, a la hora de poner en marcha
cualquiera de los diferentes métodos de decision multicriterio para un problema real, asi
como, cuando ya se ha realizado todo el procedimiento informatico y se tiene la soluciéon o
posibles soluciones al problema real planteado, a la hora de interpretar tanto la solucion,
como las diferentes consecuencias sobre ésta de un analisis de sensibilidad o de robustez.
Estos problemas o dificultades tanto técnicas como tedricas no se ponen de manifiesto hasta
que se ha tenido la necesidad de realizar la modelizacion, para problemas reales con datos
también reales.

“En matiére d’aide a la décision, il peut é&tre
avantageux de ne pas dissocier le travail de formulation de
celui d’investigation. Le paradigme multicritére invite a
progresser sur les deux fronts simultanément. Les resultats
obtenus vont alors nécessairement dépendre du procédé
employé pour les trouver mais peut-il en étre autrement des
lors qu’on cherche a s’insérer dans un processus de décission?
Peut-on a la fois reconnaitre 1'existence d’ambiguités, de
marges de liberté, de logiques contradictoires et vouloir
dissocier les deux démarches de formulation et de résolution
comme on le fait en cherchant a enoncer ce qu’il est convenu
d’appeler un probléme bien posé?”!

2. -El modelo

El primer paso a la hora de enfrentarse con un problema real es la modelizacion. El
disefio del modelo precisa de la enumeracién completa del conjunto de eleccidn, es decir
todas las alternativas, de todos los criterios, las direcciones de mejora segun el criterio sea a
maximizar o a minimizar, sus escalas de medida y los umbrales de preferencia o
indiferencia dependiendo del tipo de criterio generalizado o de la funcion de utilidad bajo la

! Bernard Roy ,” préface” al libro de P. Vincke, L ‘aide multicritére a la décision. Editions
de 1I'Université de Bruxelles. SMA. Editions Ellipses. Paris, 1989. Pag. 13



cual se evalie. Los objetivos, es decir las preferencias o deseos de cualquier ente privado o
publico que actiia como decisor son contradictorios, es por lo tanto necesario para poder
obtener una solucion estar dispuesto a conseguir un poco menos de un objetivo para
conseguir mas de otro pero, ;jcudnto se esta realmente dispuesto a perder?. La tasa de
intercambio entre los diferentes objetivos que nos muestra este coste de oportunidad es
indicativa si entre los criterios se puede establecer una relacion lineal, sin embargo el
problema se complica si esta relacion no es lineal.

Existe toda una fase previa de recogida y clasificacion de la informacion y los
datos disponibles, para posteriormente realizar la eleccion del método multicriterio a
aplicar, ya que ha ido apareciendo un amplio panorama de métodos de decision
multicriterio discretos (cada uno de ellos con sus ventajas e inconvenientes), con su
posterior interpretacion y discusion. Esta etapa previa es incluso mas importante que el
método en si que se aplica, ya que éste viene determinado por su mejor adaptacion a los
datos recogidos’.

En realidad, para la mayoria de los investigadores en ciencias de las
organizaciones, la toma de decisiones es un proceso a lo largo del tiempo en el que
identifican al menos cuatro etapas, la primera de recogida de la informacion, la segunda del
disefio en si, la tercera de seleccion del procedimiento de resolucion y la cuarta de revision
y validacion de los resultados obtenidos. Los modelos contienen una serie de elementos que
habra que analizar uno a uno, viendo en qué forma se encuentran las dificultades de cada
uno de ellos en cada etapa.

Recogemos aqui las palabras de Sergio Barba-Romero y Jean-Charles Pomerol en
su libro “Decisiones Multicriterio™ sobre este punto:

“....0tro aspecto al que damos importancia es al de la
comprension por los lectores y futuros utilizadores, de las
trampas y limites de los métodos multicriterio. ...Es importante
comprender, a veces incluso contra la opinién de
modelizadores o tecnocratas de diversos pelajes, que los
métodos multicriterio no son portadores de una racionalidad
inmanente.”

No obstante, y como muchos investigadores piensan, la rigidez cientifica en la
aplicacion de ciertos modelos de decision multicriterio deja un poco que desear, aunque es
fundamental comprender que toda nueva rama de la ciencia® necesita una serie de etapas
que van consolidandola, estableciendo sus cimientos y la estructura fundamental’:

2 “Se ve..., la dificultad de llegar a un dominio aceptable en la aplicacién de estas
metodologias, que se encuentra en pleno periodo de desarrollo y fundamentacion”. Rios, S.;
Rios-Insua, M.J.; Rios-Insua, S.(1989): Procesos de decision multicriterio. Eudema
Universidad. Madrid. Pag. 318.

3 Barba-Romero, S. y Pomerol, J-Ch.: (1997): Decisiones multicriterio. Fundamentos
teoricos y utilizacion prdctica. Universidad de Alcala. Alcala de Henares (Madrid.). Pag.
21.

* “La aparicion en la década de los 70 del llamado paradigma decisional multicriterio con
un enfoque positivo (empririco) ha supuesto una verdadera revolucion el campo de la teoria
de la decision”. Romero, C. (1993): Teoria de la decision multicriterio: Conceptos,
técnicas y aplicaciones. Alianza universidad textos. Madrid. Pag. 14

5 Rios, S.; Rios-Insua, M.J.; Rios-Insua, S.(1989): Procesos de decision multicriterio.
Eudema Universidad. Madrid. Pag. 97.



“Es posible que muchos lectores, sobre todo de
formacién matematica, se decepcionen un poco al comparar la
pobreza de algunos métodos de asignacion conocidos, ..., con
la profundidad y frondosidad de las teorias que parten de ellos
para las aplicaciones practicas. La situacion no difiere apenas
de la que presentaban muchas aplicaciones fisicas en épocas
anteriores, en que las medidas eran también poco satisfactorias
comparadas con la situacion actual”.

Los modelos que se pueden establecer deben ser sencillos y no alejarse de la
realidad que representan, ya que de esta forma son mas comprensibles para el decisor y le
sera mas facil llevarlos a la practica. El analista tendra que presentar todas las conclusiones
posibles sobre el modelo, aunque estas sean contradictorias entre si, puesto que el decisor
debe tener en cuenta todos los posibles resultados para realizar una eleccion.

“In general, it is impossible to say that a decision is a
good one or a bad one by referring only to a mathematical
model: organizational, pedagogical, and cultural aspects of the
whole decision process which leads to making a given decision
also contribute to the quality and success of this decision.”

3.- El decisor y el analista

Uno de los primeros elementos de este modelo, es el decisor. En la realidad este
elemento es realmente una persona o conjunto de personas encargados de tomar una
decision, aunque ellos mismos no conozcan el método de resolucion y las técnicas mas
apropiadas, lo cual corresponde al analista. Incluso muchas veces el decisor no esta
realmente definido o identificado. Esta claro que el concepto en si de decisor es ideal y el
modelo puede variar ampliamente cuando este primer elemento es diferente. La mayoria de
los investigadores que nos dedicamos al ambito de la Decision Multicriterio, partimos de la
hipotesis de la existencia de un decisor ideal, y del concepto en si de decision.

“ ‘Résoudre’ un probléme de décision multicritére ne
consiste donc pas a rechercher une sorte de verité cachée (alors
cést le cas dans probléme d’optimisation classique), mais a
aider le décideur a maitriser les données (souvent complexes)
de son probléme et & progresser vers une solution. Celle ci sera
donc plutét une “action de compromis” et il faut accepter
qu’elle dépende fortement de la personnalité du décideur, des
circonstances dans lesquelles se fait 1’aide a la décision, de la
facon dont on formule le probléme et de la méthode d’aide a la
décision qui est utilisée. Ces caractéristiques sont évidement
génants pour des scientifiques habitués a résoudre des
problémes “dont la solution existe indépendamment d’eux”. Il
est dailleurs indéniable qu’une partie de la communauté
scientifique continue a considerer 1'aide multicritére a la
décision comme peu s€rieuse ou peu rigoureuse. ..., beaucoup
de chercheurs ont essayé de ramener les problémes

% Roy, B. (1990): “Decision-Aid and Decision-Making” in Readings in Multiple Criteria
Decision Aid. Bana e Costa, C.(Ed.). Springer-Verlag. Heidelberg. Pag. 27



multicritéres a des problémes mathématiquement bien posés,
au risque de les déformer complétemet.””

El decisor tiene que elegir libremente y sin ningun tipo de coaccién el modelo al
que se enfrenta para resolver un problema concreto, pero sin embargo pueden existir
distintos decisores que se enfrentan al mismo problema y el modelo que plantean es
diferente, ya que la obtencion o el calculo de los datos correspondientes a la evaluacion de
cada alternativa bajo cada uno de los criterios en la fase de recogida de informacion estara
condicionada al criterio utilizado y por lo tanto, la solucién a un mismo problema podria ser
diferente y el problema no tendria solucion tinica.

“This process involves compromise, and depends to a great
extent on the personality of the decision maker, and on the
circunstances in which the decision aiding process is taking
place.”

La funcién de utilidad (suponemos que siempre existe y que es unica) que puede tener
el decisor debe reflejar cuales son las preferencias de éste, el problema que se plantea es
(siempre reflejan eficientemente estas preferencias? ;existe un procedimiento Unico para
obtenerla? ;como se puede garantizar que no cambia a lo largo del tiempo? Y si cambian
las preferencias del decisor ;cual es el grado de reacciéon o dinamismo para seguir
reflejando fielmente las preferencias? ;son siempre los modelos interactivos y/o iterativos
la solucién?

Se supone que las preferencias del decisor son transitivas, lo que facilitaria un
ordenamiento entre las alternativas (que seria mejor cuanto menores sean  las
incomparabilidades), pero sin embargo puede ocurrir que las preferencias no sean
transitivas o que se produzcan ciclos, lo que plantearia un problema ya que muchas técnicas
de resolucion de la decision multicriterio discreta no s6lo buscan elegir la mejor alternativa,
sino también establecer un ordenamiento entre las alternativas.

El analista es un segundo elemento que entra a formar parte del modelo. En teoria, €l no
expresa sus opiniones, sino que se limita a tratar la informacion disponible de la manera
mas objetiva posible, pero sin embargo esta claro que €l es la persona, o grupo de personas
que realiza directamente la modelizacidon, es decir, toma la iniciativa a la hora de
interpretar la informacion suministrada por el decisor y la plasma en un modelo que elige el
mismo. La eleccion del modelo no es una tarea facil, ni siquiera para el investigador mas
aventajado. Pero tampoco serd facil la fase final de interpretacion por parte del analista de
los resultados del analisis, los intervalos de estabilidad, la robustez de las conclusiones
obtenidas,...

En la opinién de Sergio Barba-Romero y Jean-Charles Pomerol en su libro
“Decisiones Multicriterio™:

“Es preciso conocer bien este campo para establecer la diferencia entre lo
que dicen verdaderamente los modelos y lo que los analistas habiles
pueden hacerles decir.”

¢ Vincke, P. (1989): L aide multicritére a la décision. Editions de ['Université de Bruxelles.
SMA. Editions Ellipses. Paris.Pag. 56.

¥ Rogers, M.; Bruen, M.; Maystre, L.-Y.(2000): Electre and Decision Support. Kluwer
Academic Publishers. Dordrecht. Pag. 5

? Barba-Romero, S. y Pomerol, J-Ch.: (1997): Decisiones multicriterio. Fundamentos
teoricos y utilizacion prdctica. Universidad de Alcala. Alcald de Henares (Madrid). Pag. 21



4.- Las alternativas

El siguiente elemento importante es el conjunto de las alternativas posibles o
conjunto de eleccion, dentro del que hay que elegir una (bajo el supuesto de que en el
modelo se incluyan todas las alternativas y no sobre ni falte ninguna). Este conjunto esta
hipotéticamente compuesto por alternativas, excluyentes y exhaustivas, es decir,
alternativas diferentes que no tienen ningun elemento comun, de tal forma que al obtener la
solucion si existen dos o mas alternativas indiferentes entre si, es porque proporcionan al
decisor la misma utilidad y podré elegir cualquiera de ellas, siendo diferentes. Si las
alternativas son incomparables, entonces el decisor elegird la alternativa mejor en funcién
del criterio al que se asigna una mayor importancia. Las alternativas tendran que ser un
conjunto de elementos bien definidos en el espacio de los resultados. Desde nuestro punto
de vista, estas hipotesis son bastante fuertes, y el decisor debe estar obligado a elegir una de
ellas (no es posible la eleccion de una alternativa que no pertenezca a este conjunto), y no
puede elegir ninguna alternativa intermedia entre dos de las propuestas (no existen
alternativas mixtas). Si ademds desea introducir una nueva alternativa dentro del conjunto,
el analisis debe de volver a realizarse desde el principio.

“L’ensemble des actions n’ést pas, en général, une
réalité objective qui s’impose au décideur et a 1’homme
d’étude. Sa définition fait déja partie de 1’activité de
modélisation et petu conditionner fortement le reste de la
procedure. Il fait donc savoir quun méme probléme de
décision peut donner lieu a différentes présentations de
I’ensemble des actions....

Etant donné la complexité des problémes de décision,
il n’est pas toujours posssible de définir a priori l’ensemble. 11
arrive méme souvent que la définition se fasse progressivement
au cours de la procédure d’aide a la décision....

L’ensemble A, en général, ne s’'impose pas comme
une réalité objective facile a cerner. Un méme probléme peut
étre modélisé a l'aide de différents ensembles A et la nature
(stable ou évolutive, globalisée ou fragmentée) de cet ensemble
en dépend. Il n’existe donc pas “une bonne” et des mauvaises”
définitions de A. Certaines conduiront a une modélisation plus
simple des préférences mais 4 une application plus ardue d'une
méthode d’aide a la décision, d’autres auront les
caractéristiques inverses. La définition de A ne dépend donc
pas seulement du probléme posé et des acteurs du processus de
décision: elle interagit fortement avec les étapes qui vont
suivre, a savoir la définition des critéres et la modélisation des
préférences, le choix de la problematique et la méthode d’aide
4 la décision qui sera appliquée.”"”

' Vincke, P. (1989): L’aide multicritére a la décision. Editions de 1'Université de
Bruxelles. SMA. Editions Ellipses. Paris. Pag. 20-26-27.



5.- Los criterios

La manera segun la cual el decisor expresa su preferencia respecto de cada una de
las alternativas de eleccion es siempre a través de la evaluacion de cada una de éstas bajo
cada criterio. Como hipdtesis adicional hay que suponer la “racionalidad del decisor”, lo
que puede dar lugar a diferentes planteamientos de preferencias estrictas''. Estos criterios
pueden, en principio, ser dependientes entre si, lo que daria lugar a que unos criterios sean
mas o menos importantes que otros, el problema se plantea a la hora de calcular
exactamente la correlacion o dependencia que existe entre los diferentes criterios y como
afecta al problema trabajar con criterios que no son independientes.

Las escalas de medida de las alternativas con los diferentes criterios pueden ser en
principio cuantitativas o cualitativas

“Antes de entrar a discutir sobre la expresion de las
preferencias del decisor, vamos a suponer (hipétesis bastante
fuerte) que el decisor es capaz de dar, para cada uno de los
atributos considerados y para cada alternativa del conjunto de
eleccion, un valor numérico o simbolico....,los decisores tienen
a menudo la impresion de ser capaces de poder dar utilidades
cardinales. Es una presuncion que no siempre resiste la critica y
que, en todo caso, demanda mucha mas informacién que las
utilidades ordinales puesto que es preciso comparar todas las
diferencias.....el analista debera desconfiar del hecho de que
los decisores tengan a menudo la impresion de que estan
expresando cardinalidad, cuando en realidad s6lo estan seguros
del orden. En todo caso, sera interesante saber cuales son los
métodos multicriterio que son invariantes ante cambios de
utilidad cardinal y cudles otros incorporan mas o menos
cardinalidad. En lo que concierne a los segundos, el analista
sera mucho mas exigente respecto a la calidad de las
informaciones suministradas por el decisor, y este ultimo
deberd estar perfectamente informado sobre la escala a utilizar
y los valores a dar. ...

Es preciso ser tanto mas vigilante, en la practica,
cuanto que nunca sera dificil obtener evaluaciones numéricas
por parte del decisor. Parece que el ser humano sea
espontaneamente  evaluador!. [Esta facilidad no debe
engafiarnos: es mucho mas dificil obtener evaluaciones
robustas, que resistan a los cambios de escala y de contexto. En
todos los casos el analista deberd hacer prueba de un gran
espiritu critico y, sobre todo, contrastar la robustez de los
métodos en funcion del tipo de utilidad empleada.”"?

"' Barba-Romero, S. y Pomerol, J-Ch.: (1997): Decisiones multicriterio. Fundamentos
teoricos y utilizacion practica. Universidad de Alcald. Alcala de Henares (Madrid). Pag. 35
2 Barba-Romero, S. y Pomerol, J-Ch.: (1997): Decisiones multicriterio. Fundamentos
teoricos y utilizacion practica. Universidad de Alcala. Alcald de Henares (Madrid). Pag.
27-45-53



La representacion de los diferentes puntos de vista, aspectos, factores,
caracteristicas, por medio de una familia de criterios es una de las etapas mas delicadas de
la formulacién de un problema de decisién'. El profesor B.Roy'* elabord una metodologia
para la elaboracion de la familia de criterios, analizando las variantes que se pueden
presentar. Un estudio mas detallado, que permite representar todas las facetas del problema
evitando las redundancias, se encuentra en el documento de trabajo de Roy et Bouyssou'’,
donde se realiza una propuesta de definicion de familia coherente de criterios.

Es importante sefialar que la mayor parte de las veces, cuando los criterios son
cualitativos, es muy dificil ser objetivo, incluso tratando de modificar la escala de medida
del criterio en cuestion (se puede ensayar con una escala ordinal de al menos cinco
elementos y si es posible, mejor una de diez). A veces la técnica a seguir para obtener las
evaluaciones de algun criterio cualitativo ha sido el “Brainstorming”, lo cual supone un
nuevo riesgo que se asume al realizar el proceso de evaluacion, ya que supone el “elegir”
una muestra de la poblacion a opinar, y después realizar la técnica de grupo.

Un problema respecto de los criterios es que no solo hay que tener muy claro
cuales son los criterios que forman parte del problema, sino también cual es la forma de
evaluar cada alternativa bajo cada uno de los criterios, ya que estas evaluaciones
condicionan el resultado final.

Los criterios que aparecen en un problema de decision son diferentes para reflejar
los distintos &mbitos econdémico, politico, social, cultural, mediambiental, etc. en los que se
desarrolla. Sin embargo, hay veces en las que es muy dificil medir cual es en término de
costes o beneficios el impacto social o medioambiental que pueden ocasionar las distintas
alternativas del problema por un doble motivo; por un lado la obtenciéon de la propia
evaluacion en si (;,cdmo se obtienen objetivamente los resultados que aparecen en la matriz
de decision?), ya que segun sea la forma de calculo los valores obtenidos pueden variar, por
otro lado el caracter dinamico, es decir, cuales seran las consecuencias futuras de una
decision tomada en el momento actual

6.- Las ponderaciones

Las ponderaciones o pesos de los criterios, que intervienen en la mayoria de los
métodos multicriterio son de una vital importancia para poner de manifiesto la importancia
relativa de éstos, y creemos que se obtienen de forma bastante subjetiva por parte del
decisor (lo que implica que no sean Unicos), con la ayuda del analista. Es preciso tener en
cuenta el método en si utilizado para considerar la interpretacion de las citadas
ponderaciones, ya que en algunos casos basta con cambiar la escala de uno de los criterios
para tener que cambiar su peso relativo. A veces incluso la estimacion de las ponderaciones
no debe hacerse en términos de “importancia” (aunque es la mas frecuente), sino como una
tasa de sustitucion, es decir teniendo en cuenta la ganancia de un criterio que permite
compensar una pérdida sobre otro criterio.

“L’importance des critéres est évidement une
information cruciale. La plupart des méthodes traduisent cette
importance relative par des nombres, souvent appelés “poids”.

Y Vincke, P. (1989): L’aide multicritére a la décision. Editions de 1'Université de
Bruxelles. SMA. Editions Ellipses. Paris. Pag. 54

' Roy, B. (1985): Méthodologie multicritére daide a la décision. Economica. Paris.

"> Roy, B. Bouyssou D. (1987) “Famille de critéres: probléme de cohérence et de
dépendance”. Document du Lamsade n° 37. Université Paris-Dauphine.



11 faut cependant insister sur le fait que 1’interpretation de ces
poids n’est pas toujours immédiate et qu’elle dépend fortement
de 1'usage qu’on fait. Il faut donc étre trés prudent lorsqu’on
utilise les mémes poids dans des méthodes différents en vue de
comparer leurs résultats: une telle comparaison peut étre
totalement denuée de sens. ...

D’un point de vue pratique, plusieurs méthodes ont été
proposées dans la littérature pour estimer les “poids” des
critéres, sans que leurs auteurs s’intéressent toujours a leur
interprétation en foction de 1'usage qui en est fait....

Il est remarquable de constater que, trés souvent, la
personne interrogée est préte a atribuer spontanément des
poids aux critéres....”

.., dans ce probléme de determinations de “poids”, il
est clair que toute précision est illusoire...,”"

Los pesos no son facilmente asignables de forma fiable por que no son
independientes, y existiendo una correlacion mayor o menor entre ellos dependiendo del
criterio al que caractericen.

La forma de normalizar las evaluaciones de los pesos afecta a la solucion del
problema. Por lo tanto el modelo no es indiferente a las distintas fomas de normalizacion ni
tampoco a las unidades de medida de las distintas evaluaciones.

“...Human behavior in real life: ... People are very
poor in the operations like numerical evaluation of weights.
Exact outputs of quantitative methods are unreliable. ...”"”

7.- Los umbrales

En algunos programas informaticos utilizados para la resoluciéon de problemas
multicriterio discretos es necesario asignar un criterio generalizado junto con los
correspondientes umbrales, tanto de indiferencia como de preferencia estricta, asignados a
cada uno de los criterios para establecer la preferencia o indiferencia de cada una de las
alternativas. El problema surge, ya que no existe una norma fija, en la asignaciéon de un
criterio generalizado asi como al valorar numéricamente los umbrales respectivos. De esta
forma la solucion variard condicionada por los valores numérico elegidos y por el tipo de
criterio generalizado.

8.- Validacion del modelo y analisis de sensibilidad

En esta etapa se trata de analizar los modelos ideados considerando hasta qué
punto dan una “buena” solucién a los problemas reales para los que se han diseflado. Es
decir, un modelo estd validado si su comportamiento representa de forma adecuada el
comportamiento del sistema real, sujeto a todas las condiciones impuestas.

' Vincke, P. (1989): L ‘aide multicritére a la décision. Editions de 1" Université de
Bruxelles. SMA. Editions Ellipses. Paris. Pag. 142-144

"7 Larichev, 0.1.(1999): “A step to life decisions problems: verbal decision analysis” en
Advances in Decision Analysis. Meskens, N.; Roubens, M.(Eds.). Kluwer Academic
Publishers. Dordrecht. Pag. 65



El estudio de las variaciones de las soluciones ante pequefios cambios en los
valores de los parametros escogidos es fundamental para todos los analisis y en especial en
el ambito de la teoria de la decision multicriterio, sobre todo teniendo en cuenta la forma en
que se han elegido, como ya hemos explicado en las secciones anteriores.

En palabras del profesor Rios'®:

“Un estudio sistematico de la sensibilidad en los
distintos procedimientos de decision no se ha hecho de una
forma general y satisfactoria, a pesar de que constituye un
aspecto importante que viene a complementar el estudio de
validacion de cada método, tiene interés ademas por su
repercusion en el calculo efectivo de las soluciones”.

Asociados a los pesos, tenemos sus correspondientes intervalos de estabilidad que
nos indican entre que valores pueden variar las ponderaciones sin que la eleccion final se
vea afectada. Sin embargo en los métodos de decision multicriterio discreto, a diferencia de
otros métodos, no so6lo interesa cual es la mejor alternativa sino también cual es el
ordenamiento total o parcial que existe entre ellas. Si el modelo planteado no es sensible
entonces no se vera afectado el ordenamiento existente entre las alternativas, sin embargo y
a pesar de que en algunas implementaciones de software para la resolucion de problemas de
decision multicriterio se establecen los intervalos de estabilidad de ciertos parametros, ante
variaciones de éstos parametros, dentro de sus intervalos de estabilidad, el ordenamiento
final de las alternativas cambia.

9.- Conclusion

Los métodos multicriterio tanto para problemas discretos como para problemas
continuos (aunque nosotros nos hemos centrado en los discretos) no son “la receta magica”
que permite resolver todos los problemas de decision, ya que sobre el conjunto de eleccion
no se puede siempre establecer un ordenamiento y en el caso de que si se pueda establecer
el ordenamiento final de las alternativas, €ste se podria ver alterado segun la forma de
obtener las evaluaciones, pesos, criterios generalizados con sus correspondientes umbrales,
etc.

Sin embargo, a pesar de las limitaciones a las que se enfrentan los distintos
elementos de un problema de decision, segun hemos tratado de reflejar anteriormente, la
metodologia multicriterio es muy utilizada para ayudar a resolver problemas reales de
naturaleza muy diversa tanto en el dmbito privado como en el publico. En términos
generales, se puede decir que se aplica en la asignacion, gestion y distribucion de los
distintos tipos de recursos; en problemas de seleccion de la mejor ubicacion de centrales
nucleares, eléctricas, hospitales, puertos, aeropuertos, trazados de metros, autovias, etc.;
planificacion de produccion; asignacion de carteras de valores,. ..

Por ultimo, también es importante resaltar que estas técnicas utilizadas en los
distintos ambitos politico, econémico, social, cultural, militar, sanitario, etc. se han visto
favorecidas debido al notable avance producido en la tecnologia y software informaticos,
de los ultimos afios. De esta forma, la metodologia multicriterio ha podido apoyarse en un
software informatico que ha facilitado, y en un futuro no muy lejano ayudara todavia mas,
a resolver problemas que se desarrollen en practicamente todos los campos de la vida real.
Asi, incluso se podran resolver muchas de las limitaciones e inconvenientes que en este

18 Rios, S.; Rios-Insua, M.J.; Rios-Insua, S.(1989): Procesos de decision multicriterio.
Eudema Universidad. Madrid. Pag. 317



articulo se ha pretendido reflejar no como una critica a esta metodologia, sino como una
reflexion de la que cualquier investigador que la utilice tiene que ser consciente.
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DISCRETO EN LA SELECCION DE
ALTERNATIVAS DE APROVECHAMIENTO
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Resumen:

El aprovechamiento forestal es la actividad de esta rama que mas degrada el medio y
especialmente el suelo. La seleccion de las tecnologias mdas adecuadas para el
aprovechamiento es una de las decisiones mas importantes que debe tomar un ingeniero
en la produccion. El presente trabajo es una aplicacion del método de superacion
PROMETHEE ( Preference Ranking Organization Method for Enrichment
Evaluations), para la seleccion de la tecnologia mas adecuada, en el aprovechamiento de
la madera, de forma tal que, sin dejar de cumplir sus funciones econémicas, los bosques
satisfagan los usos de proteccion y recreo.

Se estudiaron cinco tecnologias de aprovechamiento sobre la base de 9 criterios
algunos de ellos en conflicto, la informacion fue tomada en una empresa forestal
cubana. Para el establecimiento de las ponderaciones, se utilizd el método AHP
(Analytic Hierarchy Process, Saaty 1977) . Como resultado de nuestro trabajo se
entregd a la empresa una ordenacion completa de las tecnologias de aprovechamiento.

Palabras clave.- Aprovechamiento forestal, Tecnologias, Método de decision

multicriterio discreto.
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1.- Introducciéon

En la actividad forestal, el aprovechamiento de la madera es la actividad de mayor
impacto destructor sobre los bosques, provocando dafios al suelo, la vegetacion, la fauna,
contaminando ademas las aguas y el medio ambiente. Asi, histéricamente, la explotacion
masiva de los bosques cubanos ha provocado la desaparicion de mas del 80% de la
superficie boscosa en la isla.

De la misma forma, el agotamiento de los recursos madereros y sus implicaciones
negativas sobre el ecosistema forestal y el medio ambiente en general es una realidad que
azota todo el planeta, razon por la cual el manejo sostenible de los bosques constituye un
imperativo para las generaciones actuales. Por este motivo, en los tltimos afios, se estan
realizando grandes esfuerzos encaminados a la reforestacion y recuperacion de las areas
desforestadas, asi como en la planificacion de una ordenacion forestal mas respetuosa con
el bosque y el medio ambiente.

El alto volumen de productos que genera el aprovechamiento de madera y por la
capacidad productiva de los recursos renovables que son los bosques, es necesario
encaminar los esfuerzos en dos direcciones fundamentales. Por un lado, la sociopolitica
para crear condiciones econdmicas, politicas y sociales que permitan el mantenimiento de
los bosques, y, por otro, la direccion tecnoldgica, para asegurar el empleo de métodos de
aprovechamiento ecologicamente adecuados y econdmicamente aceptables, que promuevan
a la vez el mantenimiento de las riquezas del bosque (Dykstra, 1992).

Resulta, pues, imprescindible el estudio de los efectos que las tecnologias de
aprovechamiento de la madera provocan sobre el medio ambiente y especificamente sobre
el suelo, siendo la Compactacion y las Perturbaciones superficiales al suelo dos efectos
degradantes del mismo de especial importancia (Monroy (1981), Gayoso e Iroumé (1984)).

La Compactacién es la deformacion fisica de los suelos. De acuerdo con Fenner
(1996), estas deformaciones son provocadas por la sobrecarga mecanica y pueden
cuantificarse a través de diferentes parametros fisicos como la densidad del suelo, la
resistencia a la penetracion o corte y el volumen de poros. Por otra parte, las Perturbaciones
en la cubierta vegetal se relacionan con la eliminaciéon de la vegetacion que protege al
suelo.

Los impactos potenciales provocados al suelo debido a las actividades de
aprovechamiento se resumen, por tanto, en la compactacion, remocion y desplazamiento de
nutrientes, y generalmente, aumentan con el incremento de la mecanizacion, en
comparacion con los métodos de aprovechamiento manuales.

Cordero (1995) plantea que los animales (referido a las yuntas de bueyes), pasando
100 veces por el mismo lugar sélo afectaron la capa del suelo de 5 a 10 cm de profundidad,
mientras que el tractor al pasar, so6lo una vez, afecté de 40 a 50 cm de profundidad el suelo.

Cuando se utilizan los métodos tradicionales, se provocan grandes dafios al suelo,
entre otras causas, por la alta densidad de caminos que requieren estas técnicas. Para
contrarrestar este efecto, se han desarrollado los sistemas de cables aéreos que disminuyen
sustancialmente los dafios al suelo.



Los métodos de extraccion de madera con helicopteros introducidos en los tltimos
aflos en los tropicos, representan una soluciéon técnica al problema. Los estudios
preliminares confirman que asi se pueden reducir los dafios a niveles extremadamente bajos
en comparacion con los causados con el método tradicional del tractor. Sin embargo, la
técnica de extraccion con helicoptero es muy costosa.

Algunos investigadores han analizado los impactos provocados por las
tecnologias, sobre todo, en paises que han asumido el llamado Modelo Verde. El Centro
latinoamericano de desarrollo (1996) informa, en sus estadisticas, de pérdidas de suelo en
operaciones agricolas y forestales de 13.6 billones de toneladas por aflo. También Gayoso
et al. (1990) determinaron pérdidas de suelo de hasta 3.19 toneladas por hectareas en
operaciones de aprovechamiento de madera en empresas chilenas. La falta de interés sobre
las consecuencias ambientales de grandes proyectos de desarrollo, ha demostrado ser muy
costosa. En el caso de proyectos forestales y agricolas mal concebidos, el impacto mas
dramatico universal es la pérdida de productividad del suelo, especialmente en los tropicos
htmedos.

El grado de mecanizacion de las tecnologias influye, particularmente, segin Oria
de Rueda (1990), sobre los suelos que constituyen el sustrato para el crecimiento de la
vegetacion, la cual, a su vez, la fauna necesita para su cobijo y alimentaciéon. En
consecuencia, se origina un desequilibrio ecoldgico del ecosistema forestal. Hendrison
(1990), estudia los dafios que provocan las tecnologias sobre el paisaje y puntualiza sobre
los dafios a la madera durante las operaciones de aprovechamiento.

Asi, en la actualidad, la ordenacion forestal estd orientada no so6lo a la produccion
de madera y otros bienes, sino también al uso multiple del bosque, es decir, ademas de los
aspectos productivos asociados al bosque, se tienen en cuenta aspectos como la
preservacion de recursos genéticos, la diversidad biologica y la proteccion del medio
ambiente. Por este motivo, la introduccion de las técnicas de Decision Multicriterio se ha
convertido en una necesidad para la gestion de los recursos naturales en la actualidad,
puesto que dichas técnicas permiten incorporar multiplicidad de objetivos que pueden
reflejar, en nuestro caso, la constante tension entre los fines econdmicos y de conservacion
del medio ambiente, lo cual es un aspecto fundamental para el desarrollo de esta
problematica.

En esta linea, el presente trabajo es una aplicacion del método de superacion
PROMETHEE (Preference Ranking Organization Method for Enrichment Evaluations),
para la seleccion de la tecnologia mas adecuada, en el aprovechamiento de la madera, de
forma tal que, sin dejar de cumplir sus funciones econoémicas, los bosques satisfagan los
usos de proteccion y recreo.

Entre los métodos multicriterios discretos, PROMETHEE es uno de los mas
eficientes y mas utilizados en la literatura, donde podemos encontrar numerosas referencias
a problemas reales, especialmente de ubicaciéon (centrales hidroeléctricas, instalaciones
comerciales en ambientes competitivos, etc). El objetivo esencial de este método es el de
hacerse facilmente comprensible por el decisor y facilitar el intercambio de informacion
entre éste y el analista del problema. Por afiadidura, este método estd implementado en un
programa comercializado, Decision Lab, de contrastada eficiencia, siendo este otro motivo
mas para realizar el analisis de nuestro problema mediante este método.



Tras esta introduccioén, en el epigrafe siguiente analizaremos las alternativas
disponibles y los criterios bajo los cuales van a ser evaluadas, lo cual constituye el primer
paso para la aplicacion de cualquier método multicriterio discreto. Las ponderaciones de
dichos criterios asi como las funciones de preferencia asociadas a los mismos son dos
aspectos que recogen las preferencias del decisor y seran analizados en los epigrafes Il y
IV, respectivamente. Posteriormente, en el epigrafe V, comentaremos los resultados
obtenidos, finalizando el trabajo con las conclusiones mas relevantes y las referencias
bibliograficas utilizadas.

2.- Formulacion del problema

La informaciéon que utilizaremos en nuestra aplicacion se centra en los bosques
naturales de Pinus caribaea, ubicados en la zona norte de la provincia de Pinar del Rio, en la
zona mas occidental del territorio cubano. Dicha informacion proviene de datos de campo
de la Empresa Forestal Integral “La Palma”, nuestro centro decisor.

En la formulacion del problema se ha introducido un conjunto de cinco
alternativas que representan las posibles tecnologias de aprovechamiento forestal
disponibles para la empresa “La Palma”, y nueve criterios que reflejan los aspectos
relevantes, de indole medio ambiental, bioldgicos, econémicos, etc., en la seleccion de las
tecnologias. Cada una de las alternativas es evaluada para cada uno de los criterios, dando
lugar a una matriz de informacion con 9x5 evaluaciones que representan el resultado
alcanzado por cada alternativa o eleccion en cada uno de los atributos o criterios.

Cada una de las cinco tecnologias consideradas abarca desde la construccion de
acopiaderos, para el depdsito de la madera después de ser cosechada, hasta el transporte de
la madera en camiones y seran identificadas como I, II, III, IV y V. A continuacién se
detallan las caracteristicas de cada una de ellas:

Tecnologia I

Construccion de acopiaderos con komatzu D85A.
Tala con motosierra.

Desrrame y despunte con hacha.

Extraccion de darboles completos con tractor TDT-55°.
Carga de troncos enteros con el cargador PL-2.
Transporte en camiones semirremolques TMZ —9381.

VVVVVYY

Tecnologia I1

Construccion de acopiaderos con komatzu D85A.
Tala con motosierra.

Desrame y despunte con hacha.

Extraccion de arboles enteros con tracto TDT-55°
Troceado con motosierra en acopiadero.

Apilado y clasificacion con bueyes en acopiadero.
Carga de trozas con el cargador PL-2.

Transporte de trozas en camiones con plataformas.

VVVVYVYVYVY
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Tecnologia 111

Construccion de acopiaderos con komatzu D85A.

Tala con motosierra.

Desrame y despunte con hacha.

Extraccion de arboles enteros con tractor LKT-81 TURBO.
Carga de troncos enteros con cargador PL-2.

Transporte de madera larga en camiones semirremolque.

Tecnologia IV

Construccion de acopiaderos con komatzu D85A

Tala con motosierra..

Desrame y despunte con hacha.

Extraccion de arboles enteros con tractor Jhoon DEERE.
Carga de troncos enteros con cargador PL-2.

Transporte de madera larga en camiones semirremolque.

Tecnologia V

Construccion de acopiaderos con komatzu D85A.

Tala con motosierra.

Extraccion de arboles enteros con Animales.

Desrame y despunte con hacha.

Troceado con motosierra en acopiadero.

Apilado y clasificacion con bueyes en acopiadero.

Carga de trozas con el cargador PL-2.

Transporte de madera corta en camiones semirremolque.

En cuanto a los criterios, después de analizar varias posibilidades y previa consulta

con los expertos, se ha considerado que los mas relevantes en la seleccion de las
tecnologias son los siguientes:

Pérdidas por valor incorporado de la plantacion (Pesos c.): Pérdidas, en pesos
cubanos, provocadas por el desarrollo fisiologico deficiente de las plantas que crecen
en areas que fueron aprovechadas por las diferentes tecnologias.

Darvios severos al suelo (%): Daios que afectan el suelo hasta una profundidad
superior a los 15 cm.

Tamaiio medio de los acopiaderos (m?): Media del tamafio de los acopiaderos
necesario para que pueda desarrollarse cada tecnologia en el proceso de
aprovechamiento.

Arboles regenerados por parcela en dreas que fueron acopiaderos un afio antes
(arboles/ parcela): Cantidad de arboles que, en promedio, se regeneran en parcelas
ubicadas en areas que se utilizaron con fines de aprovechamiento.

Compactacion del suelo hasta 7 cm de profundidad (g/cm’): Disminucion de
volumen del suelo producto de la compresion mecanica.

Supervivencia de la plantacion un afio después de aprovechada el drea (%):
Porcentaje de arboles que sobreviven al primer afio de vida.



7. Alteraciones totales a la cubierta vegetal (%): Dafios que afectan el suelo hasta una
profundidad inferior a los 15 cm.

8. Productividad (m*/jornada): Volumen de madera, en promedio, que es recopilado en
una jornada de 8 horas.

9. Consumo de combustible por jornada (litros): Cantidad de combustible que, como
promedio, consume /a mdquina o elemento principal de acopio en cada jornada. Aqui
no se considera el consumo de combustible de los camiones que transportan la madera
ya que tiene un valor similar en las distintas tecnologias.

Todos estos criterios son del tipo cuanto menos mejor, salvo tres de ellos, esto es,
la cantidad de arboles regenerados, el porcentaje de los que sobreviven al afio de
aprovechamiento del area, asi como la productividad, que, logicamente, son a maximizar.

Una vez definidos los criterios a considerar y las alternativas posibles, el problema
puede representarse por medio de la siguiente matriz, donde podemos observar las
valoraciones de cada una de las alternativas para cada criterio del problema:

Tabla 1: Matriz de datos
Criterios 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Objetivo  Min. Min. Min. Max. Min. Max. Min. Max. Min.

Unidad de Pesosc. % m® arb/parc g/em® % % m’/jorn. litros
medida
TI 121.80 6.16 608 4.1 1.52 50 11.28 383 18.6

T1I 203.52 12.23 876 1.1 1.77 40 17.10 383 18.6
T1I 121.80 4.10 608 53 1.53 68 96 36.1 121
TIV 121.80 4.25 608 5.2 1.52 61 94 426 103
TV 121.80 4.10 608 5.1 1.52 60 82 6.1 0

Fuente: Empresa Forestal Integral “La Palma”

Los siguientes graficos muestran las alternativas bajo cada uno de los criterios, de
acuerdo con las valoraciones anteriores.
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Grafico 7: Alteraciones superficiales Gréfico 8: Productividad
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Haciendo un analisis previo de la informacion proporcionada por los graficos y la
matriz de datos, se puede observar que:

La tecnologia II resulta la peor en todos los criterios salvo en el relativo a la
Productividad, ya que el volumen de madera que permite recopilar en una jornada de 8
horas, 38.3 m® /jorn., es la segunda cuantia mas elevada. La alternativa mas productiva es la
tecnologia IV, 42.6 m® /jorn.

Por el contrario, la tecnologia III supera estrictamente a las demas en los criterios 4
y 6, es decir, constituye la alternativa que regenera mas cantidad de arboles, en promedio,
en las areas afectadas, 5.3 arboles por parcela, y en la que el porcentaje de arboles que
sobreviven el primer afio de vida también es superior, el 68%. Mientras que, la tecnologia
V, es la alternativa que ocasiona un menor porcentaje de dafios al suelo, el 8.2% (criterio 7)
y la que consume una menor cantidad de combustible en cada jornada, 0 litros (criterio 9)
ya que el acopio de madera, en este caso, se hace con animales.

Las tecnologias I, I, IV y V son las que provocan menores pérdidas por valor
incorporado de la plantacion (criteriol), que asciende a 121,8 pesos cubanos; las
alternativas Il y V son las que ocasionan menos dafios al suelo (criterio 2), un 4.1%,
mientras que la disminucion minima del volumen del suelo debido a la compresion
mecanica (criterio 5) corresponde a las alternativas I, IV y V, con 1.52 g/em’ y el tamaiio
medio mas pequeiio de los acopiaderos (criterio 3) es el de las tecnologias I, III, IV y V,
608m”.




3.- Determinacion de las ponderaciones

Ademas de las valoraciones de cada alternativa para cada criterio, el método
PROMETHEE requiere para la resolucion el establecimiento de unas ponderaciones para
cada uno de los criterios. Estas ponderaciones representan las preferencias del decisor con
respecto a estos criterios y su determinaciéon no es un proceso sencillo en muchos casos, tal
y como pone de manifiesto la variedad de métodos en la literatura para este proceso.

En nuestro modelo, para el establecimiento de las ponderaciones, utilizaremos el
método AHP (Analytic Hierarchy Process, Saaty 1977), que es quizds el método de
obtencion de pesos mas referenciado y mas importante en la literatura. Desde su
publicacion, ha sido utilizado por una enorme variedad de investigadores para resolver una
gran diversidad de problemas reales, pudiéndose sefialar como una caracteristica muy
importante de este método la forma en que precisa la informacion del decisor. Este ha de
comparar los criterios, dos a dos, asignando a cada una de estas comparaciones un valor
entre 1 y 9, de acuerdo con la importancia relativa que, para ¢él, tenga un criterio frente a
otro. Esta forma de mostrar las preferencias resulta facil e intuitiva para el decisor, puesto
que no tiene que tener en mente mas que dos criterios cada vez. Con esta informacion se
construye la matriz de comparaciones binarias de los criterios. En esta matriz se verifica
que a;; = 1/ aj;, es decir, que si el criterio i-ésimo es k veces mas preferido que el criterio j-
ésimo, entonces el criterio j-€simo es 1/k veces mas preferido que el criterio i-ésimo. Por
este motivo, no suelen aparecer los elementos por debajo de la diagonal principal de dicha
matriz.

En nuestro caso, de acuerdo con los juicios de valor del centro decisor, esta matriz
de comparaciones binarias es la siguiente:

Tabla 2: Matriz de comparaciones binarias

Criterios 1 2 3 4 5 6 7 8 9
1 1 9 9 9 7 7 9 1 5
2 1 5 5 1 1 1 1/9 1
3 1 1 1/3 1/3 | 1/3 1/9 1
4 1 1 1 1 1/7 1
5 1 1 1 1/5 1
6 1 1 1/7 1
7 1 1/7 1
8 1 7
9 1

Una vez obtenida la matriz de comparaciones por pares, utilizamos el programa
EXPERT CHOICE Trial version 9.47v79 que es el software correspondiente al método
AHP. El ratio de inconsistencia resultante es 0.05, es decir, inferior al 10%, lo que significa
que la consistencia es aceptable ( Barba-Romero, Pomerol, 1997) y los pesos
correspondientes (autovector dominante de la matriz, normalizado a suma uno) son:

Tabla 3: Vector de pesos
Cl C2 C3 C4 C5 Cé6 C7 C8 C9

w 0343 0.070 0.026 0.038 0.052 0.050 0.049 0.324 0.047




Como se puede apreciar en el Grafico 10, hay una notable diferencia entre los
pesos de los criterios Pérdidas por valor incorporado y Productividad con respecto a los
restantes. Los resultados se mostraron al centro decisor que manifestd su satisfaccion con
los mismos.

Grafico 10: Comparacion de los pesos de los criterios en la
seleccion de tecnologias
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4.- Planteamiento del problema decisional.

Una vez determinados los criterios y sus ponderaciones, y las alternativas posibles
del problema, es necesario seleccionar, con el centro decisor, las funciones de preferencia
de los diferentes criterios. Tales funciones tratan de cuantificar la intensidad de la
preferencia de una alternativa frente a otra, para cada criterio, a partir de las diferencias de
valor que se registran. Se trata de una tarea critica y, para facilitarla, el método
PROMETHEE propone seis posibles tipos de funciones que, en algunos casos, conlleva
fijar unos pardmetros, como los umbrales de indiferencia y/o preferencia estricta, etc. El
resultado de este proceso completa la informacion necesaria para resolver el problema.

En nuestro caso, tras conversaciones con el decisor, la funcion de preferencia
seleccionada para cada criterio asi como los umbrales significativos para discriminar entre
las diversas tecnologias, es la que se muestra a continuacion:

Pérdidas por valor incorporado de la plantacion (Pesos c.). Este criterio se consider6 de
tipo usual.

Daiios severos al suelo (%). En este caso se asumio el criterio en forma de U, fijando un
umbral de indiferencia de 1.5 %.

Tamaiio medio de los acopiaderos (m®). Este criterio se consideré en forma de V con
umbral de estricta preferencia igual al 10m”.

Arboles regenerados por parcela en dreas que fueron acopiaderos un afio antes
(arb./parcela). Este criterio fue tratado como criterio usual.

Compactacién del suelo hasta 7 cm de profundidad (g/cm®). Este criterio fue tratado como
Gaussiano con un valor del parametro igual a 0.02.

Supervivencia de la plantacion un aiio después de aprovechada el darea (%). Criterio en
escalera con umbral de indiferencia de 2% y preferencia de 5%.



Alteraciones totales a la cubierta vegetal (%). Criterio en U con umbral de indiferencia de
1%.

Productividad (m’/jornada). Criterio en escalera con umbral de indiferencia de 1
m’/jornada y preferencia de 2 m*/jornada.

Consumo de combustible por jornada (litros). Criterio en U con umbral de indiferencia de
Llitro.

Recopilando toda la informacidn, el planteamiento general del problema se
presenta en la siguiente tabla.

Tabla 4: Planteamiento general del problema
Cl C2 C3 C4 C5 C6 Cc7 C8 C9
Min/max  Min Min Min Max Min Max Min Max Min
Peso 0.3430  0.0700 0.0260 0.0380 0.0520 0.0500 0.0490 0.3240  0.047

Tipo Usual U A\ Usual Gauss  Escalera U Escalera U
Q - 1.5000 - - - 2.0000 1.0000 1.0000 1.0000
P - - 10.0000 - - 5.0000 - 2.0000 -
S - - - - 0.0200 - - - -

U.umbrales  Abs. Abs. Abs. Abs. Abs. Abs. Abs. Abs. Abs.
Promedio 138.144  6.168 661.6 4.16 1.572 55.8 11.116 32.28 243
Desv. Std  36.5463 3.4993 119.853 1.7771 0.1108 109179 3.5207 14.8237 13.8205

Unidad  Pesos c. % m’ arboles  g/em’ % % m*/jorn.  litros
T1 121.80 6.16 608 4.1 152 50 11.28 38.3 32.9
T2 203.52 12.23 876 1.1 1.77 40 17.10 383 32.9
T3 121.80 4.10 608 53 1.53 68 9.6 36.1 27.4
T4 121.80 4.25 608 5.2 1.52 61 9.4 42.6 28.3
TS5 121.80 4.10 608 5.1 1.52 60 8.2 6.1 0.0

5.- Analisis de la solucion del problema

Tal y como se ha sefialado, para determinar la tecnologia que mejor concilia todos
los criterios, una vez obtenidas las preferencias del centro decisor, hemos utilizado el
método multicriterio discreto PROMETHEE ( Brans, 1994) en sus variantes [ y II. El
procesamiento de la informacion se hizo utilizando el software DECISION LAB 2000
version 1.01.0375.

En el caso del PROMETHEE I, el ranking de las alternativas se realiza con los
flujos de entrada y salida asociados a cada una de ellas, teniendo en cuenta que una
alternativa es tanto mejor cuanto mayor sea su flujo de salida (indicador de su poder de
superacion a las demas) y menor sea su flujo de entrada (indicador de cuanto es superada
por las demas). Por el contrario, el PROMETHEE II obtiene dicho ranking a partir del flujo
neto, diferencia de los dos anteriores. Cuanto mayor sea este flujo neto tanto mejor es la
alternativa correspondiente. A este respecto, los resultados conseguidos se muestran en la
siguiente tabla.



Tabla 5: Flujos de entrada, salida y flujo total

o @ >=0"- @
TI 03208 02718 0.0491
TII 0.1622  0.7450 -0.5828
TIHI 03576 02719 0.0858
TIV 0.5678  0.0460 0.5218
TV 02821  0.3559 -0.0738

Como se puede apreciar en la Tabla 5, la tecnologia 4 es la que tiene el mayor
flujo de salida y el menor flujo de entrada, por amplio margen, con respecto a las
tecnologias restantes y, en consecuencia, es la que tiene el mayor flujo total, es decir, es la
tecnologia que claramente se muestra como mejor alternativa. Si ordenamos en orden
descendente el flujo de entrada y en orden ascendente el de salida, podemos observar que la
tecnologia II es la ultima, la peor alternativa, y que las tecnologias 1 y III no son
comparables entre si ya que el poder de superacion de la I (flujo de salida) es superior a la
de la III pero ésta tltima es menos dominada por las demds (flujo de entrada) que la 1. Ello
se pone de manifiesto en el siguiente grafico en el que se muestra el ordenamiento parcial
bajo PROMETHEE I para nuestro problema.

Grdfico 11: PROMETHEE 1
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Asi, el ordenamiento parcial dado por PROMETHEE 1 (Grafico 11), selecciona
como mejor alternativa la tecnologia I'V, sin embargo en la segunda posicion, en caso de no
poder utilizar esta alternativa, no distingue entre las tecnologias I y III.

No obstante, PROMETHEE 1I tiene la ventaja de que ofrece una ordenacion
completa de todas las alternativas ya que ésta se apoya en el valor del flujo neto que es un
escalar, obteniéndose el ranking ofrecido en el Grafico 12, en el que la tecnologia III
aparece mejor que la I y evitando asi el problema de no poder seleccionar la segunda mejor
alternativa.



Grafico 12: PROMETHEE I1
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Resulta llamativa la diferencia considerable entre el flujo neto de la alternativa que
resulta en primer lugar y la del segundo, cuando los valores de ambas tecnologias no son
considerablemente diferentes bajo los distintos criterios, salvo que la tecnologia 4 es mas
productiva que la Il y este criterio tiene un peso importante.

El siguiente paso en la resolucion del problema, al objeto de contrastar la robustez
de la ordenacién obtenida entre las alternativas, es un andlisis de sensibilidad de los pesos
utilizados en la resolucion, que muestra el rango de valores que pueden tomar los pesos de
los diferentes criterios sin que se afecte el orden dado por PROMETHEE I1.

Los resultados obtenidos se muestran en la Tabla 6.

Tabla 6. Intervalos de estabilidad

Criterio Peso Intervalo % del | %o de Intervalo

Min Max peso Min Max

C1 0.3430 |0.0000 | infinito 34.33 00.00 | 100.00
C2 0.0700 [0.0334 |0.1928 7.01 3.47 17.18
C3 0.0260 |0.0000 | infinito 2.60 00.00 | 100.00
C4 0.0380 [0.0136 |0.2835 3.80 1.39 22.78
Cs 0.0520 [0.0000 |[0.3638 5.21 00.00 27.76
Cé6 0.0500 |0.0256 |[0.2137 5.01 2.62 18.38
Cc7 0.0490 [0.0001 [0.1308 4.90 0.02 12.10
C8 0.3240 ]0.2258 [0.3729 3243 25.07 35.58
c9 0.0470 |0.0104 |0.1171 4.70 1.08 10.96

A partir de dicha tabla se puede observar que los criterios Pérdidas por valor
incorporado y Tamaiio medio del acopiadero pueden ponderarse con cualquier valor sin
que esta decision afecte el orden total presentado en el grafico 12. Ello parece indicar que
se trata de criterios que tienen escasa incidencia en la seleccidon entre las alternativas
disponibles. De hecho, son los que tienen menor poder discriminador entre las tecnologias,
ya que cuatro, de las cinco consideradas, tienen la misma valoracion en ambos.

No obstante, los rangos de variacion de los restantes pesos permiten validar la
solucion obtenida como estable.



Por ultimo, en un intento de profundizar mas en nuestro problema, ofrecemos
también un andlisis grafico, mediante el plano GAIA (graficos 13 y 14), que nos va a
permitir visualizar la disparidad de las alternativas asi como analizar la conflictividad entre
los criterios, si expresan preferencias similares, etc. No obstante, hay que tener en cuenta
que este plano sélo contiene una parte de la informacion total. En nuestro caso, se preserva
el 87.39%.

Asi, podemos observar en el Grafico 13 que existe disparidad entre las cinco
alternativas. La tecnologia IV se encuentra en la direccion de la proyeccion del vector de
pesos en el plano GAIA, el eje de decision pi, corroborando que sea la alternativa
seleccionada.

Asimismo, el criterio que mas diferencia las tecnologias es la productividad,
mientras que el resto de los criterios se encuentran muy proximos al origen. Los criterios
Compactacién, Pérdidas por valor incorporado, Tamafo de los acopiaderos y Arboles
regenerados por parcela se encuentran en la misma direccion, lo que sugiere que estan
fuertemente correlacionados y expresan preferencias similares.

La tecnologia V aparece en la direccion de los criterios Consumo de combustible y
Alteraciones superficiales, porque tiene una marcada diferencia en su valor respecto al resto
de las alternativas, pero se encuentra alejada del eje de decision. No obstante, la alternativa
mas alejada es la tecnologia 2, que aparece claramente diferenciada del resto y con respecto
a los criterios.

Grdfico 13: Plano GAIA (Alternativas)
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Grdfico 14: Plano GAIA (alternativas y criterios)
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6.- Conclusiones

Como conclusiones, en primer lugar queremos sefialar que se ha obtenido la
tecnologia que mejor concilia los criterios considerados, la tecnologia IV, asi como la
segunda mejor alternativa, la tecnologia III, para el caso en que no se pudiera seleccionar la
mejor alternativa. Ademas, la validez de esta eleccion queda manifestada mediante un
analisis de sensibilidad y es corroborada por el plano GAIA del problema. De esta forma, el
problema real de decision que se trata en este trabajo queda resuelto satisfactoriamente.

Por otra parte, una vez mas se demuestra la validez de los métodos de decision
multicriterio discretos para tomar decisiones en el campo de los recursos naturales, y en
particular los bosques, y muestra estos métodos como una herramienta 1til para tratar con
este tipo de problemas.

Cabe sefalar, por ultimo, que en nueva consulta con los expertos se determiné que,
en efecto, la tecnologia IV es la que mas consenso ofrece en cuanto a mejor eleccion,
mientras que, de la misma forma, la tecnologia II se muestra como peor alternativa para
todos ellos, por perturbar el suelo en sentido general. Es decir, que esta ordenacion emitida
por PROMETHEE se corresponde con los deseos del centro decisor.

A la vista de este proceso de resolucion y analisis, los autores de este trabajo
recomiendan incluir en los programas de estudio de la carrera Ingenieria Forestal un tema
sobre métodos de decision multicriterio, por mostrarse eficientes a la hora de disefiar
actuaciones en este campo.
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Resumen:

La finalidad en el proceso de formulaciéon de piensos es conseguir una composicion
cuantitativa y cualitativa de la dieta que proporcione la mejor respuesta del animal al
coste mas bajo. Teniendo en cuenta que dicha respuesta depende, entre otros factores,
de la calidad del pienso y que uno de los indicadores mas fiables de la misma es el
cociente lisina/energia, mostramos como un modelo de programacion fraccional
biobjetivo, minimizar costes y maximizar lisina/energia, se adapta mejor a las
necesidades del disefio de piensos que el modelo lineal de minimo coste utilizado
tradicionalmente.

Palabras clave.- Programacion Multiobjetivo Fraccional, Dietas.

' Departamento de Economia Aplicada (Mateméticas).Universidad de Valladolid. E-mail:
ccch@eco.uva.es y E-mail: maitepe@eco.uva.es
? Departamento de Produccién Animal. Universidad de Cérdoba. E-mail: pallavep@uco.es



1.- Introduccion

La producciéon de animales constituye un ejercicio de intercambio de alimentos por
productos de alta calidad: carne, leche, etc., con el mayor cociente valor/coste que resulte
posible. En una explotacion ganadera el coste de los piensos es uno de los mas importantes,
alcanzando en algunos casos hasta el 70% de los mismos.

Desde comienzos de los afios cincuenta los expertos en nutriciéon han formulado piensos
comerciales para animales usando la programacion lineal. El modelo utilizado
tradicionalmente trata de encontrar la combinaciéon de ingredientes de menor coste que
satisface un nivel especifico de requerimientos nutricionales de energia, proteina, fibra y
minerales. De hecho, la formulaciéon de piensos es uno de los campos donde la
programacion lineal estd mas difundida, formando parte de la rutina diaria de los
fabricantes de piensos en todo el mundo.

Pero a pesar de su extenso uso, en la practica, este modelo lineal tiene importantes
limitaciones en cuanto a su adecuacion a los verdaderos problemas técnicos nutricionales
del disefio de piensos. El tratamiento de los mismos se puede realizar de forma mas
conveniente en un marco de programacion matematica que considere objetivos multiples.

Si la finalidad es conseguir una composicion cuantitativa y cualitativa de la dieta que
proporcione los mejores resultados al coste mas bajo, hay cuatro aspectos fundamentales
que el experto tiene que considerar al formular una dieta:

e La concentracion de energia.

e La concentracion de proteina o el cociente proteina/energia.
e Lacalidad de la proteina.

e Laadecuacién de los niveles de vitaminas y minerales.

La concentracion precisa de proteina en la dieta depende de las necesidades totales de
aminoacidos para el crecimiento de tejido magro o para la produccion de leche, en
comparacion, con las necesidades de energia como combustible corporal.

Aunque las dietas pueden ser descritas perfectamente tan so6lo mediante su
concentracion en proteina, este valor tiene poca utilidad a menos que la concentracion de
proteina se exprese en términos del cociente proteina/energia. Esto es debido a que para
cubrir las necesidades de proteina del animal, una dieta con mayor densidad de energia
puede precisar también una mayor densidad de proteina.

La calidad o valor de la proteina hace referencia a su composicién en aminoacidos en
comparacion con el equilibrio en los mismos que precise el animal. El empleo de proteina
de escaso valor requiere que sea mayor el cociente proteina/energia de la dieta y presente
asi un mayor nivel de proteina bruta.

Puesto que la lisina suele ser el aminoacido mas limitativo, el principal indicador del
valor de la proteina en la dieta, el ratio lisina/energia se toma en la actualidad por los
expertos en nutriciéon como el indicador més fiable de la calidad de un pienso.

El propdsito de este trabajo es mostrar como un modelo de programacion bicriterio
fraccional donde se confronte el coste del pienso con el valor del cociente lisina/energia
satisface de una manera mas adecuada las necesidades reales del disefio de piensos.

En el apartado 2 planteamos el modelo y explicamos como puede ser resuelto utilizando
técnicas de programacion lineal y en el apartado 3 realizamos una aplicaciéon real a la
formulacion de piensos para cerdos.



2.- Formulacién y resolucion del modelo

La finalidad que perseguimos es prescribir una composicion cualitativa y cuantitativa de
la dieta de los animales que proporcione los mejores resultados al mas bajo coste.

Las necesidades nutricionales del animal conllevan dos tipos de restricciones:
o Restricciones de tipo cualitativo que aseguran una composicion quimica de la dieta
adaptada a las necesidades del animal. Definen las cantidades maximas y minimas del
contenido de nutrientes tales como fosforo, calcio, proteinas, etc.

n

biSZa,-,-x,-SE lzl,,k
=

siendo:

n el nimero de ingredientes de los que se dispone para fabricar el pienso.

x; la proporcion del ingrediente j en el pienso.

k el namero de nutrientes considerados.

a; la cantidad del nutriente i en el ingrediente j.

b; y bi el limite inferior y superior, respectivamente, del nutriente i en la dieta.
e Restricciones de tipo cuantitativo que limitan la proporcion de determinados
ingredientes en la dieta:

X, Ssjj:l,...,n

donde s jes la proporciéon maxima del ingrediente j en el pienso.

Para evaluar una dieta consideramos dos criterios:
1.- El coste del pienso

n
C= z Cj.x/'
j=t
con C; el precio unitario del ingrediente j.

2.- Puesto que el ratio lisina/energia se considera un indicador fiable de la calidad de los
piensos, el segundo criterio a tener en cuenta sera dicho ratio:

donde ¢ ; es la cantidad de lisina en el ingrediente j.
e es la cantidad de energia en el ingrediente j.

Con todo ello, la formulacion del problema bicriterio fraccional es la siguiente:

t
Max {—c’x, lt_x }

ex

s.a. bh<Ax <b (PBF)
x<s
x>0

donde x € R" es el vector de las variables de decision, que expresa un pienso a través de
sus ingredientes, c¢,/, e,s € R"; b,b e R y 4 eM,,,(R) son conocidos de antemano.



Una solucion factible de un problema biobjetivo es eficiente si no existe otra solucion
factible que mejore un objetivo sin empeorar el otro.

Para hallar las soluciones eficientes de (PBF) se van a utilizar los resultados obtenidos
por Choo-Atkins (1982). Estos autores establecieron una caracterizacion del conjunto de
soluciones eficientes de un problema bicriterio fraccional lineal en funciéon de un
parametro. Esta caracterizacion paramétrica puede ser utilizada para calcular dicho
conjunto usando sélo técnicas de programacion lineal monoobjetivo.

La resolucion del problema se realiza en tres etapas:

1* ETAPA

En primer lugar, se optimizan individualmente cada uno de los objetivos.
Se minimiza la funcion de costes sujeto a las restricciones del problema:

Min C=c'x
sa. b<Ax<b
- (M
x<s
x20
Sea C- el valor 6ptimo de la funcion objetivo.
Se maximiza el ratio lisina/energia sujeto a las restricciones del problema:
lt
Max R = X
e'x
sa. b<Ax<b (2)
x<s
x>0

. . . 1 .
Utilizando el cambio de variable y=wx, w=-——este problema fraccional se
e'x

transforma en el siguiente problema lineal equivalente:

Max 'y

s.a. bw< Ay <bw
e'y=1
y—sw=<0
w>0

Si (y, w) es una soluciéon optima del problema transformado, x = y/w es una solucion
optima del problema fraccional (Charnes y Cooper, 1962).
Sea R , el valor 6ptimo de la funcion ratio.

2* ETAPA

A continuacion, se resuelve el problema fraccional (2) afiadiendo una restriccion
adicional, el coste del pienso no debe ser superior a su valor 6ptimo C, :



Max R=—
e'x
s.a. QSAxSE
x<s 3)
x>0
cx <C,

Este problema fraccional se reduce a un problema lineal utilizando el cambio de
variable indicado en el apartado (b) de la 1? etapa.
Sea x” la solucion optimade 3)y ... |
x
Obviamente, si no existen Optimos alternativos en el problema (1), las soluciones
optimas de los problemas (1) y (3) coinciden.

3°ETAPA

Por tltimo, se elige un valor de o, a.€|R,,R |, y se resuelve el siguiente problema
lineal:

Min C=c'x

s.a. l_)SAxSZ
x<s “4)
x>0
I'x>oae'x

La solucion optima de (4) es un punto eficiente del problema fraccional biobjetivo
inicialmente planteado. Ademds, si se resuelve (4) para todos los valores o €|R.,R | se
obtiene todo el conjunto posible de soluciones eficientes del problema bicriterio planteado
(Choo-Atkins, 1982).

3.- Aplicacion y resultados

Para ilustrar el uso practico del modelo anteriormente descrito lo aplicamos a un
ejemplo real de formulacién de piensos para cerdos en crecimiento. Se consideran trece
ingredientes posibles: cebada, trigo, maiz, alfalfa, mandioca, soja 44, harina de pescado,
gluten feed, corrector, lisina 78%, girasol 30, grasa y pulpa de remolacha. Las medias de
los nutrientes para cada uno de los ingredientes fueron obtenidas de las Normas FEDNA y
se muestran en la TABLA 1.



TABLA 1: Contenido nutricional de los ingredientes

Nutrientes Fibra Met+cis Tript Treon Ca p MS PB Lisina (};;I‘C:rl/gl?
(%) (%) (%) (%) (%) (%) (%) (%) (%) o)
Ingredientes
Cebada 45 0.43 0.13 0.37 0.06 0.36 90.2 11.3 0.4 3170
Trigo 2.8 0.46 0.13 0.34 0.04 0.35 89.4 11.6 0.33 3430
Maiz 2.5 0.33 0.06 0.27 0.02 0.27 86.3 7.7 0.22 3450
Alfalfa 24.7 0.45 031 0.7 1.75 0.3 91.2 16.7 0.73 1870
Mandioca 6.1 0.06 0.02 0.07 0.24 0.1 88.8 2.5 0.09 3180
Soja 44 5.6 1.28 0.59 1.75 0.29 0.61 88 44 2.88 3300
Har. Pescado 1.0 236 0.65 2.65 45 2.77 92 62.4 475 3650
F(i‘:lte“ 8 436 0.68 3.89 0.16 0.8 88.6 19 3.26 2720
Corrector - - - - 28 21 - - - -
Lisina 78% - - - - - - 98.5 95 78 4920
Girasol 30 225 1.25 0.43 1.06 0.35 1.0 89.3 30.5 1.06 2200
Grasa - - - - - - - - - 8150
P. remolacha 17.8 0.22 0.1 0.47 0.98 0.11 89.7 10.1 0.59 2700

Met+Cis:Metionina+Cistina, Tript: Triptoéfano, Treon:Treonina, Ca:Calcio, P: Fosforo, MS: Materia seca, PB: Proteina Bruta.
Fuente: Normas FEDNA




La TABLA 2 contiene los limites de los ingredientes en los piensos para cerdos asi
como el coste unitario de cada ingrediente.

TABLA 2: Limites en los ingredientes y costes unitarios

ingredien restriccion coste
cebada - 20.3
trigo 40 21
maiz 40 22.4
alfalfa 5 22
mandioca 22 25.2
soja 44 - 28.7
hari. 40 68
gluten 80 20.4
corrector - 50
lisina 78 0.65 405
girasol 30 6 19.7
grasa 4 64
pulpa 5 254
Fuente: NRC

Finalmente, la TABLA 3 contiene los requerimientos nutricionales de los animales
segun el estandar NRC.
TABLA 3: Requerimientos Nutricionales

Nutrient limite inferior limite superior
es (%) (%)
fibra - 6.0

met.Feist 0.455 0.85

ina

trlgtofan 0.18 0.3

treonina 0.65 0.85
calcio 1.07 1.47

fosforo 0.565 0.85
materia g7 95
seca
prot.
bruta 16 20
Fuente: NRC

El problema ha sido resuelto siguiendo el procedimiento indicado en el apartado
anterior y utilizando el programa informatico LINGO y la hoja de calculo Excel 7.0. Se ha
introducido una restriccion adicional para exigir que la suma de las cantidades de todos los
ingredientes sea igual a la unidad por lo que la solucién vendra dada en forma de
porcentajes.



Tabla 4 Soluciones eficientes

Dieta 1 Dieta 2 Dieta 3 Dieta 4 Dieta 5 Dieta 6 Dieta 7 Dieta 8
Ingredien
tes
cebada 29.1 25.1 18.67 17.83 18.47 19.05 19.7 47.44
trigo 17.9 19.24 21.3 21.37 20.9 20.5 20 0
maiz 0 0 0 0 0 0 0 0
alfalfa 5 5 5 5 5 5 5 5
mandioca 22 22 22 22 22 22 22 22
soja 44 11.5 14.04 18.1 18.72 18.46 18.2 17.94 0
h. pescado 7.8 8 8.4 8.44 8.35 8.27 8.2 19.46
Gluten
feed 0 0 0 0 0 0 0 0
corrector 1.7 1.62 1.53 1.52 1.54 1.55 1.57 0.468
lisina 78 0 0 0 0.12 0.28 0.43 0.59 0.65
girasol 30 0 0 0 0 0 0 0 0
grasa 0 0 0 0 0 0 0 0
pulpa rem. 5 5 5 5 5 5 5 5
COSTE 27.03 27.35 27.86 28.38 28.93 29.46 30 33.63
LISINA 0.9622 1.03586 1.1513 1.2631 1.3738 1.4845 1.5952 1.706
EN:]RGI 3129.18 3138.98 3154.35 3157.84 3158.18 3158.51 3158.84 3173.57
LII%/ENE 0.0003075 0.00033 0.000365 0.0004 0.000435 0.00047 0.000505 0.0005375
(0.73) (0.79) (0.87) (0.95) (1.03) (1.12) (1.2) (1.28)

(gr:/MJ)




La TABLA 4 recoge las soluciones eficientes del problema mas representativas de las
relaciones de intercambio entre los objetivos y que fueron obtenidas resolviendo el
problema (4) para valores de o uniformemente distribuidos entre R.= 0.0003075 y R'=
0.00053758

La dieta 1 corresponde a la solucién de minimo coste mientras la dieta 8 es la que
proporciona un mayor cociente lisina/energia. Se observa que a medida que aumenta el
cociente lisina/energia, también lo hace el coste de la racion. El formulador de piensos
puede elegir el pienso que considere mds adecuado entre el conjunto de soluciones
eficientes del problema.

La idoneidad del pienso dependera en ultima instancia de su adecuacion a los objetivos
de la produccion porcina. El incremento de peso, la formacion de tejido magro, o la
minimizacién del crecimiento del tejido graso son algunos de ellos. En la actualidad, el
crecimiento del tejido magro suele ser el objetivo mas buscado. Puesto que el tejido magro
estd formado fundamentalmente por proteina, el impacto de un pienso determinado se mide
por su capacidad en formar proteina en el tejido del animal.

La disponibilidad de nutriente juega un papel esencial en la formacion de proteina, que
requiere unas necesidades elevadas no sélo de la proteina de la dieta sino también de
energia. Sin embargo, la energia en exceso de las necesidades de mantenimiento y
crecimiento del animal conduce a la formaciéon de tejido graso. Por otra parte, si la
disponibilidad de energia y proteina estad por debajo de las necesidades, el depdsito de
proteina en el tejido magro sera inferior a la capacidad potencial del animal. Actualmente,
la mejora genética ha conseguido potenciales de crecimiento del tejido magro elevados.

Para elegir una dieta del conjunto eficiente, el experto en nutriciéon debe sopesar la
influencia del cociente lisina/energia en la formacion de tejido magro o de proteina en el
animal. Diversas experiencias han estudiado esta relacion. El Agricultural Research
Councial (ARC, 1981) propuso hace 20 afios un cociente de 0.675 gr./MJ para maximizar la
deposicion de proteina, en cerdos con un potencial de crecimiento de 100-130 gr./dia de
proteina. Por otra parte, Rao y McCracken (1991) propusieron el valor de 1 gr./MJ para
cerdos machos altamente seleccionados, con crecimientos diarios de 150-190 gr. de
proteina. Estudios posteriores han propuesto valores desde 0.73 a 1. El sexo influye en la
capacidad de deposicion de proteina y, por lo tanto, las recomendaciones seran distintas
para machos, hembras y machos castrados.

En la tabla 4 de soluciones eficientes podemos apreciar que las dietas 1, 2, 3, 4y 5 se
encuentran dentro del rango de valores especificados. Aunque no es el objeto de este
trabajo definir una eleccion concreta, puesto que depende de numerosos factores técnicos,
para cerdos de alto potencial de crecimiento proximo a 190 gr./dia, por ejemplo, podriamos
escoger la dieta nimero 5. Para potenciales de 170 gr./dia podriamos inclinarnos por la
dieta 3.

Pero obviamente la decision estaria también influenciada por el coste del pienso. La
eleccion de dietas de coste inferior para un nivel dado del cociente lisina/energia supondria
crecimientos mas lentos de los animales, un mayor tiempo en alcanzar el peso de sacrificio
y posiblemente un deterioro de la calidad del producto obtenido, factores todos ellos que
tendria que tener en cuenta el experto a la hora de decidir.



4.- Conclusiones

A pesar de su extenso uso la programacion lineal, en la practica, tiene importantes
limitaciones en cuanto a su adecuacion a los verdaderos problemas técnicos nutricionales
del disefio de piensos. En este articulo mostramos como un modelo multicriterio fraccional,
minimizar costes y maximizar el cociente lisina/energia, constituye un marco mas adecuado
para resolver este tipo de problemas.

Aunque este trabajo no es el primero donde se aplica la programacién multiobjetivo
fraccional a la formulacion de alimentos para el ganado supone una aportacion novedosa en
el sentido en que es el primero en el que se utiliza un criterio fraccional estrictamente
nutricional.

La eleccion de la dieta 6ptima entre el conjunto de soluciones eficientes requerira una
investigacion empirica. Para ello seria necesario formular piensos con distintos valores del
cociente lisina/energia, determinar la mejora en el comportamiento productivo de los
animales alimentados con esos piensos, estimar el retorno econdmico que supone esa
mejora y compararlo con el incremento en los costes de alimentacion.

En general, dada la complejidad del tema la posibilidad de aplicacion de métodos
multicriterio en produccidén animal dependera de la existencia de investigadores expertos en
nutriciébn animal asi como en técnicas de investigacidn operativa o de equipos
interdisciplinares involucrados en estos temas.
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ESTUDIO DE LA VARIACION MARGINAL
DE RECURSOS EN ALGUNOS MODELOS
DE PRODUCCION LINEAL’
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Resumen:

En este trabajo hacemos un recorrido por los distintos escenarios en los que
podemos situar el modelo de produccion lineal y estudiamos como afecta la variacion
marginal de recursos en cada uno. Englobando este modelo en la situacion mas simple
iremos alterando las condiciones que la caracterizan dando lugar a esos distintos
escenarios. Puede comprobarse como la variacion de recursos provoca en las situaciones
mas complejas un andlisis equivalente al de las mas sencillas en la medida en que se
relajan las condiciones que los separan.
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1.- Introduccion

El estudio del analisis marginal en los modelos econdmicos desempefia un papel
muy importante dentro de las teorias de equilibrio econdmico. Este tipo de estudios se ha
desarrollado desde las ultimas décadas del siglo XIX, cuando las matematicas comenzaron
a aparecer en los estudios econdmicos dentro de la corriente que se denominé revolucion
marginalista. (Spiegel, H.W. (1996)).

La economia matematica ha ideado herramientas para desarrollar modelos que
recogen situaciones econdmicas que encontramos en la realidad. Nosotros nos centraremos
en aquellas situaciones donde la relacion entre las variables es de tipo lineal. Todas las
herramientas utilizadas en este tipo de modelos constituyen la base de lo que se ha
denominado Economia Lineal.

La Economia Lineal aborda un gran ntimero de problemas de la economia, y si
bien la idea de linealidad nos hace pensar en una limitacion a un determinado campo, la
realidad nos muestra que son muchas las relaciones lineales que existen o bien éstas se
pueden aproximar bastante bien a esa linealidad. Es decir, el conjunto de los problemas
lineales es lo suficientemente amplio para que haya materias dedicadas a su estudio.

En este trabajo vamos a analizar un modelo econdmico concreto, el modelo de
produccion lineal. Abordamos su estudio desde distintos puntos de vista, considerando un
crecimiento en el grado de generalidad, aunque comprobamos que esa mayor generalidad
reducida a las situaciones anteriores mas simples nos conduce al mismo analisis.

El modelo de produccion lineal lo podemos esquematizar de la siguiente manera:

e Tenemos una determinada estructura de produccion constituida por relaciones
lineales, la cual consideramos fija.

e Existen unos recursos que se necesitan para producir y que son controlados por
el/los agentes.

e Con esa estructura y esos recursos se determina un plan de produccion en funcion
de los criterios considerados.

e Ese plan de produccion ofrece unos beneficios a los individuos que han hecho
posible su obtencion, es decir, a los individuos que aportaron los recursos.

Los distintos puntos de vista o escenarios los identificaremos considerando dos
factores:

»  Numero de individuos que toman las decisiones, que puede ser uno (o un conjunto
de ellos pero que actuan como si fuera uno s6lo, como institucion) o bien varios.

= Numero de criterios optimizadores en los que se basan para tomar la decision,
podemos encontrar que el/los individuos consideran un unico criterio en su toma
de decisiones o que tienen en cuenta varios criterios.

Combinando las categorias de los mismos tendremos los diferentes escenarios. En
cada uno de estos escenarios debemos utilizar una herramienta para el analisis marginal del
problema. En este trabajo describiremos el modelo de produccién en cada situaciéon asi



como el analisis marginal que podemos llevar a cabo en ellos utilizando cada herramienta,
pero no desarrollaremos esta. Para un mayor desarrollo de las mismas asi como su
utilizacion en el modelo de produccion lineal véase Fernandez (2001).

Podemos sintetizar en un esquema los escenarios y las herramientas matematicas
que debemos utilizar en cada uno de ellos.

Un criterio Varios criterios
Un individuo Programacion lineal Programacion
clasica. multicriterio.
Varios individuos Juegos cooperativos Juegos cooperativos
escalares. vectoriales.

Cada apartado del trabajo se corresponde con el modelo de produccion lineal
caracterizado por las condiciones que cada escenario impone. Como hemos comentado nos
detendremos en el analisis de la variacion de recursos que podemos llevar a cabo en cada
caso.

Cada apartado queda ademas ilustrado con un ejemplo que corresponde a un
modelo de produccion determinado cuya estructura productiva se mantendra en todos los
apartados, aunque en cada uno tendremos que ir incorporando al ejemplo original las
informaciones adicionales que requiere cada tipologia de modelo.

2.- El modelo de produccion lineal clasico

Tenemos una situacion en la que una empresa dispone de unos recursos (mano de
obra, material,...) que denotaremos por b=(b,...,b,), y desea producir, empleando esos
recursos, unos determinados productos que representaremos por el vector x:(xl,___, xp).
Esto lo puede hacer de muchas maneras, lo que dard lugar a distintos vectores de
produccion que denominaremos planes de produccion.

La empresa conoce la cantidad de cada recurso necesaria para obtener cada
producto, lo cual puede expresarse en forma de matriz 4= a;) k=1...m j=lL..,p.
Esta matriz se denomina matriz tecnologica, indicando el coeficiente a; a; 20, la
cantidad de recurso k que se necesita para producir una unidad de producto ;.

Asumimos un modelo de produccion lineal, es decir, la cantidad de recurso
necesaria para producir es proporcional a la cantidad a producir y ademas podemos sumar
las cantidades de recursos consumidas en la obtencion cada producto.

De esta forma, para producir la cantidad x; de producto j se necesita a,x,
unidades de recurso k, por lo tanto para obtener un determinado plan de produccion

. , P . .
utilizara Yayx, unidades de recurso k. La cantidad de recurso £ que la empresa puede
AR
j=1
utilizar estd limitada por la cantidad de que dispone, asi tenemos para cada recurso la

P
siguiente restriccion: Y a,x, <b, Vk.
j=1



Los posibles planes de produccion seran por tanto aquellos que verifiquen Ax<b.
Imponemos, ademas, una restriccion de caracter logico, todos los posibles planes de
produccion deben ser no negativos, es decir x >0 ( x,20 vj) , ya que se trata de cantidades
de bienes que se van a producir.

De este modo, la empresa sabe que todos lo vectores que verifiquen:

Ax<b 'y x>0
seran candidatos a ser planes de produccion por parte de la empresa.

El problema es escoger entre todos ellos uno para llevar a cabo el proceso
productivo. Interesa establecer un criterio claro para elegir, un objetivo que la empresa
desee optimizar. En nuestro modelo asumimos que la empresa desea maximizar el beneficio
neto de la venta del plan de produccion en el mercado, para lo cual debemos expresar este
objetivo de forma lineal.

Sea ¢ = (cl,...,cp) el vector que recoge los beneficios netos que obtiene la empresa
con cada producto, es decir, ¢, indica el beneficio neto que se obtiene cuando se vende en
el mercado una unidad de productoj, j=1,..., p . Por tanto, la funcion objetivo sera:

Cx, e, X,

El modelo de produccion lineal clasico viene expresado por el siguiente problema

de programacion lineal:
max X +o+e,x,
s.a a“xl+---+al[,xp£bl

a,x +--+a,x,<b,

mp

x;20 j=L..,p.
Este problema tendra como solucion un determinado plan de produccién x", con el

que la empresa obtiene unos beneficios netos de ici X =ex unidades.
j=1
Andalisis marginal.

Una vez alcanzada la produccién x° podemos decir que el sistema, generado por
el modelo de produccion lineal, estd en equilibrio bajo las condiciones iniciales del
problema, es decir con los vectores ¢ y b y la matriz 4.

Segtn el modelo planteado, la empresa controla directamente las aportaciones de
los recursos necesarios para la produccion, el resto de la estructura productiva (la matriz
tecnologica) y los precios de venta en el mercado son mas estables en el tiempo (la matriz
tecnologica cambiara si se produce algiin cambio tecnoldgico que se incorpore al proceso
productivo y el vector de precios si se persigue alguna estrategia de mercado).

Parece 16gico, por tanto, plantearse la capacidad que tiene la empresa para alterar
su aportacion de recursos y como ello afecta a la solucién 6ptima x~ y a los ingresos que
obtiene al llevar esa produccion al mercado. Veamos los efectos de la variacion de un
recurso sobre la solucion Optimax’, concretamente para generalizar cualquiera
consideraremos el recurso k-ésimo, k =1,...,m .



Por las relaciones entre el problema primal y el dual sabemos que cuando estamos
ante las soluciones 6ptimas de ambos problemas se verifica que la funcion objetivo en cada
uno de ellos toma el mismo valor, es decir:

)4 m

. .
205 =2 b >
Jj=1 k=1

o bien matricialmente: ¢x” =u"b, siendo 4" = (ul um) la solucién optima del problema
dual.

Supongamos que la empresa decide variar su aportacion del recurso k-€ésimo sin
que ello implique cambios en la base del problema. Esto implica en el problema dual una
variacion de Ab,u, unidades el valor de la funcién objetivo:

min by +---+(b, +Ab, )uy +-+-+b,u,

* .
sa  au +---+a,u, ¢

P P
a,u +--+a,u, Zcp

uk >0 k=1,...m

Por la igualdad presentada anteriormente deducimos que esa variacién también
afecta a la funcion objetivo del problema primal que cambiara en la misma cuantia.

Podemos interpretar, por tanto, u, como lo que varian los beneficios netos totales
cuando la empresa varia el recurso k-ésimo en una unidad.

Si interpretamos el beneficio que obtiene la empresa como un pago obtenido por la
aportacion de recursos que el tnico individuo que constituye la empresa hace, podemos
considerar que la solucion dual u” =(u,....u, ) representa los precios asignados o costes
imputados a cada uno de los recursos ante una determinada solucién x* asociada a una
base. Estos precios son no negativos ya que el problema dual del problema de la produccion
implica soluciones no negativas.

El beneficio que obtiene la empresa puede ser representado como la suma de todos
los costes imputados de los recursos. Se trataria del pago:

y=bu +-+bu,

Segln esta interpretacion, la variacion en el recurso £ implica un cambio en el
pago que obtiene la empresa de Ab,u, , es decir el nuevo pago sera de:
y=bu +-+ (b +Ab Yuy +---+b,u,

A partir de la informacion ofrecida por la solucion del problema dual, los costes
imputados a los recursos, la empresa (individuo decisor) sabe si debe aportar o no recurso
comparando el coste imputado a cada uno con su coste real. En la medida en que el
individuo obtenga con las nuevas aportaciones de recurso unos ingresos superiores a los
costes reales de los mismos, el individuo estard de acuerdo en llevar a cabo esos aumentos.
Cuando una aportacion adicional le suponga obtener un ingreso igual o inferior al coste de
esa aportacion, el individuo dejara de aportar recurso. Segiin nos muestra la teoria
econdmica, llegaremos al equilibrio cuando el precio real del recurso sea igual al ingreso



marginal e igual al coste marginal, esto puede suceder bajo la base asociada a x* o en otra
base. Hay que aclarar que si la aportacion de recursos es tal que hace cambiar la base
también cambiaran los precios asignados a los recursos. En esta situacion hacemos un
supuesto importante, el individuo cuenta con toda la cantidad de recursos que desee (los
puede comprar en el mercado) los cuales incorpora al proceso productivo.

Nos interesa la situacion en la que no cambia la base y el plan de produccion
optimo sigue siendo x*. En esta situacion u" indica la valoracion que el modelo hace de
los recursos necesarios para su funcionamiento. El ingreso total puede ser interpretado
como el pago obtenido por la empresa por utilizar esa cantidad de recursos en el proceso
productivo, como ya hemos comentado.

Al ser los precios asignados no negativos, el signo de la variacién de recurso
implicara el signo de la variacion del pago, es decir, si se produce un aumento en la
aportacion del recurso habra un aumento en la aportacion del pago, y del mismo modo si se
reduce recurso se reducira el pago.

Ejemplo.

La estructura productiva con la que vamos a trabajar en este ejemplo y en los
siguientes es ésta. Una empresa produce tres bienes para lo cual requiere tres recursos
distintos. El primer bien necesita dos unidades del primer recurso por unidad de bien
producido, seis unidades del recurso dos y ocho unidades del tercer recurso. El segundo
bien necesita nueve unidades del primer recurso por unidad producida, cuatro del segundo y
nueve del tercero. El tercer bien utiliza por unidad producida tres unidades y media del
primer recurso, nueve del segundo y siete del tercero. La cantidad total de recursos con los
que cuenta la empresa es de 430, 410 y 570.

Con esta estructura productiva obtendriamos un conjunto de soluciones posibles.
Para poder dar un plan de produccion Optimo afiadimos el criterio de maximizar el
beneficio que obtiene la empresa al vender en el mercado sus productos, objetivo que
podemos expresar a través de la siguiente funciéon lineal: 2'Sx, +5x, +4x,, siendo
x, i=1,2,3 las cantidades finalmente producidas del bien 1, 2 y 3.

El problema que tenemos que resolver es:

max 2'5x, +5x, +4x,
sa  2x,+9x,+3'5x, <430
6x, +4x, +9x, <410
8x, +9x, +7x, <570
x; 20 j=123.

La solucion de este problema nos da el siguiente plan de produccion
optimo x = (0, 36'343, 29'403) y un beneficio para la empresa de 299'328.

Este beneficio, como hemos comentado, puede verse como un pago al empresario
por las aportaciones de recursos que ha realizado y que han permitido iniciar el proceso
productivo. Si consideramos la solucién del problema dual, u” =(0'433, 0'276, 0) , como



los precios imputados a los recursos, el pago obtenido por aportar esas cantidades de

recursos (430,410,570) es:
y=430%x0'433+410x0'276+570x0=299'328.

Con las soluciones que tenemos vemos como la empresa no aportaria mas cantidad
del primer recurso a la produccion si estos costaran mas de 0'433 u.m. Tampoco aportaria
del segundo recurso salvo que costara menos de 0276 u.m.

El comportamiento de la empresa ante el tercer recurso es algo distinto, nunca
aportaria mas cantidad de él ya que no le supone nada a su funcioén pago. Del tercer recurso
podemos dar la interpretacion de que es un recurso ocioso (la explicacion a esta
interpretacion la dariamos a través de las variables de holgura necesarias para resolver el
problema de programacion lineal, pero no nos detendremos en ello). Por tanto, si para la
empresa es un recurso del que quedan existencias una vez producido el plan dptimo, no le
interesa aportar mas cantidad al almacén, ya que le seguira sobrando.

3.- Modelo de produccion cuando existen varios objetivos

Supongamos ahora que la empresa toma la decision sobre su plan productivo
teniendo en cuenta mas de un objetivo. Esto se asemejaria mas a la realidad en la medida en
que suele ser natural que la toma de decisiones no se rija por un tnico criterio, sino que esté
basada en una serie de ellos que se desean optimizar conjuntamente.

Al igual que en el caso escalar buscamos una solucioén optima entre los distintos
planes de produccion.

El conjunto de las producciones posibles esta definido también por un sistema de
ecuaciones lineales que resume el sistema productivo con el que cuenta la empresa. La
diferencia con el problema escalar reside en la funcién objetivo, ahora la empresa se fija
distintos objetivos que desea optimizar conjuntamente. Ya no se trata solamente de
maximizar beneficios, sino que puede buscar también minimizar la contaminacion,
maximizar las cuotas de mercado, maximizar la utilidad que reporta a la sociedad...(siempre
que cada uno de estos objetivos pueda ser expresado como una ecuacion lineal).

Al ser varios los objetivos que se tratan de optimizar no va a ser siempre posible
decir que un plan de produccion es mejor que el resto porque, en general, habra planes
mejores para determinados objetivos mientras que otros daran mejores resultados en otros
fines. Nos encontraremos en esta ocasion un conjunto de soluciones eficientes no una tinica
solucién dptima como en el caso escalar. Dentro de este conjunto el decisor podra elegir la
solucion del problema ya que le sera en principio indiferente, a no ser que aplique unos
criterios que no se han introducido en el modelo y destaque alguna solucion eficiente

particular, pero esto queda fuera de nuestro analisis.
La formulacion del problema es semejante a la del apartado anterior, la empresa
(que sigue estando compuesta por un unico individuo) dispone de unos recursos

b=(b1,...,bm) con los que, a través del proceso productivo que se traduce en las



restricciones tecnologicas Ax<b y x>0, puede obtener un conjunto de planes de
produccion x = (xl,...,xp) .

La empresa, como hemos comentado, trataria de optimizar una serie de criterios
los cuales ha expresado de forma lineal. Sea c‘i. la utilidad que implica la produccion del
bien j-ésimo en la funcién objetivo 1-ésima, j=1,..,p y [ =1,...,s.

El modelo de produccion en esta situacion podemos expresarlo como un problema
de programacion multicriterio:

max — ¢x, +-+C)x,

NS -

=

2
X et O,

s S
ox +te,x,

sa  anx +oeta,x, <b

a,x +--+a,,x, < b,

X; >0 j=L...p.

Podemos escribir el problema matricialmente como:

max Cx
s.a Ax<b
x>0

siendo Ce M, , la matriz que resume las utilidades que se obtienen por cada unidad de
bien en cada objetivo.

Como hemos comentado, en este problema no obtendriamos una solucién sino un
conjunto eficiente de soluciones entre las cuales el individuo o empresa seleccionaria una
solucién eficiente x .

P
La empresa obtiene unas utilidades de chx . para cada objetivo considerado,
Jj=1

P L
ZC.,-X,-
j=1
I=1,...,s . Es decir obtiene el vector de utilidades: Cx" = :

p
5 _*
Z CiXj
=

Andalisis marginal.

Al igual que en el escenario anterior hemos llegado a una solucion eficiente x  a
partir de las condiciones iniciales C, b y la matriz A. Por el mismo razonamiento ya
comentado en este trabajo nos fijaremos en los efectos de las variaciones que la empresa
puede llevar a cabo en la aportacion de recursos.



A partir de la solucién eficiente x* conseguida con una determinada base, veamos
qué ocurre cuando la empresa varia su aportacion de recurso k-ésimo sin que ello implique
cambios en la base ya que eso implicaria cambiar todo el plan productivo.

La definicion de dualidad en la programacion multicriterio no es Gnica. Nosotros
nos basaremos en la dualidad de Iserman (1977), aunque para ver el analisis bajo otra
definicion de dualidad puede verse Fernandez (2001).

El problema dual del problema de la produccién multicriterio basandonos en la
dualidad de Iserman es el siguiente:

m

min  u,b +---+u,b

uxlbl +oet usmbm

1
Cjo

.F4_’3

P m
s.a ij (Zu”‘akjj <
Jj=1 J

k=1

.F4~§

s
Cjo

V4 m
Z w; [Z”xkak/‘j <
k=1

J=1 J

para ningin w € R”

que matricialmente podemos escribir como:
min  Ub
s.a UAw < Cw, para ningun w € R”
Uedmn,,,

Sea U" la matriz solucién del problema dual asociada a la solucion eficiente x .

Esta matriz puede contener elementos negativos, ya que la solucion del problema
primal no es unica sino que podemos encontrar otra que la mejore en algun criterio a costa
de que otro objetivo obtenga una peor valoracién, y eso queda reflejado en la matriz U™ .

La dualidad de Iserman nos conduce a la siguiente relacion entre el problema dual y el
primal. Las soluciones oOptimas de ambos problemas verifican la igualdad vectorial
siguiente:

Cx'=Ub.
es decir, se da la igualdad componente a componente.
Ante una variacion del recurso k-ésimo cada funcion objetivo del problema dual se
verd afectada en Ab, u; unidades, siempre que no haya cambios en la base. Por la

igualdad mostrada anteriormente también variaria en la misma cuantia el valor de las
funciones objetivo del problema primal.

Podemos interpretar, por tanto, £, como lo que varia el valor del criterio 1-ésimo
cuando se altera en una unidad la aportacion de recurso k-ésimo, y del mismo modo que
vimos en el apartado anterior considerar u#, el coste imputado al recurso k-ésimo en este
caso segun el objetivo I-ésimo.



Vemos como en este modelo una tinica variacion de recurso tiene distintos efectos
en cada uno de los criterios perseguidos. Esto se debe a que cada objetivo valora de forma
distinta los recursos necesarios para su consecucion y por tanto su variacion

Interpretemos lo que obtiene la empresa como un pago por sus aportaciones de
recursos. Consideramos que cada recurso sera valorado en funcion de su utilidad para la
consecucion de cada objetivo, lo cual queda reflejado en la matriz U™ . El resultado que
obtiene la empresa seria, segin este punto de vista, el vector de pagos siguiente:

by, +-+b,u;,
y= : =U'b
bu,, +---+bu,

m”"sm

La variacion en el recurso k-ésimo provocara cambios en este vector, los cuales
seran distintos en cada componente ya que dependen del objetivo en que nos fijemos. El
nuevo pago sera:
by, +-+ (b, +Ab Yuy, +---+b,uy,

, .

y:

m”sm

by, +---+ (b, +Ab, Yuy +---+b,u,

Una variacion en un recurso puede provocar en la empresa aumentos en unas

funciones objetivos y/o disminuciones en otras, dependiendo de los elementos del vector:

Un valor u,, negativo indica que el valor de la funcién objetivo 1-ésima se vera
afectado negativamente ante una variacion del recurso k-ésimo. Por ello el pago que
obtiene la empresa en ese objetivo debe disminuir, ya que su actuacion no contribuye a
incrementar la funcion objetivo, aunque ello puede ser positivo para la empresa, dependera
de que se trate de maximizar o minimizar la funcion objetivo. Por el contrario los valores de
u,, positivos implicaran unos mejores resultados en esa funcion objetivo y por tanto la
empresa debe obtener mas.

De lo que si estamos seguros, al ser U una solucion eficiente, es que existe una
combinacion de los elementos de U, (k =1,...,m), A", para la que la funcién resultante de
la misma combinacién de funciones objetivos, A"Cx aumenta ante la variacion del recurso
k (Fernandez, C. (2001)).

Vemos como en el supuesto de que tuviésemos un Gnico objetivo este analisis se
limitaria al anterior con la misma interpretacion de la variable dual.



Ejemplo.
En el ejemplo del apartado anterior necesitamos ahora introducir mas objetivos.
Vamos a considerar tres objetivos, el beneficio, que vendra representado por la misma
funciéon objetivo que antes, la cantidad de contaminacion provocada, que trataremos de
minimizar, y otros efectos medioambientales, que también trataremos de minimizar.
Consideramos la misma estructura productiva.
El problema que tenemos que resolver es:
max 2'5x, +5x, +4x,
min  3x, +3x, +5x,
min X, +5x,
sa  2x,+9x,+3'5x, <430
6x, +4x, +9x, <410
8x, +9x, +7x, <570

x20x,20x20

Una solucion eficiente de este problema es: (10‘31, 36'80, 22’32) siendo la matriz
de precios sombra segun la dualidad de Iserman la siguiente:
0438 0279 -0'006
U =|-0170 -0'554 0083
-0402 0421 -0'34

El valor que toman las funciones objetivos son:
299'098
—252'967
—194'336

Para resolver el problema aplicamos que min f(x)= —max(— f (x)) , si
deshacemos el cambio tendremos unos efectos ambientales y de contaminacién (funciones
objetivo segunda y tercera) positivos (en signo) pero eso indica efectos nocivos sobre el
medio ambiente, por ello mantenemos el signo negativo en la valoracion de estas funciones
objetivo ya que nos facilita su interpretacion sobre el pago que obtiene la empresa en base a
esos criterios. El pago negativo significara una deuda que tendra que satisfacer la empresa
por los efectos medioambientales que provoca su produccion.

Visto como un pago por la aportacion de recursos para iniciar el proceso
productivo, la empresa obtendria:

430x0'438 +410x0279 +570%-0'006 299'098
y=bU" =|430x-0'170 + 410x-0'554 + 570x 0'083 | =| —252'967
430x-0'402 +410x0'421 + 570x-0'34 —194'336



La valoracion negativa que hace la empresa de los recursos en determinados
objetivos indica que si aumenta su aportacion de recursos empeorara el valor que toma la
funcion objetivo.

En los objetivos segundo y tercero la mayoria de los recursos estan valorados
negativamente, esto se debe a que si aumentan su aportacion se obtendra una mayor
produccion y por tanto una mayor contaminacion (la cual tratamos de minimizar) y por
tanto una mayor deuda que debe asumir la empresa.

La empresa respecto al primer objetivo estaria dispuesta a aportar mas de los
recursos primero y segundo, siempre que ello le supusiera un coste inferior a su aumento en
el beneficio (0'438,0'279 respectivamente). También estaria dispuesta a reducir su
aportacion del recurso tercero que le hace disminuir el pago obtenido en ese objetivo.

Respecto al segundo objetivo, la empresa aumentaria la aportacion de recurso
tercero porque eso haria disminuir su deuda, siempre que el coste de este recurso sea
inferior a la cuantia en la que disminuye la deuda, 0'083 u.m. Los otros dos recursos les
interesa reducirlos porque provocan una mayor contaminacion.

Casi el mismo razonamiento puede hacerse para el objetivo tercero.

Si nos fijamos en los recursos vemos como la variacion en cada uno tiene distinto
impacto seglin el objetivo con el que tratemos. Por ejemplo, en el primer recurso su
aumento hara que mejore el pago obtenido por el primer objetivo pero empeorara la deuda
asumida en los otros dos.

4.- El modelo de produccién cuando existen varios individuos.

Nos enfrentamos ahora a un sistema de produccion semejante al que expusimos en
el primer apartado pero con la caracteristica especial de que ahora la identidad de los
individuos que participan en el proceso productivo puede distinguirse. Es decir, la idea de
una empresa trabajando al unisono desaparece y podemos observar los distintos individuos
que integran esa empresa. El comportamiento de estos individuos no puede considerase
equivalente y por tanto no podemos simplificar y referirnos a un solo “individuo ejemplo”
como en la programacioén clésica, sino que tendremos que estudiar el comportamiento de
cada uno de ellos. A este modelo lo denominaremos juego de la produccion.

El esquema de empresa ante esta situacion es el siguiente.

Nos encontramos con un grupo de distintos individuos (jugadores) (i=1,...,n) que
poseen cada uno una determinada cantidad de recurso de cada tipo, es decir un vector de
recursos b' =(b;,b;,....b, ) .

Existe un unico centro productor donde, bajo el mismo esquema productivo que
hemos expuesto hasta ahora se puede obtener unos determinados planes de produccion
x= (xl . ..,xp) utilizando un vector de recursos b. Cada bien final se vende en el mercado
obteniéndose un beneficio neto de ¢; por cada unidad (j=1,...,p).



Tenemos, por tanto, los elementos para iniciar el proceso productivo. Vamos a
considerar esta situacion como un juego cooperativo y utilizaremos los elementos

desarrollados por la teoria de juegos cooperativos.

Cada individuo posee un vector de recursos, por tanto puede acudir al centro
productor, llevar a cabo el proceso productivo individualmente y obtener unos bienes
finales, o bien los individuos pueden cooperar antes de acudir al centro, poner en comun los
recursos de los que disponen y acudir al centro productor como una unidad mayor, una

coalicion. La coalicion S contara con los recursos b(S) = Zbi y obtendria otro vector de
ieS
bienes finales.

El problema es como asociarse, es decir, quiénes van a formar la coalicion y qué
beneficios van a sacar con ello los individuos que la componen. Veamos como resolvemos
estas cuestiones.

Si los individuos deciden asociarse tendran mas recursos disponibles para producir
y por tanto, bajo el supuesto de rendimientos constantes de escala, el cual queda impuesto
al asumir linealidad, obtendran una produccién no menor que la obtenida individualmente,
por lo que al ser vendida en el mercado a los mismos precios se obtendran unos beneficios
no menores. Podemos decir en términos de teoria de juegos que estos juegos son convexos.
Parece evidente, por tanto, que se formara la mayor coalicion posible, la de todos los
individuos, la cual llamaremos gran coalicion, ya que va a obtener unos mayores beneficios
que cualquier otra coalicion.

El problema se limita, por tanto, a estudiar como se van a repartir esos beneficios
los individuos que han formado parte de ella, es decir todos los individuos. Ademas
suponemos que el pago que obtendra cada individuo al final es lo que determinara o no la
formacion de la coalicion, porque evidentemente nunca se formara una coalicion donde
alguno de sus miembros vaya a ganar menos que si actuase por ¢l mismo.

La solucidon del juego de produccion sera llegar a conocer los pagos que aceptan
los individuos para acceder a formar una determinada coalicién. Representaremos este
vector de pagos como ( VL) ) ,siendo y' el pago que obtiene el individuo i.

Cuando se forma una determinada coalicion S de individuos el problema que se
trata de resolver es:

max ¢Xx +:+c,X,
sa  ax+-+aq,x, <b(S)
v(S) =
a,x +--+a,x, < b, (S)

x;20  j=L..,p.

Si resolvemos este problema para todas las coaliciones que se pueden formar en el
conjunto de jugadores N ={1,...,n} tenemos la funcion caracteristica del juego.

Ya hemos comentado que lo mas interesante es que cooperen todos los individuos
lo que denominaremos gran coalicion y denotaremos por N. Cuando esto ocurre la solucion
del problema sera x", que indicara la produccion final obtenida por el conjunto de todos los



individuos cuando ponen en comun los recursos con los que cuentan cada uno. Esta
produccion sera vendida en el mercado y la coalicion N obtendra cx” unidades monetarias
de beneficio neto.

Ahora bien, no nos interesa tanto la cuantia de ese beneficio neto como la forma en
que se va a repartir entre todos los miembros que han participado en la coalicion, ya que,
como hemos comentado, s6lo en el caso en que estén de acuerdo con el reparto estaran
dispuestos a formar parte de esa gran coalicion.

Evidentemente todos los pagos no seran aceptados por los individuos, veamos las
condiciones que les exigimos para que todos los individuos estén de acuerdo con el reparto
y por tanto con la coalicion.

Las condiciones seran las siguientes:

e Que lo que obtenga cualquier individuo sea mayor que lo que pueda obtener ese
individuo si actiia por él mismo.

¢ Que lo que obtenga conjuntamente con ese pago los miembros de cualquier coalicion
sea mayor que lo que puede obtener esa coalicion si se forma y lleva a cabo el proceso
productivo.

e Que se reparta toda la utilidad que la gran coalicion puede conseguir.
Podemos escribir estas restricciones como:

. X[ZV(i)
. xS:;xiZV(S)
o X —V(N)

siendo: x' lo que obtiene en el reparto el individuo i.
v({i}) lo que el individuo i puede obtener si actia solo Vi.
v(S) lo que la coalicién S puede obtener si lleva a cabo el proceso productivo
VScN.

Estas son precisamente las condiciones de pertenencia al nticleo, concepto de
solucion propuesto por Gillies (1953) para juegos cooperativos pero usado con anterioridad
en Teoria Econdmica como cuenta Friedman (1991) y pone de manifiesto Debreu et al
(1963) haciendo en este articulo referencia a Edgeworth (1881).

Buscaremos pagos con estas caracteristicas como solucion a nuestro problema.
Una de ellas es la solucion de Owen. (Owen (1975)).

Owen propone pagar a cada individuo en funcidon de los recursos que aporta
valorando estos a unos determinados precios en funcion de lo apreciados que sean esos
recursos. Para obtener esos precios Owen resuelve el siguiente problema dual del juego de
la produccion cuando se forma la gran coalicion:



min b (N)u, +--+b, (N)u,

s.a  au tayu,+--+a,u, =c

a U +ay U, - +a,u, > c,

u, 20 k=1..,m.

y toma la solucion u- =(u, ,u,,...,u, ) como precios de los recursos.
El pago que propone Owen para cada individuo i es el siguiente:
Yy =bu +-+bu,  Vi=l,..n

Owen demuestra que ese pago pertenece al nlcleo, por lo que puede ser un pago
racionalmente aceptado por los diferentes individuos, en razon de los recursos aportados.

Andalisis marginal.

Ya sabemos lo que recibird cada individuo. Veamos qué ocurre cuando se alteran
las aportaciones de los recursos, pero ahora no nos interesa como se ve afectada la gran
coalicion sino como afecta el cambio a cada individuo.

Supongamos una variacion del recurso k-ésimo que no hace variar la base del problema de
programacion lineal que da lugar a la valoracion de la gran coalicion.

La nueva aportacion de recurso k, que representaremos como b (N), es fruto de
variaciones de las aportaciones de cada individuo. Debemos plantearnos en primer lugar
quién va a llevar a cabo esas variaciones, lo que nos lleva a un nuevo juego ya que
exigimos que las nuevas aportaciones de los individuos, b;', verifiquen, en el caso de un
aumento en el recurso £, lo siguiente:

b > b, Vi=1,...,n, que ningun individuo aporte menos recurso k que antes.

Zb,:i =b/(N), que al final el conjunto de los individuos aporten la cantidad que
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se desea para la gran coalicion.

Una vez resuelto este problema veamos como cada individuo se ve afectado por la
variacion de recurso:
y'=bu +--+b'u +---+bu, =y +Abu,

Cada individuo vera variar su pago en la medida en que varie su aportacion de
recurso y como el recurso en cuestion esté valorado por la gran coalicion. Estos nuevos
pagos seguiran perteneciendo al nucleo, aunque al del nuevo juego, aquel en el que las
aportaciones de los individuos se expresan con el vector b’ :(b”,...,b'"), con
b" =(b,...b ..., ).

Podemos interpretar cada elemento de la solucion dual u, como lo que varia el
pago que obtiene el individuo i Vie N, cuando su aportacion de recurso k varia una
unidad.



Lo que varia ese pago por unidad u, , debe ser considerado el precio asignado o
coste imputado a ese recurso. Vemos cémo todos los individuos valoran sus recursos con el
mismo vector de costes imputados y por tanto valoran de igual manera sus variaciones. En
este sentido, podemos decir que el comportamiento marginal de todos los individuos es el
mismo.

Cada individuo compara este coste imputado con el precio real del recurso, del
mismo modo que vimos en el segundo apartado, y en funcion del resultado toma la decision
de aportar mas recurso o no. Eso no implica que cada individuo obtenga el mismo pago, ya
que el pago depende tanto de ese vector de precios imputados (que si es el mismo para
todos) como de las aportaciones individuales de recursos (que no tienen por qué ser las

mismas).

Si consideramos que existe un tnico individuo la situacion se limita a la planteada
en el apartado segundo, el individuo recibiria un pago por los recursos que aporta, que en
este caso serian todos, y obtendria €l todo el beneficio de la gran coalicion (que estaria

formada solo por ¢l). Podemos comprobar que Z ¥ =y=w(N).
i=l1
Ejemplo.
Veamos el ejemplo en este escenario. Los recursos totales ahora han sido
aportados por tres individuos distintos. Concretamente la aportacion individual de cada
recurso es la siguiente:

Jugadores
1 2 3
139 181 110 | 430
140 87 183 | 410
130 225 215 | 570

La funcidn caracteristica es:

S V(S)
{1 73°774
{2} 102°366
{3} 98°142

(1,2} | 198°528
(1,3} 194°868
(2,3} | 200507
{1,2,3) | 299’328

Se formara la gran coalicion porque es la mas ventajosa al obtener 299°328 u.m.,
lo que indica que todos los individuos se pondran de acuerdo para aportar sus recursos
conjuntamente e iniciar el proceso productivo. Veamos como dividir de forma justa esos
beneficios totales de forma que los individuos estén de acuerdo en formar la gran coalicion.
Para encontrar la solucion de Owen resolvemos el problema:



min 430w, +410u, +570u,

sa  2u +6u, +8u; =22'5
u, +4u, +9u, =5
3"5u, +%u, +Tuy 24
u, 20 k=123

Lasoluciones: u, =0'433, u, =0'276, u,=0.
Los pagos que recibirian los individuos serian:
Y =139xu, +140xu, +130xu, =98'82

¥ =181xu, +87xu, +225xu, =102'366
3 =110xu, +183xu, +215xu, =98'142

En el pago que obtiene cada individuo vemos que todos valoran igual la variacion
en cada recurso, aunque no consiguen el mismo pago.

Ninguno de los individuos aumentaria su aportacion de recurso uno si este tuviera
un coste real superior a 0'433 u.m. Es decir cada individuo, y todos tendrian un
comportamiento intercambiable en el analisis marginal, aumentaria la aportacion del primer
recurso siempre que el aumento que experimenta en su pago no se vea compensado con el
coste que ello le suponga.

De igual modo, cada individuo sélo estaria dispuesto a aumentar el recurso dos si
este tuviera un coste real inferior al imputado que es de 0’276 u.m.

Como ocurria cuando existia un tnico individuo, el recurso tres queda ocioso y por
tanto su aportacion adicional no supone nada a la gran coalicion, y por tanto tampoco a
cada individuo.

Estos pagos pertenecen al nucleo del juego ya que verifican sus condiciones:

foV(i), Zx,.ZV(S)y xsz(N)

ieS

S gy’ v(S)
{1} 98°821 73°774
{2} 102°366 102°366
{3 98’142 98’142

(1,2} 201°19 198°528
(1,3} 196°96 194°868
(2,3} 200°507 200°507
{1,2,3} 299°328 299°328

5.- Modelo de produccion con varios individuos y varios objetivos

En esta ocasion el sistema de produccion cuenta, como en el apartado anterior, con
varios agentes que participan en el proceso productivo, pero ahora para tomar las decisiones



los individuos consideran mas de un criterio. A este modelo de produccion lo
denominaremos juego de la produccion vectorial.

El esquema del proceso productivo es el siguiente.

Tenemos un grupo N :{1,---,n} de individuos, cada uno propietario de una
determinada cantidad de recursos que representaremos por el vector b' =(b],0},...,b,)
i=1,...,n. Con estos recursos y con el mismo esquema productivo desarrollado hasta ahora
se puede obtener en el unico centro productivo unos planes de produccion.

Para seleccionar entre esos planes uno optimo cada individuo considera varios
criterios que desea optimizar, ademas no busca solamente maximizar el beneficio sino que
tiene en cuenta otra serie de criterios como por ejemplo maximizar la participaciéon en
actividades sociales o minimizar el efecto ambiental (siempre que estos criterios puedan ser
expresados de forma lineal). Lo que cada individuo encuentra al resolver este problema no
es, como en el caso escalar, una solucion dptima, sino un conjunto de planes de produccion
eficientes, ya que no sera siempre posible decir que un plan es mejor que el resto, pues
segun el objetivo en el que nos fijemos unos planes daran mejores resultados que otros.

Cada uno de los bienes finales obtenidos es valorado en el mercado segun el
objetivo que se persiga. Asi c’/. indica la valoracion que de la produccion j-ésima hace el
objetivo I-ésimo y ello Vj y V/.

Todos los individuos tienen la posibilidad de iniciar el proceso productivo y
obtener un plan de produccién eficiente segin los criterios considerados. Ademas
admitimos la posibilidad de que los individuos se pongan de acuerdo y cooperen en el
proceso productivo poniendo en comun los recursos con los que cuentan. Podemos tratar
por tanto esta situacion como si fuera un juego cooperativo, pero como los individuos y las
coaliciones valoran el proceso productivo por medio de un vector en el que quedan
reflejados los distintos criterios, debemos trabajar con las herramientas que nos ofrece la
teoria de juegos cooperativos vectoriales.

El problema vuelve a ser como asociarse, es decir quiénes van a formar la
coalicion y qué beneficios van a obtener con ello los individuos que la componen en cada
uno de los objetivos considerados.

Si los individuos deciden asociarse, lo cual implica poner en comun sus recursos y
llevar a cabo el proceso productivo, obtendran una produccién no peor que la obtenida
individualmente, ya que cuentan con mas recursos y por tanto podran no empeorar la
valoracion de esa produccion, al existir rendimientos constantes de escala asumidos por la
linealidad del modelo. Podemos decir que estos juegos verifican la propiedad de
convexidad de los juegos cooperativos vectoriales.

Bajo la idea de rendimientos constantes de escala, que refleja esa convexidad del
juego, parece logico pensar que la mejor asociacion, la que obtendra unos mayores
utilidades en todos los criterios sera la formada por todos los individuos, la gran coalicion.

Resuelto el problema de la formacion de coaliciones solo queda encontrar el pago
que aceptaria cada individuo como reparto de lo que obtiene la coalicion. La solucion del
juego por tanto serd llegar a conocer los pagos con los que los individuos estan de acuerdo



para formar la gran coalicion, ya que vuelve a ser ese pago el tnico condicionante para que
los individuos quieran formar las coaliciones.

Estos pagos son vectoriales, los recibe el individuo por cada criterio, es decir cada
individuo obtiene un pago por cada objetivo considerado, luego la solucion del juego sera
una matriz de pagos como la siguiente:

oy W
yo| 2 Mo
USRS

indicando por filas, y,, el reparto de lo que obtiene la gran coalicion en el objetivo / entre

los individuos /=1,...,s; y por columnas, y', lo que recibe un individuo i en cada uno de los

objetivos i=1,...,n.

No todos los repartos de las utilidades conseguidas por la gran coalicion en todos
los objetivos seran aceptados por los individuos. Busquemos aquellos repartos que
aceptaran los individuos bajo unas determinadas condiciones que imponemos nosotros.

Las condiciones seran semejantes a las planteadas en el caso escalar, salvo que ahora

comparamos vectores:

e Que lo que obtenga cualquier individuo en cualquier objetivo no sea peor que el vector
que pueda obtener si con sus recursos lleva a cabo el proceso productivo. (No ser peor
lo entenderemos como que mejora en al menos una componente).

¢ Que lo que obtenga cualquier coalicién en cualquier objetivo no sea peor que lo que
puede obtener ésta con los recursos que reune.

e Que se reparta toda la utilidad que la gran coalicion es capaz de obtener en todos los
objetivos.

Todas estas condiciones las expresaremos del siguiente modo:

Cn (i)
o X, =le. Zv(S)

ieS
e xy=v(N)

Estas son las condiciones de pertenencia al concepto de solucion de nticleo de
preferencia o de no dominancia para juegos cooperativos vectoriales. Para un mayor
desarrollo puede consultarse Hinojosa (2000).

Buscamos pagos con estas caracteristica. Para ello, y siguiendo un razonamiento
analogo al dado en el apartado anterior, cada individuo obtendra cada componente de su
vector pago en funcioén de los recursos que aporta y cémo estos son valorados en cada
objetivo. Para buscar esa valoracion utilizaremos la solucion que nos ofrece el problema
dual del problema de la produccion seglin la dualidad de Iserman cuando la aportacion de
recursos es b(N) :



min  u,b(N)+---+u,,b, (N)

u,by(N)+---+u,b, (N)
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cuya solucion serd una matriz U asociada a cada solucion eficiente x del problema

primal.
Tenemos por tanto la matriz solucion:
* *
Uy oo Uy,
U=l .
* *
u u

s1 sm

donde u, indica la valoracién del recurso k-ésimo que hace el objetivo 1-ésimo. Estos
valores, como comentamos en el apartado tercero, pueden ser negativos lo cual significa
que, partiendo de la solucion x , la funcion objetivo 1-ésima valora negativamente las
aportaciones de recurso k-ésimo.

Generalizamos la solucién de Owen al caso vectorial siendo el pago que recibe
cada individuo:

Y =b'U" Vi

es decir:
biuy, ++++ b,
y' = :
biu, +-+bu
1751 m”"sm

Nishizaki, Sakawa (2001) demuestran que este pago pertenece al niicleo de no
dominancia.

Andalisis marginal.

Ya sabemos lo que van a recibir los individuos por formar parte de la gran
coalicion. Veamos como se ven afectados si varia la aportacion total del recurso k-ésimo de
forma que no cambia la base del problema para la gran coalicion y si seguiran estando de
acuerdo en formarla tras el cambio.

El primer problema que nos planteamos es qué individuo o individuos va a hacer
variar ese recurso. Supongamos que se trata de una reduccion de recurso. La reduccion que



haga cada individuo puede ser de muchas formas pero vamos a imponer que se verifiquen
las siguientes condiciones:

b <b, Vi, esdecir que ningun individuo aumente su aportacién de recursos.

Zb,;i =b/(N), que al final hayan reducido a la cantidad total requerida de recurso £.

ieN

Una vez que hemos resuelto este problema y conocemos todas las nuevas

aportaciones de los individuos, b" = (bl’ ,...,b,{”,...,b;z) Vi, pasamos a ver como le afecta a
un individuo la variaciéon que ha experimentado:
ul*k
Yy =b"U"=bU +AV'U" =y +Abju, = y' +Ab;
“:k

es decir, cada individuo ve afectado el pago recibido en cada objetivo en una cantidad u
veces la variacion experimentada en el recurso k.

Vemos que una misma variacion de recurso afecta de forma distinta al pago
obtenido de cada objetivo. Esto se debe a que cada objetivo valora de forma distinta cada
recurso. Puede ocurrir que un recurso sea muy apreciado para la consecucién de un
determinado objetivo mientras que ese mismo recurso no es necesario para alcanzar otro o
incluso perjudique alcanzar su 6ptimo, esto hard que en el primer caso u, sea positivo y en
el otro nulo o negativo. La variacion de recurso que sufre el individuo i hard que quede
afectado su pago segun ese primer objetivo mientras que el pago seglin el segundo no.

Los individuos tienen todos el mismo comportamiento marginal, ya que todos
valoran los recursos con la misma matriz U, aunque como ocurria en el caso anterior no
todos obtienen el mismo pago, puesto que no aportan la misma cantidad de recursos.

Los nuevos pagos perteneceran al nucleo del nuevo juego, aquel en el que las
aportaciones de los individuos son b", y por tanto con estos nuevos pagos los individuos
seguiran estando de acuerdo en formar la gran coalicion.

Supongamos una situacion en la que existe un Ginico objetivo perseguido por todos
los individuos y tratamos esta situacion como un caso especial de juego cooperativo
vectorial. El analisis seria el mismo que el dado para el juego de la produccion escalar.

Si en cambio consideramos que hay un Unico jugador, tendriamos el mismo
modelo de produccion que planteamos en el apartado tercero y el analisis llevado a cabo
segun lo expuesto en este apartado, también seria equivalente al dado en el tercero.

Por ultimo, en una situacion donde tenemos un unico objetivo y un unico jugador
el modelo y el analisis llevado a cabo con la herramienta de juegos cooperativos vectoriales
seria semejante al analisis del problema de produccion lineal clasico.

Comprobamos, por tanto, que en este apartado la generalizacion del modelo es
maxima.



Ejemplo.
En el ejemplo del apartado anterior, con las mismas aportaciones individuales de
cada recurso, consideraremos varios objetivos.
El problema que tenemos que resolver para la gran coalicion es:
max 2'Sx, +5x, +4x,
min  3x, +3x, +5x,
min X, +5x,
sa  2x +9x,+3'5x, <h(N)
6x, +4x, +9x, < b,(N)
8x, +9x, + 7x; < b;(N)
x20x,20x20

Comprobamos que es el mismo problema que el planteado en el apartado tercero.

Tomamos un punto del conjunto de soluciones eficientes de este problema:
(10‘31, 36'81, 22'32) y buscamos los pagos que aceptaran los individuo para formar la
gran coalicion.

Para encontrar una soluciéon del nticleo nos fijamos en los precios sombra
asociados a esta solucion del problema primal segiin la dualidad de Iserman. El problema
dual es el mismo que ya planteamos en el tercer apartado.

El vector de precios sombra es:

0'438 0'279 -0'006
-0'170 —-0'554 0'083
-0'402 0'421 -0'34

y la matriz de pagos que reciben los individuos sera:
99'162 102201  97'947
y=(BU...b'U" )= (V'y")= | 904 60293 -102237
-41'138  -112'635  -40277

La interpretacion de los pagos negativos es la misma que expusimos en el apartado
tercero, se trataria de una deuda que deben asumir los individuos por el hecho de aportar
recursos que son transformados en bienes finales y cuyo proceso de transformaciéon provoca
efectos negativos sobre el medio ambiente.

Nos fijaremos en un individuo determinado, ya que la valoracion de los recursos
que hacen todos los individuos es la misma y por tanto su comportamiento marginal es
intercambiable, aunque cada uno obtiene un pago distinto.

Vemos que todos los individuos estarian dispuestos a aportar mas de los recursos
primero y segundo para mejorar el primer objetivo, siempre que ello no le supusiera un
coste superior a la mejora experimentada en ese objetivo, 0'438 y 0'279 respectivamente.
Respecto al tercer recurso todos los individuos estarian dispuestos a reducir su aportacion.

Si el individuo disminuye su aportaciéon de recurso tercero mejoraria el segundo
objetivo en el sentido de que haria disminuir su deuda, pero ello siempre que el coste de



este recurso fuera inferior a la cuantia en la que disminuye la deuda, 0'083 u.m. Respecto a
los recursos primero y segundo le interesa reducir su aportacion porque mas aportacion de
los mismos provocara una mayor contaminacion y por tanto una mayor deuda que debe
afrontar el individuo. Casi el mismo razonamiento puede hacerse para el objetivo tercero.

La variacion de cada recurso tiene distinto impacto segin el objetivo con el que
tratemos. Fijémonos por ejemplo en el segundo recurso, su aumento hard que mejore el
pago obtenido por el primer objetivo y que disminuya la deuda contraida en el tercer
objetivo pero empeorara la deuda asumida en el segundo.

6.- Conclusiones

El andlisis marginal clasico que podemos llevar a cabo en el modelo de la
produccion lineal utilizando la programacion lineal es completado por otras herramientas
que permiten llevar a cabo el analisis cuando las condiciones del modelo de produccion
clasico se ven alteradas.

Ademas las interpretaciones son generalizaciones del caso mas sencillo, ya que
podemos comprobar que cuando se vuelve a las condiciones iniciales del modelo, el
analisis llevado a cabo en la situaciéon mas completa se reduce al de la situacion mas simple.

En la solucioén clasica en la que tenemos un individuo que selecciona sus planes de
produccion en funcién de un objetivo, deduciamos del analisis marginal que cada
componente de la solucion del problema dual, u, , indicaba lo que se ve alterado el ingreso
que obtiene ese individuo al variar una unidad la aportacion de un determinado recurso £.

En la situacion en la que este mismo individuo considera mas de un criterio, cada
elemento de la matriz U” (solucion del problema dual), u, indicaba lo que se ve alterado
el ingreso en el objetivo I-ésimo cuando se alteraba en una unidad la aportacion de recurso
k.

Si en este estudio encontramos que el numero de objetivos considerados es uno (el
individuo pondera las distintas funciones objetivo con el vector 1) entonces la matriz
solucion del problema dual seria un vector, u” = AU, que indicaria en cada componente lo
que varia la funcién objetivo ponderada ACx" cuando se alteran las aportaciones de cada
recurso. Es decir tendriamos el mismo razonamiento que si hubiéramos trabajado con
programacion clésica.

Cuando no es un tnico individuo el que participa en el proceso productivo sino
mas de uno hemos llevado a cabo el analisis basandonos en la teoria de juegos
cooperativos.

Si todos los individuos decidieran actuar como uno solo nos encontrariamos con
un unico jugador. Este individuo recibiria un pago por los recursos que aporta que resultan
ser todos, por lo que le pertenecen todos los beneficios que la empresa puede obtener. El
pago que recibe este individuo es equivalente a agregar todos los pagos que recibirian los
miembros de la gran coalicion:

y=>y"=v(N)=>b(N) u,=Yb u,.
i=1 k=1 k=1



El analisis marginal del pago que obtiene el ahora inico individuo es igual al de
cualquier otro jugador en la situacion anterior (ya comentamos que los jugadores tenian un
comportamiento marginal equivalente). El individuo valora con u, la variacion del recurso
k-ésimo en su pago y este comportamiento es el mismo que tenia el individuo del problema
de produccion clasico.

Veamos qué ocurre en el juego de la produccion vectorial cuando los dos factores
que condicionan este escenario, el numero de individuos y el nimero de objetivos
considerados, se reducen hacia situaciones mas simples: un individuo o/y un objetivo.

Supongamos que los individuos del juego de la produccion vectorial ponderan los
distintos objetivos. El pago que recibiria cada individuo sera un pago escalar ponderacion
del anterior, es decir:  y" = A1y’ = AU’b' . Cada individuo valora una aportaciéon més de su
recurso k-ésimo como Au, , siendo u; la columna k-ésima de la matriz U’y este analisis
es equivalente al de la situacion presentada en el juego de la produccion escalar.

Supongamos ahora que hay un inico jugador, el cual obtendria un nico vector de
pagos equivalente a agregar todos los pagos vectoriales de los jugadores que forman la gran

coalicion. El analisis en su vector de pagos es equivalente al llevado a cabo en el apartado

"
tercero. Este individuo obtiene un pago de y = Z Y =Ub.
i=1

Una variacion de una unidad en la aportacion de recurso k-ésimo serd valorada de
distinta forma segun el objetivo considerado, concretamente el objetivo 1-ésimo vera variar
su valor en #,, unidades.

Por ultimo, en una situacion donde tenemos un unico objetivo y un tnico jugador,
este obtendria un pago escalar que recogeria todo el beneficio. Ademas una variaciéon en
recurso k-ésimo veria variar su inico objetivo (ponderacion de objetivos) en Au, unidades.

El modelo y el analisis llevado a cabo con la herramienta de juegos cooperativos
vectoriales en estas circunstancias seria equivalente al analisis del problema de produccion
lineal clasico.
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UNA APLICACION DE LA METODOLOGIA
MULTICRITERIO A LA ASIGNACION DE
PLAZAS DE FORMACION OCUPACIONAL
EN GALICIA'

Pilar Murias, J. Carlos de Miguel®

Resumen:

La mayor parte de la formacion ocupacional que se imparte en Galicia se financia a
través del llamado Plan Nacional de Formacion e Insercion Profesional (Plan FIP) y se
incardina en un marco mas amplio de politicas activas de empleo (formacion,
orientacion, colocacion...), cuyos objetivos basicos vienen marcados por los Acordos
sobre medidas para o crecemento e o emprego en Galicia, 1998-2001 (1998), en los
que se da prioridad a una serie de colectivos como receptores de este tipo de medidas
favorecedoras del empleo.

Este trabajo pretende mostrar la utilidad que podria tener un modelo de programacion
por metas a la hora de analizar el problema de asignacion de plazas de formacion del
plan FIP a las distintas areas funcionales en las que, a este fin, se divide la Comunidad
Autonoma Gallega. Los objetivos de este modelo vendran dados directamente por
aquellos formulados en los citados acuerdos.

Palabras clave.- Formacion ocupacional, plan FIP, drea funcional,

programacion por metas..

' Este trabajo ha sido parcialmente financiado por la Secretaria Xeral de Investigacion e
Desenvolvemento, Xunta de Galicia, mediante el proyecto PGIDT 00SCX20103 PR.

? Universidad de Santiago de Compostela. E-mail: pmurias@usc.es, eccharba@usc.es.



1.- Introduccion

A finales de la década de los 90, la preocupacion por el empleo sobrepaséd las
fronteras nacionales y se convirtié en una cuestion estratégica para la Union Europea (UE),
ya que las desigualdades entre los mercados de trabajo de los paises miembros amenazaban
la cohesion social en el seno de la UE. Esta preocupacion se plasmd en una serie de
directrices sobre empleo derivadas de la firma del Tratado de Amsterdam en 1997, que
fueron ratificadas en el Consejo Europeo Extraordinario celebrado en Luxemburgo en
noviembre del mismo afio. Se trataba fundamentalmente, de establecer unas lineas comunes
para el fomento de empleo que sirviesen como guia de las politicas nacionales especificas.

En el mismo marco de preocupacion por el empleo, el gobierno autondmico de
Galicia y los distintos agentes sociales (a excepcion del sindicato gallego Confederacion
Intersindical Galega, CIGA) firmaron en julio de 1998 los Acordos sobre medidas para o
crecemento e o emprego en Galicia, 1998-2001. En ellos se contemplaba la aplicacion en
Galicia de los Acuerdos de Luxemburgo, a través de un amplio paquete de medidas entre
las que tenian un importante peso las llamadas politicas activas de empleo.

En este sentido, la Xunta de Galicia, en colaboracién con los agentes sociales, se
comprometia a prestar, a lo largo de los cuatros afos a los que se referian los acuerdos, una
atencion especial a una serie de colectivos sefialados como prioritarios. Estos colectivos
tendrian preferencia a la hora de recibir formacion u orientacion, de beneficiarse de
acuerdos de practicas con empresas o de cualquier otro mecanismo que favoreciese su
insercion laboral.

Este estudio va a centrarse exclusivamente en la formacion ocupacional, dejando
de lado la orientacion laboral, ya que con frecuencia la orientacion se utiliza como medida
“compensatoria” para aquellos que no han podido beneficiarse de las acciones formativas.
Es importante sefialar, que, en los acuerdos de julio del 98, se le asignd a la formacion
ocupacional un objetivo especifico, de forma que se le planteaba el complejo reto de llegar
a un importante porcentaje de desempleados y potenciar al mismo tiempo, la participacion
en las acciones formativas de los colectivos especificos sefialados para las politicas activas
de empleo.

Actualmente, la practica totalidad de la formaciéon profesional ocupacional se
enmarca dentro del Plan Nacional de Formacion e Insercion Profesional' (plan FIP) (creado
en 1985 y reformado considerablemente en 1993), cuya financiacion proviene
fundamentalmente de la cuota de formacion profesional recaudada en las empresas. Aunque
la planificacion y aprobacion del plan corresponde a la Administracion Central, y por tanto
el reparto de la financiacion entre los diversos ambitos territoriales, gran parte de las
comunidades han adquirido competencias en la ejecucion del FIP en su territorio.
Concretamente en Galicia, el traspaso de competencias en esta materia a la Conselleria de
Familia, Promocioén do Emprego, Muller e Xuventude (en adelante, Conselleria de Familia)
tuvo lugar en el aflo 1993 y este organismo autonémico es actualmente el responsable de:

e laprogramacion, organizacion, gestion y control de las actividades formativas,

e ¢l establecimiento de convenios con determinadas instituciones,

e la homologacion de centros formativos que actien exclusivamente en su territorio,y
e el registro de cursos y alumnos a nivel autonémico.

! Existe otra via de financiacion de la formacién ocupacional, a través del Fondo Social
Europeo, pero con menos importancia en términos cuantitativos y con criterios y
mecanismos de ejecucion distintos a los del FIP. Por eso el trabajo se centra en este ultimo.



Con el objetivo de favorecer la realizacion de sus actividades, la Conselleria de
Familia defini6 35 areas geograficas distintas dentro del territorio gallego, que en su
mayoria se corresponden con comarcas o agrupaciones comarcales y que se conocen con el
nombre de areas funcionales. El reparto de fondos para formacién ocupacional se realiza
entre dichas areas, aunque de forma indirecta, puesto que son los centros formativos
situados en cada una de las 4reas los responsables de presentar una propuesta de
programacion de cursos. A partir de esta programacion propuesta, la Conselleria
subvenciona los cursos que considera convenientes en funcién de una serie de parametros
como el numero de alumnos, la especialidad impartida, el grado de insercioén alcanzado por
los cursos en afios anteriores, la dificultad técnica de los mismos...

La programacion de formacion ocupacional en las distintas areas y la distribucion
de los recursos entre las mismas, obliga cada afio a la Conselleria a enfrentarse a una
decision compleja, en la medida en que los objetivos asignados a este tipo de formacién no
pueden alcanzarse simultaneamente mas que de forma limitada.

En este sentido, consideramos que la metodologia multicriterio puede ser de gran
ayuda en esta tarea, ya que ha mostrado su utilidad para asignar recursos entre distintas
unidades o actividades en contextos similares. Por eso, en este trabajo pretendemos
extender al campo de la formacién ocupacional ciertas aplicaciones del multicriterio en el
campo de la Educaciéon Superior, concretamente aquellas aplicaciones relacionadas con la
asignacion de plazas de profesorado a los distintos departamentos o areas de conocimiento
de una Universidad, con la intencion de mejorar su estructura y favorecer la eficiencia del
sistema universitario. En los ultimos afios se han venido desarrollando trabajos en esta
direccion: en algunos, como Caballero et al [(2000) y (2001b)], se plantea la distribucion de
fondos para contratacion y promocion, determinando de forma indirecta el numero de
plazas; y en otros, como Caballero et al (2001a), se trata directamente del reparto de plazas
entre las distintas areas de conocimiento, problema que guarda un claro paralelismo con el
que nos ocupa en esta ocasion.

2.- Objetivos de la formacion ocupacional

En los citados Acordos sobre medidas para o crecemento e o emprego en Galicia,
1998-2001 se planteaban 5 objetivos muy concretos relativos a las politicas activas de
empleo.

Por un lado, se establecid un objetivo referido especificamente a la formacién, y
que consistia en ofrecer acciones formativas durante el afio” al menos a un 20% de los
desempleados de la comunidad auténoma.

Ademas se establecieron conjuntamente para la formacién y la orientacion otros
cuatro objetivos:

En primer lugar, organizar una oferta de este tipo de acciones formativas u

orientativas suficiente para atender a la totalidad de los desempleados menores de 25 afios
antes de que llegasen al sexto mes de desempleo.
De forma analoga, atender a todos los desempleados mayores de 25 afios antes de que
llegasen al duodécimo mes de desempleo. Tanto este objetivo como el anterior tienen como
pretension principal luchar contra el desempleo de larga duracion y contra la
“obsolescencia” en las cualificaciones que suele producirse en situaciones de este tipo.

* En este sentido es frecuente que se entienda por afio el ejercicio para el cual se programen
los cursos, que no tiene por que coincidir con el afio natural.



El tercer objetivo conjunto que se contempla para la formacion y la orientacion es
atender, a través de uno u otro tipo de medidas, a la totalidad del colectivo de desempleados
discapacitados, para favorecer la insercién de este grupo que se enfrenta a dificultades
especificas en el mercado de trabajo.

Finalmente, la oferta de acciones formativas u orientativas debia permitir cubrir también al
20% de los individuos que estan registrados como demandantes de empleo pero que no son
parados.

Es importante recalcar que los acuerdos de julio del 98 contemplan a la formacion
como una pieza de un conjunto de medidas mas amplio, a través de las cuales se pretende
alcanzar los propositos expuestos en los parrafos anteriores. La formacion ocupacional
desarrollada a partir del plan FIP s6lo puede contribuir al cumplimiento de los mismos.
Pero, en todo caso, consideramos que la ejecucion del plan y la oferta de plazas en las
distintas areas deben resultar coherentes con los objetivos expresados en los acuerdos y
deben responder de alguna forma a estos mismos objetivos.

3.- Formulacion del modelo

Dado que a la formacién ocupacional se le plantean una serie de objetivos que
dificilmente pueden ser alcanzados de forma simultanea, consideramos que la metodologia
multicriterio es adecuada para enfrentarse a la problematica de la asignacion de plazas de
formacion entre las distintas areas funcionales. Ademas, puesto que los objetivos estan
establecidos de forma general para el conjunto de politicas activas de empleo, optamos por
utilizar un enfoque de Programacion por Metas, intentando satisfacer los niveles de
aspiracion que el decisor fije para la formacion ocupacional en cada uno de estos objetivos.

En los subapartados siguientes se iran exponiendo los elementos fundamentales
del modelo tedrico que se propone.

DATOS DEL MODELO

Los datos que se consideran necesarios para la aplicacion de este modelo son los siguientes:

e PA: presupuesto anual asignado a la Comunidad Auténoma Gallega para ejecutar el
plan FIP en su territorio.

e  CM;: coste medio de formacion por alumno en cada una de las areas funcionales.

e DEPI;: nimero de parados menores de 25 afios que llevan menos de 6 meses en el
desempleo en cada una de las areas.

e DEP2;: nimero de parados mayores de 25 afios que llevan menos de 12 meses en el
desempleo en cada una de las areas.

o DEP3;: resto de parados en cada una de las areas.

e DENP;: resto de demandantes de empleo no parados en cada una de las areas.

e CAPAC;: nimero de plazas de formacion que podrian ofrecer los centros situados en
cada area funcional. Representa la capacidad formativa de cada una de las éreas.

VARIABLES DE DECISION

Teniendo en cuenta los objetivos que se planteaban, consideramos que las
variables de decision mas adecuadas son las que indican el numero plazas de formacién que
deberian ofrecerse para cada uno de los colectivos relevantes.



e ALPI;: nimero de plazas que deberian ofertarse para menores de 25 afios con menos
de 6 meses como desempleados en el area i-ésima.

e  ALP2;: nimero de plazas que deberian ofertarse para mayores de 25 afios con menos
de 12 meses como desempleados en el area i-ésima.

e ALP3;: nimero de plazas que deberian ofertarse para el resto de desempleados no
incluidos en los grupos anteriores en el area i-ésima.

e ALNP;: numero de plazas que deberian ofertarse para el resto de los demandantes de
empleo no desempleados en el area i-ésima.

Entre las variables sefialadas no aparece contemplado el grupo de desempleados
discapacitados a los que se hacia referencia en los objetivos de los acuerdos del 98, ya que
este colectivo suele atenderse a través de una serie de medidas especificamente destinadas a
ellos. Paralelamente, tampoco va a aparecer en la formulacion de objetivos del modelo.

RESTRICCIONES

En el modelo se contemplan inicialmente tres tipos de restricciones:

1. Por un lado, la restriccion presupuestaria, que resulta obvia: la suma de las cantidades
asignadas para la formacion de todos los colectivos en todas las areas funcionales no
puede superar el presupuesto del que se dispone para el Plan FIP en el ejercicio
correspondiente, |

> CM,[ALP1, + ALP2, + ALP3, + ALNP,|< PA
siendo n=n°'de 4areas funcionales.

2. Por otro lado, la restriccion que recoge la capacidad de los centros de formacion en
cada area: el numero de plazas asignadas para formacién en cada una de las areas
funcionales no puede superar la disponibilidad real maxima de plazas que tengan los
centros situados en ese area.

ALP1, + ALP2, + ALP3, + ALNP, < CAPAC,

siendo n=n° de areas funcionales ¢ i=1,2,......,n

3. Finalmente, se enumeran una serie de cotas superiores para todas las variables, que
garantizan que en ninglin caso se asignara un numero de plazas formativas mayor que
el colectivo correspondiente en cada area funcional. Ademas, sobre las variables ALP3;
se ha impuesto también una cota inferior, con el objeto de asegurar formacion para al
menos un 10% de los parados que no pertenecen a los colectivos prioritarios:

0< ALP1, < DEPI,
0< ALP2, < DEP2,
0.10[DEP3, | < ALP3, < DEP3,
0< ALNP, < DENP,
siendo n= n° de areas funcionales e i=1,2,.....,n

METAS Y PRIORIZACION.

Teniendo en cuenta lo expuesto en el apartado 2 de este trabajo, los objetivos de
nuestro modelo se derivan fundamentalmente de los acuerdos firmados por el organismo
decisor en esta materia, y son los siguientes para cada una de las areas funcionales:



OBJETIVO 1: Ofertar plazas de formacion al menos a un 20% de los desempleados, sea
cual sea el colectivo concreto al que pertenezcan.

OBJETIVO 2: Priorizar, en la medida de lo posible, la participacion en la formaciéon del
colectivo de jovenes menores de 25 afios que lleven menos de 6 meses como desempleados.

OBJETIVO 3: Priorizar también a los mayores de 25 afios que lleven menos de 12 meses
como desempleados como receptores de las acciones formativas.

OBJETIVO 4: Oftrecer oportunidades de formacion, en la medida de lo posible, al resto de
los demandantes de empleo que no estdn desempleados.

Una vez establecidos los objetivos, el decisor deberia expresar el nivel de logro de
los mismos con el que se consideraria satisfecho, lo que permitiria formular las metas de la
siguiente manera:

META I: en cada una de las areas funcionales debe ofrecerse formacion por lo menos un a
por ciento de los desempleados registrados en esa area,
[ALP1, + ALP2, + ALP3,]+ n, — p, =a|DEP1, + DEP2, + DEP3,]
siendo n= n° de areas funcionales e i=1,2,......,n

META 2: en cada una de las areas deben ofrecerse plazas de formacion al menos un 3 por
ciento de los desempleados menores de 25 afios que lleven menos de 6 meses en el
desempleo,

META 3: en cada una de las areas debe ofrecerse formacién por lo menos un y por ciento
de los desempleados mayores de 25 afios que llevan menos de 12 meses como
desempleados,
ALP2; +n; = p;s :y[DEPZ,.]
siendo n= n° de areas funcionales e i=1,2,.....,n

META 4: en cada una de las areas deben ofrecerse plazas de formacion al menos a un & por
ciento de los restantes demandantes de empleo que no estan desempleados.
ALNP, +n,, - p,, = 5| DENP,]
siendo n= n° de areas funcionales e i=1,2,.....,n

Estas metas constituyen restricciones de ‘“caracter blando”, de tal forma que
pueden ser violadas ligeramente sin afectar a la factibilidad del modelo. En este caso, al
decisor le interesa superar el umbral de satisfaccion que ha definido para cada uno de los
objetivos, asi que las variables de desviacion no deseadas serian las negativas (n;;), es decir
las que cuantifican la falta de logro de las metas con respecto a sus niveles de aspiracion.

La minimizaciéon de las variables no deseadas se va a realizar siguiendo un
enfoque de Programacion por Metas Lexicograficas Ponderadas, estableciendo una serie de
niveles de prioridad para los objetivos, de tal forma que el decisor indique en qué orden
desea que se satisfagan las metas. Hemos elegido este enfoque porque parece el mas
adecuado para el decisor segin se ha desprendido de una serie de consultas que



mantuvimos con distintos responsables de la Conselleria de Familia (tanto de la Direccion

General de Formacion como de la Colocacion). Los niveles de prioridad establecidos son

los siguientes:

1. En el 1° nivel de prioridad se sitiia la meta 1, por lo tanto lo que inicialmente pretende
el decisor es atender a un determinado porcentaje del conjunto de los desempleados.

2. En el 2° nivel de prioridad se sitiian conjuntamente las metas 2 y 3, con el mismo peso
para cada una de ellas, por lo tanto el decisor prioriza con la misma intensidad la
participacion en las acciones formativas de ambos colectivos especificos.

3. En el 3° nivel de prioridad se situa la meta 4, de tal forma que si aun quedan recursos
disponibles se pueda atender a la formacion de los demandantes de empleo que no
pertenecen a la categoria de desempleados.

Dado el nivel de exigencia a la hora de formular los objetivos, y teniendo en cuenta las
restricciones con las que nos enfrentamos, es posible que llegue el momento en el que en
algun nivel de prioridad no puedan satisfacerse las metas de ese nivel para todas las areas
funcionales. Aunque en este caso se estableceran las mismas ponderaciones para todas las
areas funcionales, el decisor podria priorizar alguna o algunas de ellas asignandoles un peso
preferencial mas elevado en funcion de su situacion socio-economica.

Formulacién matematica del modelo
Segun lo que se ha venido comentando mas arriba, el modelo de Programacion por

Metas Lexicograficas Ponderadas en el que se asigna el mismo peso preferencial a todas las
areas puede expresarse de la siguiente forma:

nn. n n. n. nn.

. i 2 3 4
Lexming Y —= 3| =+ [ >
=L U =\ Uy Uy ) isl Uy

S.a.:

S CM [ALP\, + ALP2, + ALP3, + ALNP|< PA

i=1

ALP1, + ALP2, + ALP3, + ALNP, < CAPAC,

0< ALPI, < DEPI,

0< ALP2, < DEP2,

0,10[DEP3,]|< ALP3, < DEP3,

0< ALNP, < DENP,

[ALP1, + ALP2, + ALP3,]+ n, — p,, = a|DEP), + DEP2, + DEP3, |
ALP, + n,, — p,, = B[DEP1,]

ALP2, + n,, — p,, = y|DEP2,]

ALNP, + n,, — p,, = 5|DENP.]

siendo u;;los niveles de aspiracion correspondientes:



u, = a|DEP\, + DEP2, + DEP3,]

u, = B[DEPI, ]
u, =y[DEP2,]
u,, = 5|DENP,]
ei=1.n

4.- Resultados

El modelo teodrico expuesto en el apartado anterior ha sido aplicado a la
distribucion de formacion ocupacional en el ejercicio 2001 entre las 35 areas funcionales
definidas en la comunidad gallega.

Los datos que permitieron realizar esta aplicacion proceden directa o
indirectamente de distintos organismos de la Conselleria de Familia.

Por un lado, la Direccion Xeral de Formacién nos suministré datos sobre
presupuestos dedicados a cursos de formacion FIP (el presupuesto disponible para el 2001
asciende a 8.543 millones de pesetas) y alumnos beneficiados por este tipo de acciones
formativas en los ultimos afos. Ya que no era posible contar con una medida mas precisa
del coste formativo por alumno en cada una de las areas (c;), se tomo el cociente entre el
presupuesto programado en cada area y el numero de alumnos que empezaron los cursos,
como aproximacion a este coste en cada uno de los afios del periodo 1996-2000.
Observando la evolucion de este cociente, en la practica totalidad de las areas se optd por
utilizar una estimacion del coste para el 2001 suponiendo que éste se ajustaba a una
tendencia lineal.

Por otra parte, la Direccion Xeral de Colocacion, a través del Servicio Galego de
Colocacion (SGC) que es el organismo responsable de la intermediacion laboral en Galicia,
nos proporciono los datos® referentes al mercado de trabajo en cada uno de los municipios
gallegos. De esta forma, se obtuvo el nimero total de parados por municipio, pero cuando
se pretendio “descender” a cada uno de los colectivos relevantes, los datos disponibles se
referian a demandantes de empleo inscritos como tales en las oficinas del SGC y no a
desempleados. Esta ltima categoria fue aproximada imputando los desempleados totales a
los distintos colectivos de forma proporcional a los demandantes de empleo en cada uno de
los grupos, lo que supone aceptar la hipdtesis de que la relacion desempleados/demandantes
de empleo no depende del colectivo considerado, sino que resulta aproximadamente
constante.

Finalmente, y debido a que la Conselleria no pudo proporcionarnos los datos
precisos sobre la capacidad formativa de las areas, utilizamos como aproximacion el
nimero de alumnos que participaron en alglin curso en el afio 2000. Con la intencion de
dotarlo de cierta holgura y contemplar posibles incrementos en la capacidad (hasta de un
50%), multiplicamos este dato por un coeficiente de 1,5.

La resolucion de este problema se ha llevado a cabo utilizando la opcion de
Programacion por Metas Lexicograficas del programa PROMO®. PROMO es un programa
para la resolucion de problemas de Programacion Multiobjetivo Lineal, implementado por
Caballero et al. (2000), que funciona bajo entorno Windows. Este programa resuelve

3 Estos datos corresponden concretamente al dia 17/08/2001



problemas de Programacion por Metas utilizando las principales metodologias disponibles
para problemas de este tipo e incluyendo varias opciones para la Restauracion de la
Eficiencia.

A la hora de considerar el valor de los pardmetros a, B, v y 6, que determinan los
niveles de aspiracion en cada una de las areas funcionales, nos fijamos detenidamente en el
texto de los Acordos sobre medidas para o crecemento e o emprego en Galicia, 1998-2001.
Segun lo establecido en estos acuerdos, el decisor deberia pretender formar al menos a un
20% de todos los desempleados. El porcentaje a formar deberia ser ligeramente mayor en el
caso de los colectivos prioritarios con el fin de favorecer especialmente su participacion en
las acciones formativas. Finalmente, consideramos que el decisor se sentiria satisfecho con
formar a la décima parte del colectivo de demandantes de empleo no parados, atendiendo a
la otra décima parte que marcan los acuerdos a través de medidas orientativas. Estos niveles
de aspiracion, que se establecen para el conjunto de la comunidad gallega (nivel global),
fueron también nuestro punto de partida para fijar los niveles de aspiracién de cada area
funcional (nivel local), asi que los valores de a, B, vy y & que utilizamos en la formulacion
del modelo de Programacion por Metas Ponderadas son los que aparecen en la siguiente
tabla:

Tabla 1: VALORES DE LOS PARAMETROS
DERIVADOS DE LOS ACUERDOS
a 20%
B 25%
Y 25%
R 10%

Fuente: Elaboracion propia

Con objeto de analizar las posibilidades de cumplimiento a nivel global y local, asi
como la existencia de limitaciones a nivel local, nos planteamos inicialmente la resolucioén
de un modelo de Programacion por Metas Lexicograficas Minimax en el que se
contemplaban 6 niveles de prioridad; 3 relativos a las metas globales y otros 3 relativos a
las locales. Ademas, el problema fue planteado de tal forma que el cumplimiento de cada
una de las metas globales fuera prioritario con respecto al del correspondiente bloque de
metas locales, es decir, el decisor pretendia alcanzar cada uno de sus objetivos a nivel
global y solo a partir de ahi se preocupaba por lo que ocurria en cada una de las areas. Por
lo tanto los 6 niveles de aspiracion quedaban de la siguiente manera:

1. En el primer nivel de prioridad se situaba la meta global relacionada con el
objetivo 1,

2. enel segundo, aparecian las 35 metas locales relacionadas con el objetivo 1,

3. el tercer nivel estaba ocupado por las 2 metas globales relacionadas con los
objetivos 2 y 3,

4. en el cuarto, se situaban las 70 metas locales asociadas a los objetivos 2 y 3,

5. en el quinto nivel aparecia la meta global relacionada con el objetivo 4, y

6. finalmente en el ultimo nivel de prioridad estaban las 35 metas ligadas al dicho
objetivo 4.



En este caso se escogio6 la formulacién Minimax con el objeto de que, en los niveles de
prioridad de los bloques de metas locales se realizase una asignaciéon equitativa de las
plazas formativas, igualando los incumplimientos porcentuales, cuando no fuese posible
satisfacer las metas para la totalidad de las areas.
La resolucion de este problema arrojo dos conclusiones relevantes:
1. Por un lado, que era posible el cumplimiento de las metas para el conjunto de la
comunidad gallega, y

2. por otro, que determinadas areas tienen un serio problema de déficit de capacidad
formativa frente al superavit de otras, de lo que se desprende que la distribucion de
los centros no es la mas adecuada en relacion a las necesidades del mercado
laboral.

En la tabla siguiente aparecen los mejores valores alcanzables para los parametros
globales y locales de tal forma que se cumplan todas las metas globales y locales:

Tabla 2: VALORES DE LOS PARAMETROS QUE GARANTIZAN EL
CUMPLIMIENTO DE METAS GLOBALES Y LOCALES
NIVEL GLOBAL NIVEL LOCAL
o 20% 8%
B 25% 7%
Y 25% 7%
i} 10% 3%

Fuente: Elaboracion propia

Los valores que aparecen en la columna de nivel local indican que existe/n
alguna/s area/s que no puede/n superar ese porcentaje, sin embargo a nivel global se
alcanzan los porcentajes derivados de los acuerdos, que son mucho mayores. Si esto ocurre
asi, es porque, sin duda, existen importantes desequilibrios en cuanto a la capacidad entre
las distintas areas, lo que permite que los déficits de unas se compensen con los superavits
de las otras.

Una vez obtenida esta valiosa informacion sobre los valores de los parametros,
pasamos a resolver el modelo que inicialmente nos habiamos planteado: un modelo donde
s6lo teniamos en cuenta las metas locales bajo una formulacion de Programacion por Metas
Lexicograficas Ponderadas y con los valores de los parametros derivados de los acuerdos
(20, 25, 25 y 10 por ciento, respectivamente). Este enfoque posibilita la obtencion de
informacion adicional sobre las limitaciones de las areas y ademas puede permitir un mejor
aprovechamiento de los recursos al dejar que las areas con incumplimientos se sitien en
menores niveles de incumplimiento de los que permite el enfoque Minimax.

Como ya esperabamos, al resolver el problema nos encontramos con que no existe
ninguna solucidon que satisfaga a un tiempo todas las metas, ni siquiera las de un mismo
nivel de prioridad. Con esta limitacion, determinamos la soluciéon mas proxima a las
aspiraciones del decisor relajando los niveles de aspiracion para las areas con
incumplimentos de tal forma que se cumpliesen las metas. En la siguiente tabla aparecen las
areas que presentaban incumplimientos en cada uno de los niveles y entre paréntesis el
nuevo valor asignado al parametro correspondiente:



Tabla 3 : INCUMPLIMIENTOS DE LAS METAS EN LOS DISTINTOS
NIVELES DE PRIORIDAD
N° INCUMPLIMIENTOS AREAS
NIVEL 1 9 3 (19%)
a 4 (10%)
5 (10%)
10 (11%)
19 (11%)
26 (11%)
27 (15%)
29 (17%)
33 (8%)
NIVEL 2 9 3 (23%)
Y 4 (8%)
5 (7%)
10 (9%)
19 (11%)
26 (7%)
27 (16%)
29 (22%)
33 (2%)
NIVEL 3 10 4 (8%)
5 5 (6%)
10 (6%)
19 (5%)
26 (5%)
27 (9%)
28 (5%)
29 (6%)
33 (6%)
34 (2%)

Fuente: Elaboracion propia

Como se puede observar, las areas 4, 5, 10, 19, 26, 27, 29 y 33 presentan
problemas de incumplimiento de metas en todos los niveles de prioridad y las metas
asociadas con el area 3 no se satisfacen ni en el primer ni en el segundo nivel aunque el
grado de incumplimiento en este caso es pequefio. En estas areas, la capacidad formativa es
relativamente pequefia con respecto al nimero de desempleados existentes, es decir, la
oferta maxima de plazas que podrian realizar los centros es insuficiente para atender los
objetivos planteados.

Es importante sefialar que todas las metas que no alcanzan un nivel satisfactorio en
el nivel de prioridad 2 son metas relacionadas con el objetivo nimero 3, es decir, son las
que recogen la pretension del decisor de formar al menos al 25% de los desempleados del
colectivo 2 (mayores de 25 afios con menos de 12 meses en el desempleo). Sin embargo, en
todas las areas se puede formar al menos, a la cuarta parte de los desempleados del
colectivo 1 (menores de 25 afios con menos de 6 meses en el desempleo). Este hecho



resulta razonable, ya que el ultimo grupo es de menor tamafio que el primero,
especialmente en el caso gallego, y por lo tanto se necesitan menos plazas para formar al
mismo porcentaje de individuos.

También resulta razonable que el niimero de incumplimientos se incremente
ligeramente a medida que se pasa al siguiente nivel de prioridad, ya que los recursos
disponibles para el cumplimiento de las ultimas metas son cada vez menores.

Tras relajar, como se ha explicado, los niveles de aspiracion, se obtuvo una
primera solucion del modelo multiobjetivo que se presenta de forma resumida en la tabla
siguiente:

Tabla 4: PLAZAS FORMATIVAS ASIGNADAS POR LA SOLUCION 1
Suma | Minimo Maximo Media Desviaf:i(')n % s/Totgl del
media Colectivo
ALP1 4242 3 832 121 110 25.00%
ALP2 | 14997 8 3351 428 452 24.55%
ALP3 | 13694 7 4861 391 557 31.87%
ALNP| 1194 1 239 34 38 9.10%

Fuente: Elaboracion propia

De acuerdo con esta solucion se agotaria el presupuesto asignado a formacion
(aproximadamente 8543 millones de pesetas) y se beneficiarian de la misma 34.127
demandantes de empleo, de los cuales alrededor de un 43% pertenecen al grupo de
desempleados mayores de 25 afios con menos de 12 meses en el desempleo y otro 40% son
desempleados que no pertenecen a ninguno de los dos colectivos prioritarios. Esta solucion
permite formar a mas del 20% de los desempleados de toda la comunidad (concretamente al
27%) y también al 25% de los desempleados gallegos del colectivo 1, pero generaria un
ligero incumplimiento global para el caso del colectivo 2 y del colectivo de demandantes de
empleo no parados, como se puede observar en la ultima columna de la tabla 4.

Por otra parte, el nimero de plazas asignadas para cada uno de los colectivos varia
mucho de unas areas a otras, haciendo que la desviacion sea muy amplia y la media poco
significativa.

En la siguiente tabla se muestra en detalle las plazas de formacion que esta primera
solucion asigna a cada una de las areas segun el colectivo especifico al que pretenden
cubrir:

Tabla 5: PLAZAS FORMATIVAS ASIGNADAS A CADA AREA FUNCIONAL POR
LA SOLUCION 1

Area ALP1 ALP2 ALP3 ALNP
Areal 531 3351 613 209
Area 2 47 183 66 8
Area 3 135 439 108 14
Area 4 100 119 142 10
Area s 77 65 92 9
Area 6 317 1148 1187 105
Area7 31 111 56 13
Area 8 49 164 69 20




Area 9 291 1140 1969 105
Area 10 12 18 15 2
Area 11 117 338 67 24
Area 12 24 129 39 4
Area 13 200 679 141 68
Area 14 61 197 56 11
Area 15 29 110 24 6
Area 16 43 194 65 8
Area 17 28 139 32 7
Area 18 32 129 62 13
Area 19 24 60 61 4
Area 20 295 958 3077 106
Area 21 3 26 7 1
Area 22 20 81 31 11
Area 23 40 176 89 6
Area 24 10 39 19 2
Area 25 32 138 75 7
Area 26 74 44 56 7
Area 27 176 389 141 32
Area 28 114 274 73 37
Area 29 19 54 23 2
Area 30 38 116 23 12
Area 31 38 132 33 7
Area 32 247 725 170 77
Area 33 66 8 69 7
Area 34 89 233 82 2
Area 35 832 2890 4861 239

Fuente: Elaboracion propia

Las areas 6, 9, 20, 1 y 35 son las que forman al mayor nimero de demandantes de
empleo (por encima de los 2700) porque son las que tienen también un mayor niimero de
personas en esta situacion. Por esa misma razon, son las areas en las que mas individuos se
forman en cada uno de los colectivos, aunque la ordenacion puede variar ligeramente.

En el otro extremo se sitiian las areas 21, 10, 24, 29 y 22, a las que se le asigna un
numero total de plazas por debajo de 150 y que son también las que menos forman si
atendemos a cada uno de los colectivos relevantes por separado.

La solucion analizada es una de las infinitas soluciones que tiene el problema una
vez relajados los niveles de aspiracion. Vamos a buscar ahora de entre todas estas
soluciones que satisfacen los deseos del decisor, aquella que representa un coste minimo
para el mismo. Es decir, vamos a afiadir una nueva meta en el ultimo nivel de prioridad, de
tal forma que, una vez encontradas las soluciones que satisfacen las metas de los niveles
anteriores, el programa se quede con la que hace que el coste sea el menor posible. La
nueva solucion obtenida aparece descrita en la tabla siguiente:




Tabla 6: PLAZAS FORMATIVAS ASIGNADAS POR LA SOLUCION 2

Suma Minimo Maximo Media Desviaf:i(')n % S/T"t‘?l del
media Colectivo
ALP1 9349 3 3329 267 344 55.10%
ALP2 17504 8 4534 500 560 28.65%
ALP3 5060 6 1096 145 143 11.78%
ALNP 1194 1 239 34 38 9.10%

Fuente: Elaboracion propia

El numero total de plazas de formacion se sitia en 33.108, por debajo de las
34.127 que asignaba en total la solucion 1. En este caso, el presupuesto gastado seria de
alrededor de 8.277 millones de pesetas, frente a los 8.543 que se empleaban seglin la
solucion anterior.

Pero sin duda la mayor diferencia de esta soluciéon con respecto a la anterior se
refiere al reparto de plazas entre los distintos colectivos objeto de analisis. Ahora se hace
todavia un mayor hincapié en la formacion de los dos grupos que el decisor considera
prioritarios, a los que pertenecen mas del 80% de los demandantes de empleo formados. Sin
embargo, las plazas para los desempleados que no pertenecen a los colectivos prioritarios
constituyen el 15% de las totales, frente al 40% de la solucién 1.

Analizando la solucion a nivel autondmico, se estaria formando aproximadamente
al 26% de todos los desempleados gallegos, y se superaria con creces el 25% fijado para los
dos colectivos prioritarios, como muestra la Ultima columna de la tabla anterior; sin
embargo, tampoco en este caso se consigue ofrecer plazas de formacion al 10% de todos
los demandantes de empleo no parados que existen en la comunidad gallega.

En la siguiente tabla aparecen de nuevo las asignaciones de plazas por cada una de las areas
funcionales, ahora, segtn la solucion 2:

Tabla 7: PLAZAS FORMATIVAS ASIGNADAS A CADA AREA FUNCIONAL POR
LA SOLUCION 2
Area ALP1 ALP2 ALP3 ALNP
Area l 531 3351 613 209
Area 2 58 183 56 8
Area3 135 439 108 14
Area 4 100 119 142 10
Area s 77 65 92 9
Area 6 1148 1148 454 105
Area 7 31 125 42 13
Area 8 49 177 56 20
Area 9 1164 1140 1096 105
Area 10 12 18 15 2
Area 11 117 338 67 24
Area 12 24 133 35 4
Area 13 200 679 141 68
Area 14 63 197 54 11




Area 15 29 110 24 6
Area 16 43 203 56 8
Area 17 28 139 32 7
Area 18 32 129 62 13
Area 19 24 60 61 4
Area 20 1179 1725 308 106
Area 21 3 26 6 1
Area 22 20 86 26 11
Area 23 40 199 66 6
Area 24 10 44 14 2
Area 25 32 158 55 7
Area 26 75 44 55 7
Area 27 176 389 141 32
Area 28 114 274 73 37
Area 29 19 55 22 2
Area 30 38 116 23 12
Area 31 38 132 33 7
Area 32 247 725 170 77
Area 33 66 8 69 7
Area 34 98 233 73 2
Area 35 3329 4534 720 239

Fuente: Elaboracion propia

Las areas a las que se le asigna un mayor niimero de plazas totales y por colectivos
siguen siendo la 1,1a 6,1a 9, 1a 20 y la 35, ya que como se ha explicado antes el nimero de
plazas asignadas depende directamente del nimero de desempleados y estas son las areas
con mayores niveles absolutos de desempleo. En el otro extremo vuelven a situarse las
areas 10, 21, 22, 24 y 29 que forman al menor numero de demandantes de empleo.

5.- Conclusiones

El actual sistema de formacion profesional ocupacional en Galicia comprende una
realidad compleja que dificulta la toma de decisiones en esta materia. Sin embargo, en la
medida en que los objetivos de la formacion ocupacional estan definidos y claramente
relacionados con el fomento del empleo, resultaria enormemente util contar con una
herramienta objetiva y racional que facilite la tarea de los organismos responsables de la
programacion de dicha formacion. En este sentido, proponemos la metodologia
multicriterio, que tiene ademas como principal caracteristica la flexibilidad con la que
incorpora las preferencias del decisor, lo que permite a éste un amplio margen de actuacion
como organismo politico, priorizando objetivos y/o areas funcionales.

Asimismo, el modelo propuesto permite detectar las areas en las que existe una
carencia de plazas en relacion con las necesidades reales del mercado de trabajo local
formativos, lo que otorga al decisor la posibilidad de actuar estableciendo centros propios
en esas zonas.

Esta primera version del modelo deja abierto un amplio abanico de posibilidades a
la hora de analizar la problematica del reparto de formacion ocupacional. Asi por ejemplo,
es posible formular una variante del mismo que tome la restriccion presupuestaria como




una meta mas, permitiendo ligeras violaciones en su cumplimiento, teniendo en cuenta que
pueda existir algin trasvase de fondos procedente de otras partidas presupuestarias de la
Conselleria. Por otro lado, el problema, tratado inicialmente de forma continua, podria
resolverse de forma mas adecuada en variables enteras.

Finalmente es necesario decir que, a pesar de la utilidad que un modelo como éste

puede tener para el reparto de fondos dedicados a formacién ocupacional, su aplicacion
depende fundamentalmente del interés del organismo decisor y de su capacidad para
implicarse en este tema, ofreciendo los datos oportunos y manifestando con claridad sus
preferencias.
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