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RESUMEN: En este trabajo consideramos un problema de localizaciéon donde dos empresas entran secuencialmente en
un mercado, compitiendo por captar clientes distribuidos en un conjunto finito de puntos, a los que ofrecen un producto o
servicio. La demanda existente se reparte entre las empresas competidoras atendiendo a la proximidad entre clientes y
centros proveedores. En este modelo, donde el objeto de la competencia es la cuota de mercado, y donde el Gnico criterio
de decision del cliente es la distancia al suministrador del bien o servicio, la Unica variable de decision relevante es la
localizacion de los centros de suministro. Se considera una versién del modelo lider-seguidor. El problema consiste en
determinar las estrategias 6ptimas para dos empresas, la empresa lider y la seguidora, que toman sus decisiones de forma
secuencial, con el fin de conseguir ciertos objetivos. La formulacién propuesta incorpora un umbral de distancia que
representa la diferencia minima entre la distancia cliente-lider y cliente-seguidor que produce un cambio en la
preferencia del consumidor. El objetivo del seguidor, una vez conocida la ubicacion del lider, es maximizar la cuota de
mercado que captura. El problema de optimizacion del lider consiste en minimizar la maxima cuota de mercado que
capturaria el seguidor.

Palabras claves: Localizacién competitiva, problema del lider-seguidor, umbral de preferencia.

ABSTRACT: In this paper we consider a location problem where two firms enter the market sequentially, competing for
capturing customers located at a finite set of points, to which the competitors offer a product or service. The existing
demand is satisfied by the rival firms according to the proximity between clients and facilities. In this model, where the
object of competition is the market share and the only customer decision criterion is the distance from clients to the
supplier of goods or services, the only relevant decision variable is the location of facilities. A version of the leader-
follower model is considered. The problem is to determine optimal strategies for each firm, the leader and the follower,
which make decisions sequentially in order to achieve certain objectives. The proposed formulation incorporates a
distance threshold that represents the minimum difference between the distances client-leader and client-follower that
provides a change in the consumer preference. The objective of the follower, when the location of the leader is known, is
to maximize its captured demand or market share. The optimization problem of the leader is to minimize the maximum
market share that the follower would capture.

Keywords: Competitive location, Leader-follower problem, Preference threshold.
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1. Introduccién

Los modelos de competencia espacial representan situaciones en las que dos o més entidades
compiten para captar elementos distribuidos en el espacio, tomando decisiones donde al menos una de las
variables relevantes es la localizacion de estas entidades. En nuestro caso consideraremos que estas
entidades son empresas que compiten por proveer de productos o servicios a clientes distribuidos en un
conjunto finito de puntos. Junto a la localizacién, pueden intervenir otras variables como, por ejemplo, los
precios de venta, las cantidades ofertadas, y la dimension de los centros suministradores del bien o
servicio.

Estos modelos estan dirigidos a determinar estrategias 6ptimas en la toma de decisiones sobre la
localizacion, con el fin a alcanzar ciertos objetivos. Aungue el objetivo natural de las empresas es
maximizar sus beneficios, o bien maximizar la cuota de mercado, pueden perseguirse otros. Asi,
podriamos considerar los siguientes:

e Laempresa quiere maximizar su cuota de mercado.

. La empresa quiere minimizar la cuota de mercado de su competidor.

. La empresa quiere maximizar la diferencia entre su cuota de mercado y la de su competidor.
e Laempresa quiere asegurar que su cuota de mercado no es inferior a la de su competidor.

En problemas en los que el bien o servicio tiene carcter esencial y, por tanto, la demanda existente
debe ser totalmente satisfecha, la demanda total se reparte entre los competidores y los cuatro objetivos
anteriores son equivalentes.

El comportamiento del cliente se modela mediante una regla de eleccion. Dadas las caracteristicas y
ubicacion de dos establecimientos que ofertan un determinado producto, la regla de eleccion del cliente
establece los criterios de decision y la forma en que éste lleva a cabo la eleccion de los centros por parte
del cliente. Si suponemos que el Unico criterio de eleccién es la distancia entre el cliente y los
establecimientos, pueden considerarse las siguientes reglas de decisién;

* Regla de eleccion binaria, los clientes eligen el establecimiento méas cercano y utilizan en él todo su
poder de compra.

* Regla de eleccion parcialmente binaria, los clientes eligen el establecimiento mas cercano de cada
una de las firmas que operan en el mercado.

* Regla de eleccion proporcional, los clientes eligen todos los establecimientos y utilizan en ellos una
cantidad de poder de compra que viene dada por una funcidn decreciente de la distancia desde el
cliente al establecimiento.

La regla de eleccién binaria representa un comportamiento de “todo o nada”. Segun ésta, un cliente
satisfaria toda su demanda en el centro més préximo, aunque hubiese otro establecimiento casi tan
cercano como aquél. Los empates se resuelven mediante una funcién de distribucion. La regla de eleccién
binaria supone que el cliente es sensible a cualquier diferencia entre las distancias a los establecimientos,
lo cual no es realista. A pesar de estas deficiencias, el modelo binario es importante desde el punto de
vista tedrico y es muy Util para las aplicaciones en las que el producto puede ser considerado homogéneo
y se supone que los establecimientos son idénticos, como por ejemplo los quioscos de periddicos y las
farmacias.

Una regla de eleccion del cliente més realista reemplaza la conducta hipersensible del consumidor,
implicita en la regla binaria, por un comportamiento sensible a un umbral. En este modelo un cliente
utiliza la empresa A exclusivamente solo si la distancia de éste cliente al competidor excede la distancia
del cliente a la firma A en una cantidad mayor o igual que un umbral o sensibilidad minima (ver
Devletoglou (1965) y Devletoglou y Demetriou (1967)).

En el extremo opuesto a la regla de eleccion binaria encontramos la regla de eleccion proporcional.
De acuerdo con esta regla, un cliente visita todos los establecimientos y la porcién de demanda capturada
por cada uno de ellos depende de la distancia entre el cliente y el establecimiento.
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La disposicion del cliente a viajar una distancia larga para acudir a un establecimiento esta
condicionada por el caracter del bien demandado. Los bienes esenciales deben ser consumidos y los
clientes visitan uno o mas establecimientos para obtenerlos. Los bienes no esenciales no son
indispensables, de manera que los clientes pueden decidir no visitar ciertos establecimientos si
consideran que la distancia hasta ellos es demasiado grande. Los bienes esenciales y no esenciales se
corresponden con las denominadas demandas inelasticas y elasticas respectivamente.

El estado del mercado viene definido por las firmas que operan en él y por las reglas que gobiernan la
apertura y cierre de los establecimientos. Se pueden considerar varios escenarios:

e Hay s firmas operando en el mercado. Cada firma F; tiene p; establecimientosi =1, ..., sy la firma F
quiere abrir T, establecimientos y cerrar r establecimientos.

* Hay s firmas operando en el mercado. Cada firma F; tiene p; establecimientos i = 1, ..., Sy una nueva
firma Fs.1 quiere entrar en el mercado con ps.; establecimientos.
e Ninguna firma opera en el mercado y la firma F, quiere entrar en el mercado con p; establecimientos.

En el Gltimo escenario, cuando el mercado esta vacio y la firma F; quiere entrar en el mercado con p;
establecimientos, una de las estrategias posibles para la firma F; es abrir los establecimientos en las
localizaciones que minimicen la maxima cuota de mercado que los competidores puedan alcanzar si
entran en el futuro en el mercado como maximizadores de su cuota de mercado. En este problema de
localizacion secuencial la firma F; es el lider y los competidores son los seguidores.

Un problema de localizacion lider-seguidor se denomina también problema de Stackelberg. Una
solucién de Stackelberg es un par ( Xp*, Y. ) donde Y, es la estrategia 6ptima del seguidor si el lider
tiene p establecimientos localizados en Xp*, y Xp* es la estrategia preventiva 6ptima del lider, suponiendo
que el seguidor abre r centros de servicio. Para el problema en redes, los términos, (r|X,)-medianoide y
(r|p)-centroide fueron introducidos por Hakimi (1983) para denominar los problemas del seguidor y del
lider respectivamente.

En este trabajo describimos la formulacion de los problemas de optimizacién involucrados en el
modelo lider-seguidor como problemas de programacién lineal, considerando una regla de eleccién de los
clientes que incorpora un umbral de sensibilidad a las diferencias entre las distancias a los centros
suministradores del bien o servicio. Este umbral es la diferencia minima entre la distancia al lider y la
distancia al seguidor que lleva al cliente a cambiar su eleccion y acudir a un centro de la empresa
seguidora.

2. Problemas de localizacion competitiva maltiple

2.1. Antecedentes

Revisiones de los modelos de localizacién competitiva se pueden encontrar en Eiselt y Laporte
(1989), Eiselt, Laporte y Thisse (1993), Friesz, Miller y Tobin (1988), y Plastria (2001), entre otros. Un
resumen del modelo lider-seguidor en redes es presentado en Santos-Pefiate, Suarez-Vega y Dorta-
Gonzélez (2007).

ReVelle (1986) formuld el Problema de Captura Maxima, éste es el problema del seguidor discreto
considerando la localizacion de varios establecimientos, con una regla de eleccion binaria y demanda
inelastica. Una revision del Problema de Captura Maxima y algunas extensiones se presenta en Serra y
ReVelle (1995). El problema de localizacién del lider-seguidor en redes fue formalizado por Hakimi
(1983, 1990) que introdujo los términos (r|p)-centroide y (rX,)-medianoide para denominar a las
soluciones de los problemas del lider y del seguidor, respectivamente. El (r|X ;)-medianoide es la solucién
optima del problema del seguidor cuando el lider tiene p establecimientos localizados en los puntos de
X,. El (r|p)-centroide es la solucion optima del lider cuando el lider abre p establecimientos y el seguidor
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abre r. Algunos resultados sobre la existencia de solucidon optima en el conjunto de vértices para el
problema del (rX,)-medianoide en diferentes escenarios, pueden encontrarse en Hakimi (1964) y Suarez-
Vega et al. (2004). Un estudio reciente de Spoerhase y Wirth (2009) incluye un resultado de la
discretizacion para el (1|p)-centroide en un arbol.

Los resultados de la discretizacién permiten la resolucién de problemas en redes usando herramientas
disefiadas para resolver problemas en espacios discretos. En ciertos escenarios, estos resultados
garantizan la existencia de un (r|X ,)-medianoide en el conjunto de vértices que se convierte en el conjunto
de localizaciones candidatas para abrir los establecimientos. En otras situaciones, el conjunto de
candidatos depende de las localizaciones elegidas por el lider, haciendo el problema mas dificil. Sélo
unos pocos articulos de modelos de localizacion muestran procedimientos para encontrar una solucién de
Stackelberg, incluso cuando se asume que los vértices son las Unicas localizaciones candidatas (ver por
ejemplo, Benati y Laporte (1994); Bhadury y otros (2003); Redondo y otros (2010); Serra y ReVelle
(1994, 1995); Spoerhase y Wirth (2009)).

2.2. El modelo

Sea C el conjunto de las localizaciones de los clientes y sea L el conjunto de posibles localizaciones
de establecimientos sobre una red o grafo G=(V,E). Los conjuntos C y L son por lo general finitos y
consisten en vértices; es decir, C,L C V. Sea d(c,x) la distancia desde la localizacion ceC a la
localizacion xEL. Sea w una funcion de pesos sobre el conjunto de las localizaciones de los clientes,
donde el peso w(c) de la localizacion ¢ representa la demanda de los clientes ubicados en ese punto. El
conjunto C es el conjunto de los puntos de demanda.

El modelo bésico es el modelo del lider-seguidor simple en el que cada competidor sélo va a localizar
un establecimiento. Denotemos por x a la localizacion del lider y por y a la localizacion del seguidor.
Para dos puntos distintos, x e y de L, la preferencia de cada cliente en c se establece como una funcién
monotona de la diferencia entre las distancias a las localizaciones d(c,y) - d(c,x) o del cociente entre ellas
d(c,y)/d(c,x). Los casos mas sencillos son:

e El establecimiento en yelL es preferido por el «cliente en ¢ a x&L si
d(c,y) <d(c,x) - 0.

e El establecimiento en yelL es preferido por el «cliente en ¢ a x&L si
d(c,y) / d(c,x) <y (Sid(c,x)=0, la localizacidn x es preferida ay).

Definidas de esta forma, las preferencias son asimétricas. Habria aversion al lidersi 6<0,0y>1,y
aversion al seguidor cuando 8 >0 o0 y < 1. En ningun caso dos localizaciones del lider y del seguidor son
igualmente preferidas, y en la frontera, d(c,y) = d(c,x) - 8 o d(c,y) / d(c,x)=1y, esta regla favorece al lider.

Para cada par de localizaciones x,y € L, sea C(y < x) el conjunto de localizaciones de clientes que

cambian su eleccién de la localizacién x por la localizacion y mas cercana. Entonces
C(yp x)={ceC:d(c,y) <d(c,x)-5}. (1)

La demanda total de los clientes que cambiarian a la localizacion y desde la localizacion x se denota
W(y <x)y vale:

W(yp x)=&gpx)w(c). )

Sea

W™ (x)=maxW (yp X). ©)

yEL

Un x-medianoide es un punto yEL tal que W"(x) = W(y < x). Un centroide es un punto x €L tal
que
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“(X7) = minW™(x). 4
W (x ) minW (x) 4)
Consideremos ahora el problema de localizacién madltiple en el que los puntos x e y de L son
sustituidos por conjuntos de p y r localizaciones, respectivamente. Esto es, sea p el nimero de
establecimientos que abrira el lider y r el nimero de establecimientos instalara que el seguidor.
Sea L% el conjunto de subconjuntos de L con g puntos, es decir

1 ={x CL:|X|=q} ®)

Entonces definimos las nociones C(X < Y) y W(C < Y) para cada par de conjuntos de puntos, X,Y C
L. La distancia desde la localizacién c de un cliente hasta un conjunto de localizaciones Z C L es

d(c,z) =min{d(c,2):z€2} (6)

Los clientes que cambian su eleccién al punto yEL desde un conjunto X C L son aquellos méas
cercanos a 'y que a cualquier punto de X en una diferencia superior al umbral 6. Por lo tanto
Clyp X)=1 C(ypx)={ceC:d(c.y) <d(c.X)-d}. Y]
XEX
El conjunto C(Y < X) de localizaciones de clientes que captura el conjunto de localizaciones Y C L

frente al conjunto de localizaciones X C L es el conjunto de puntos de C para los que existe un punto de
Y mas cerca que cualquier punto de X en una diferencia superior al umbral 8. Asi

C(Y p X)={ceC:d(c,Y) <d(c,X)-}. (8)

Este es el conjunto de localizaciones de puntos ¢ tales que para cualquier punto x € X existe un
punto y €Y mas cerca del cliente en ¢ de lo que lo esta x en una diferencia superior a J; este punto y
depende del punto ¢ y de la localizacion x. El conjunto C(Y < X) se puede obtener de la siguiente forma:

CypX)=UC(ypX)=UI Clypx=
=4 YEY XEX 9

={ceC:¥xeX JyeY d(c,y) <d(c,x) -}

Finalmente, la demanda total de los clientes que captura el conjunto Y al conjunto X es:

W (Y p x)=c%x)w(c). (10)

Notese que los conjuntos de localizaciones del lider de tamafio p s6lo son comparadas con los
conjuntos de localizaciones con r localizaciones de establecimientos; p, r > 0. El nimero de localizaciones
para cada competidor se considera como la caracteristica relevante de los conjuntos permitidos por las
firmas. Otras caracteristicas relevantes o restricciones de coste pueden ser consideradas para representar
contextos mas realistas. Las caracteristicas o restricciones usuales incluyen el nimero de localizaciones
de establecimientos, el tamarfio, el coste o la capacidad de los establecimientos, la distancia entre
establecimientos, etc. Estas caracteristicas pueden ser diferentes dependiendo de las escenarios de
aplicacion. Por ejemplo, si cada punto candidato x tiene asociado un coste Cost(x), y los competidores,
lider y seguidor, tienen un presupuesto limitado, B y B, respectivamente, entonces las condiciones [X|=
py|Y|=r son reemplazadas por Cost(X)<B_ y Cost(Y) < Bg respectivamente, siendo

Cost(X) = ) Cost(x) (11)

XE.

Cost(Y) = ygcost(y) (12)
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Por otro lado, el modelo del lider-seguidor también puede ser formulado usando los conjuntos de
localizaciones que capturan la demanda de los clientes dada la localizacién del competidor (ver ReVelle,
1986). Sea

Z(c:X)={z€L:d(c,2) <d(c, X) -5} (13)

el conjunto de localizaciones que capturan al cliente en ¢ cuando son comparadas con el conjunto de
localizaciones X. Un cliente en c preferird una localizacion de un establecimiento del conjunto Y de
localizaciones del seguidor al conjunto de localizaciones X siysolosi Y NZ(c: X) =@ . Asi

C(Y p X)={ceEC:YNZ(c:X) =D} (14)

Los conjuntos Z(c : X) contienen las localizaciones de interés, las que tienen que ser consideradas
cuando buscamos buenos seguidores si el lider tiene sus centros ubicados en las localizaciones de X.

Finalmente, notese que considerando diferentes modelos de mercado competitivo y diferentes
restricciones surgen varias nociones de solucion (ver Suarez-Vega y otros 2004).

3. Nociones de conjuntos soluciones

En esta seccién vamos a extender las nociones de solucién dadas para el caso en que las firmas
competidoras instalan un Unico centro, al caso en que las firmas desean determinar las localizaciones para
varios establecimientos. Consideraremos que la empresa lider quiere abrir p centros y la seguidorar.

Para p =r =1, un centroide es un punto de L tal que la demanda total maxima de los clientes que
prefieren otro punto de L es la menor posible. La puntuacién de un punto candidato x, denotada W (x), es
esa demanda maxima de los clientes que prefieren otro punto, es decir

W7 (x) = maLxW(z p X), VxEL. (15)
€

Entonces, formalmente, un punto x € L es un centroide para el espacio de localizaciones L y para el
conjunto de puntos de demanda C si minimiza la puntuacién, es decir x € L es un centroide si

VyeL: W*(x)=mngW(2p x)sW*(y)=m§xW(2p y). (16)

Asi el problema del centroide es el problema minimax

minmaxW (z p x). (17

xeL zeL
El conjunto X" de centroides viene dado por:

X" =argminW " (x) = argmin maxW (z p x). (18)
XEL xEL zeL

Cuando el nimero de establecimientos que tienen que ser localizados es mayor que uno, obtenemos la
correspondiente nocién de conjunto solucion. Asi, si X C L es el conjunto de las localizaciones de los
establecimientos del lider, entonces un (r]X)-medianoide es el mejor conjunto de r puntos para abrir los
centros del seguidor. Puede existir mas de un (r]X)-medianoide.

Definicién 1. Un conjunto de localizaciones Y € L" es un (rX)-medianoide para el conjunto de
puntos de demanda C siy solo si

W(Y p X)=W(Zp X), VZEL. (19)

Denotamos Y ((X) al conjunto de (r|X)-medianoides, para cadar> 0y X C L. Entonces,
Y, (X) =argmaxW (Y p X) (20)



Competencia espacial por cuotas de mercado 75

La nocién de (r|p)-centroide se introduce para definir la solucion del lider cuando éste quiere instalar
p establecimientos de manera que la demanda total de los clientes que prefieren el conjunto de centros del
seguidor sea minima.

Definicion 2. Un conjunto de localizaciones X € LP es un (r|p)-centroide si y sélo si

maxW (Y p X)=maxW (Y p Z), VZe&L’. (21)
el

yeLr
El valor de la puntuacion de X viene expresado por

W' (X) = rpgg(W(Y p X)=W(Y*p X), paraY*€EY.(x). (22)

Entonces X € LP es un (r|p)-centroide si

W (X) = minW;' (2). (23)

Por lo tanto, un conjunto de localizaciones X~ € L" es un conjunto (r|p)-centroide si y s6lo si

. : (24)
X €argminmaxW (Y p Z).
zel? vel

Dado el conjunto de localizaciones X para el lider, un (r{X)-medianoide es una solucion 6ptima para
el seguidor. Un (r|p)-centroide es una solucion 6ptima para el lider.

Estas nociones de solucién llevan implicita una regla de eleccién binaria con umbral orientada al
lider. Esto significa que cada cliente visita el establecimiento mas cercano pero los empates se deshacen
favoreciendo al lider. Esto es, si X e Y son conjuntos de localizaciones para el lider y el seguidor
respectivamente, y d(c,Y) =d(c,X) - 8, entonces los clientes en ¢ son capturados por el lider.

4. Formulacidén de la programacion lineal entera

En esta seccidon analizamos el uso de técnicas de programacion lineal entera para resolver los
problemas de localizacién competitiva descritos en las secciones anteriores. El principal objetivo es
formular el problema del (r|p)-centroide generalizado como un problema de programacién lineal entera.
El procedimiento seguido esta inspirado en un trabajo de Dobson y Karmarkar (1987) en el que estos
autores formulan un problema de localizacién competitiva como un problema de programacion lineal.

4.1. El proceso de optimizacion en tres niveles

El problema del lider-seguidor con varios establecimientos se formula como un proceso de
optimizacion en tres niveles simultaneos. El proceso incluye:

* EIl problema de eleccion del cliente. Dadas las localizaciones del lider y del seguidor, escoger el
punto de servicio preferido por el cliente.

e El problema de localizacion del seguidor. Dadas las localizaciones del lider, seleccionar el conjunto
de localizaciones del seguidor que maximiza la demanda total captada.

e El problema de localizacién del lider. Determinar el conjunto de localizaciones del lider que
minimiza la mé&xima demanda que puede capturar el seguidor.

Sea n = |C| el cardinal del conjunto C de los puntos de demanda o de localizaciones de los clientes.
Se denota por K={1, 2, ..., n} = [1..n] al conjunto de indices para estos puntos y por hy al total de las
demandas de los clientes localizados en el k-ésimo punto de demanda, kEK.

Seam = |L| el cardinal del conjunto L de localizaciones candidatas para los centros de servicio de
ambas firmas; el lider y el seguidor. Se denota por | = {1, 2, ..., m} = [1..m] al conjunto de indices para
estas localizaciones candidatas.
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Para cada punto de demanda k&K, se define el vector binario m-dimensional z, esto es, z, € {0,1}",
de laforma zy =(zy, ..., Zxn ) donde:

(25)

1 sielcliente en k elige la localizacion i €1
“ 10 enotro caso.

Las localizaciones del lider y el seguidor estdn representadas por los vectores binarios
m-dimensionales x ey, respectivamente. Esto es, x,y € {0,1}", con X=(X1, ... Xm) €Y =(Y1..., ¥Ym ),
definidos de la forma:

1 si el lider tiene un centro en la localizacion i €1
0 en otro caso.

(26)

1 si el seguidor tiene un centro en la localizacion i €1
y, =
' 10 enotro caso.

Si consideramos que el lider abre p centros y el seguidor abre r, los vectores de las variables de
decision, x e vy, tienen, respectivamente, p y r componentes que toman el valor 1, el resto de las
variables toma el valor 0.

En cada problema de eleccion del cliente, los conjuntos X e Y, conteniendo las localizaciones de los
establecimientos del lider y el seguidor, respectivamente, son datos. Estos son representados por los
vectores X e Yy que son los correspondientes m-vectores binarios de los valores fijados para las
variables x e y. Para el problema de localizacion del seguidor se tiene un m-vector de valores dados o
datos X, y (1+n) m-vectores de variables binarias, y y zy, k € [1..n]. Para el problema de localizacién
del lider se tienen (2+n) m-vectores de variables binarias; X,y y zy, k € [1..n].

4.2. Problema de seleccion del cliente

Consideremos los problemas de optimizacion de los clientes. Este problema consiste en seleccionar el
establecimiento preferido por cada cliente entre las localizaciones establecidas por el lider y el seguidor,
que viene dadas por los vectores X,y € {0,1}". Se denota por C,(X,Y) al problema de optimizacion de
seleccion del cliente situado en el punto de demanda k&[1..n]. Dadas las localizaciones del lider y del
seguidor, este problema consiste en seleccionar la localizacion preferida entre ellas.

La solucion de cada problema C,(X,y) se obtiene usando los coeficientes a, b y ¢ dados, Yk €

ij !
[1..n] y Vi,j € [1..m], por

[Lsiodg<dg-o o
1710 si dy=d -0
. 1 si dy=<dg+0 (28)
i70 si d,>dy+0
‘. 1 Si. dy <dy (29)
" |0 si d,;=d,

Para un cliente en k€[1..n] y una localizacion i € [1..m], el cliente elige otra localizacion distinta j €
[1..m], si sucede uno de los casos siguientes: (i) ningin centro opera en la localizacion i; (ii) existe un
centro del lider en la localizacion i pero el cliente prefiere un centro en una localizacion distinta j; o (iii)
existe un centro de la empresa seguidora en la localizacion i pero el cliente prefiere acudir a otro centro
ubicado en una localizacion distinta j.



Por tanto, z,, =0 en cualquiera de los casos siguientes:

© Six =Y =0
« Six
« Six

=1y, =0:siJjcon y; =1 parael que aj;=1ocon

Esto se garantiza con las restricciones:

Z;

<X+,

— Kk —
z, =% +1-c;y;

Competencia espacial por cuotas de mercado

1 parael que cj = 1.

=0,y, =1:siJjcon X, =1 parael que bj=10con ¥, =1 parael que cj = 1.

(30)
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Por tanto, el problema de cada cliente se formula como un problema de programacion lineal entera, en
particular como un problema de factibilidad (obsérvese que la regla de eleccion binaria orientada al lider
descarta que las empresas competidoras se ubiquen en la misma localizacion).

Proposicién 4. El Problema de Seleccion del Cliente C(X,y), V X,y € {0,1}", puede ser resuelto por
un sistema lineal con nm variables binarias y n(1+m+4m?) restricciones.

Prueba. La eleccion de cada cliente C, (X, ) es la solucion del siguiente sistema en las variables z,:

ie[l.n]:

Zg =X+, 1€[l.m]

z. <y +1-a“y., i,jE[Ll.m

ki yl ]ij J [ ] (31)
z; <V, +1-ciX;, i, jE[L.m]

zy <V, +1-bix,, i, jE[L.m]

Zg =% +1-ciy,, i, j€[l.m]

z,€{0.1}, i€[l.m]

Para cada k, este problema tiene m variables binarias y 4m? + m + 1 restricciones lineales.
La solucion del problema de todos los clientes C(X,y) se obtiene combinando todas las soluciones

de los problemas C, (X,y) para k € [1..n]. Se trata del siguiente sistema en las variables z,;, k € [1..n],
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m

2 2, =1, KE[L.n]

;<

+y, i€ML.mlKEML.N]
+1-a%y;, i, jE[L.m]kE[L.N]

<

Z; =

(32)
g <Y, +1-cX,, i, jE[L.m],kEL.n]
2, <V, +1-b'X,, i, j€[L.m],KEL.n]

;<X +1-ciy,, i, jE[.m],kE[L.n]
z,€{0.1}, i€[l.mlkEL.n]

Este sistema tiene nm variables binarias y n(1+m-+4m?) restricciones lineales. O
Obsérvese que para estos problemas los vectores X e y son datos, por tanto los términos a la derecha

del signo de menor o igual son constantes.

4.3. Problema de localizacién del seguidor

Considérese ahora el Problema de Localizacién del Seguidor. Dada la localizacion del lider X €

{0,1}", este problema consiste en seleccionar el conjunto de las r localizaciones que captura la mayor
cantidad de demanda posible. EI problema de optimizacion correspondiente, denotado S (X), puede ser

formulado como sigue:
m

Maximizar Z [thzki ] Y,

Sujetoa: Yy, =r, (33)

z es solucion de C(X, y),
y.€{0.1}, ie[.m].

La funcion objetivo es la demanda total de los clientes que prefieren un centro de la empresa
seguidora a cualquiera de las del lider. La primera restriccion garantiza que el tamafio del conjunto de
localizaciones para el seguidor es r.

Si se sustituye la segunda restriccién por el sistema lineal (29) se obtiene el siguiente problema de
optimizacion con restricciones lineales.

Maximizar i[zhkzki ] Y,
Sujeto a: iyi =T,

m

szi =1, ke€[L.n]

Z;, =X +Yy, I€[l.m],keEl.n]

z, <y, +1-ayy;, i, jE[L.m]kEL.n] (34)
2, <y, +1-ciX;, i, J€[L.m],kE[L.n]

i, j€[l.m],kE€[L..n]

7, <% +1-cly;, i, jE[L.m]kELN]

z,€{0.1}, v, {01}, i€[l.m],kE[L.n].

z; =y, +1-biX;,

Sin embargo este problema no es un problema de programacién lineal, tal como aparece en Dobson y
Karmarkar (1987), ya que la funcién objetivo incluye el producto de variables del problema.
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No obstante, el problema del conjunto de localizacion del seguidor S (X) puede ser formulado como

un problema de programacion lineal usando los conjuntos de clientes que prefieren una localizacion del
seguidor al conjunto de localizaciones del lider.

Proposicion 5. El Problema de Localizacion del Seguidor S (X), VX &€ {0,1}", es un problema de
programacion lineal entera con n(m+1) variables binarias

Prueba. Dadas las localizaciones del lider definidas por X, los clientes capturados por cada
localizacion individual i del seguidor son los que prefieren dicha localizacién a cualquiera de las

localizaciones del lider dadas por X . Consideramos ahora las variables zy, definidas, para cada punto
de demanda k €[1..n] y cada localizacion posible i €[1..m] por:

1 sielcliente enk elige la localizacion del seguidor i
“ )0 enotro caso.

k

;j » consideremos ahora los vectores

De forma similar al uso que se dio a las matrices de coeficientes a
de coeficientes a‘ , i € [1..m], para cada k € [1..n] dados por

(35)

. [t sid;<minfd,:x =1}-0
0 enotro caso

Si un cliente en k €[1..n] prefiere la localizacion i & [1..m] del seguidor a cualquier localizacion
del lider entonces aik =1, y en cualquier otro caso ai" =0. Estos coeficientes se pueden obtener de la

matriz A de coeficientes a; mediante las formulas:
a =max{a%, : jE[L.ml}, KE[L.n], i€[Lm] (36)

Entonces el problema de optimizacion consiste en seleccionar las r localizaciones del seguidor que
capturan conjuntamente la mayor cantidad de demanda.

Si el punto de localizacién i no es seleccionado por el seguidor o, siendo seleccionado, el cliente
ubicado en k prefiere alguna localizacion del lider a la localizacion i del seguidor, entonces la variable
Zxi debe ser igual a 0. La condicion que establece los valores de zy; a partir de los valores de los
coeficientes a‘ es z, <a'y,. Por tanto, el problema de de localizacion del seguidor es el siguiente

problema de optimizacion:

Maximizar 2 Z hz,
=1 k=

Sujeto a: N y, =T,
Z (37)

2zki <1, kE[L.n]

z,-a‘y, =0, i€[l.m],kE[L.n]
z,.y,€{0.1}, i€[l.m],kE[L.n].

Los coeficientes a son constantes, ya que el vector X es un dato en este problema. Por tanto, éste
es un problema de optimizacion con una funcién objetivo lineal, m(n+1) variables binarias y 1+n+nm
restricciones lineales. O

El problema de optimizacion del seguidor puede ser considerado como un problema de maximo
cubrimiento que consiste en seleccionar el conjunto de r puntos que maximiza la demanda captada.
Procedimientos para resolver este tipo de problemas fueron propuestos, entre otros, por Gandhi, Khuller
y Srinivasan (2004).
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La formulacién (37) puede simplificarse, dando lugar a una reduccién del nimero de variables y
restricciones, si utilizamos los conjuntos de localizaciones que cubren cada punto de demanda. Un punto i
de localizacién cubre al punto de demanda k si la distancia desde la posicion k hasta la firma lider excede
a la distancia desde esta posicion al punto i en una cantidad mayor que 8. El conjunto de puntos de
localizacion i que cubren al punto de demanda k es:

L, = fieft.m]:d, <min{d, :%, =1}- 0} (38)
y el conjunto de puntos de demanda k cubiertos por la localizacién i es;
K ={kef1.n]:d, <min{d, :x, =1} -0} = {kefL.n]:ieL,} (39)
Sean N = {k e[l..n]: L, = @} el conjunto de puntos de demanda que son cubiertos por alguna de las
localizaciones candidatas para abrir un centro del seguidory M = {i E[l..m]: K, = @} el conjunto de de

las localizaciones candidatas que cubren algin punto de demanda. Tenemos N =[JK;, y M ={JL,.

i=1 k=1
Entonces el problema del seguidor puede formularse como sigue:
Maximizar 2 h.z,
EN Il

Sujeto a: y, =r,

= 40

Z z; <1, kEN (40)

i€l

Z, <Y, ieL keN

z,,y,€{01}, iEM kEN.

n

Esta formulacion tiene |M|+Z|Lk|s m(n+1) variables binarias y el nimero de restricciones es

n
1+|N|+Z|Lk|sl+ n(l+m), ademés de las que imponen el caracter binario de las variables, lo cual

puede tradicirse en una reduccion significativa del nimero de variables y restricciones.

Tanto en esta formulacion como en la (37) podria prescindirse de las restricciones que exigen que las
variables z,; sean binarias, definiéndolas como la proporcién de demanda en k que es captada por el
seguidor. Formulaciones alternativas resultan de sustituir en el problema de programacion lineal entero
anterior las restricciones z, <y, i€l ,kEN, por 2 Z 5|Ki|yi, ieM, que resultan de sumar las

KEK;

primeras para cada iEL,, en este caso se tendrian 1+|N| +|M|. Obsérvese que estas dos formulaciones

son equivalentes para el problema entero pero no para el problema relajado.

Las formulaciones del problema del seguidor (37) y (40) tienen ciertas ventajas desde el punto de
vista computacional. Por un lado, con frecuencia la relajacion lineal del problema da una solucion entera
y cuando ello no ocurre puede obtenerse la solucién dptima en un nimero pequefio de pasos del algoritmo
de ramificacion y asignacion. Por otro lado, el algoritmo greedy suele proporcionar una solucién éptima y
cuando no es asi aporta un valor objetivo proximo al dptimo. En cualquier caso, la relajacion lineal y el
algoritmo greedy proporcionan buenas cotas (inferior en el caso del greedy y superior en el caso del
problema de programacion lineal relajado) del valor objetivo 6ptimo (ver, por ejemplo, Cornugjols et al.
(1990)).
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4.4, Problema de localizacion del lider

El tercer y ultimo problema es el problema de localizacién del lider. Este problema consiste en
determinar el conjunto X de p localizaciones para el lider tales que la mejor seleccién Y del seguidor
con r puntos capture la menor cantidad de demanda. Se trata del problema del (r|p)-centroide que, dado
que la demanda se considera inelastica (bienes esenciales), se puede formular como sigue:

m n
Maximizar E[thzki}xi
“| &

Sujeto a: in =p,
z es solucion de C(x, y), (41)
y es solucion de S, (x),
x {01}, ie[.m].

Este es el problema que se obtiene usando la metodologia propuesta por Dobson y Karmarkar (1987).
Sin embargo, la funcién objetivo es no lineal en las variables z,; y Xx;. Ademas, las variables z,; son
diferentes para cada valor de vy, Yy la relacion entre ellas también es no lineal. Por otro lado, el problema
de optimizacion del lider puede también ser formulado como un problema minimax. El problema consiste
en encontrar un conjunto X" tal que:

W*=W*(X*)=minw*(x)=minrplaxW(Y p X). (42)
=p =p =r
La metodologia apropiada para formular este problema como un problema de programacion lineal es

similar a la usualmente aplicada a los problemas clasicos de localizacién minimax; ver por ejemplo, la
formulacién del problema del p-centro dada en Daskin (1995).

Teorema 1. El problema del (r|p)-centroide se puede formular como un problema de programacion
lineal combinatoria con:

(T)nm +m+1 variablesy (T)nm +n+1 restricciones.

Prueba. Un problema minimax se formula como un problema de optimizacion lineal usando como
funcion objetivo a minimizar una cota superior de la funcién a maximizar. Asi el problema

W™ = minmaxW (Y < X). (43)

[X|=p [Y]=r

En términos de la cota W y la solucion X es:

W =min{W :W(Y p X) sW, VY EL" con | X |~ p}. (44)
La formulacién de este problema como un problema de programacién matematica lineal es:
Minimizar W
Sujetoa: | X |=p, (45)

W(Y p X)<W,VYEL"

Este problema tiene m+1 variables (W,X) vy 1+(T) restricciones, una restriccion que fija el

tamafio de X y una para cada subconjunto Y CL con |Y|=r; esdecir YEL" Este es un problema

lineal si las restricciones W(Y < X) <W son restricciones lineales en términos de X, para cualquier
YeL"



82 Campos Rodriguez, Clara M.; Santos Pefiate, Dolores R. y Moreno Pérez, José A.

El problema de encontrar un conjunto X€LP tal que W(Y p X)<W,VY €L, es similar al problema
S¢(X). Sin embargo, en tal problema necesitamos maximizar W(Y p X) para un unico conjunto X.

Ahora tenemos que encontrar un conjunto X&€LP que minimice la maxima cantidad de demanda de los
clientes que prefieren Y a X, para todos los conjuntos YEL"™ a la vez. Nétese que
W(Y p X) =W (C)-W(XpY), donde W(C) es la demanda del total de clientesy W(XpY) es el total

de la demanda de los clientes que no prefieren Y a X. Por tanto, para resolver (39) maximizamos

W(XpY) en el conjunto de todas las (T) posibles elecciones de YEL".

Consideramos un indice j€J ={1,2,...,(T)}= [1(?)} para representar las posibles selecciones de

Y EL". Denotaremos por Y al conjunto correspondiente a cada indice j€J, L" = { Y;:j€J}. Sea c) el

coeficiente que determina los clientes que no prefieren un punto de Y; al punto i. Estos coeficientes
vienen dados por:

(46)

ki

1 sid, <d(c,.Y,)+o
0 enotro caso

siendo d(c, ;) la distancia entre un cliente en el punto de demanda k y el conjunto Y ;.

Sean las variables z) igual a 1 si los clientes en c, seleccionan la localizacion i cuando se

compara X con Yj, e igual a O en otro caso. Se supone que si hay varios puntos de X a la misma
distancia de un cliente, el cliente selecciona sélo uno de esos puntos. Las condiciones que establecen los
valores de las variables z son:

z) <clx, Vik,j (47)

m

2 2l <1, VK, j. (48)

La demanda total de los clientes que no seleccionan una localizacion del seguidor de Y j cuando Y se
compara con X, es

W(Xst)=22hkzkjisl, vjed. (49)

Por tanto el problema global es:

Minimizar w
m

Sujeto a: 2xi =p,

(V)—gghkzkji sw, jeE

2zgi <1, KEL.N], jEJ (50)
zh —clx =0, ke[l.nliel.m],j€d
z,.x €{0.1}, kE[L.n],i€l.m],jEJ

w=0.
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Este problema incluye la variable continua w, m variables binarias X; y otras nm(rp) variables

m

r )+ m variables

binarias z/,. Por tanto, se trata de un problema lineal con una variable continua, nm(

binarias y 1+(T)(nm+n+1) restricciones lineales. De esta forma se concluye la demostracion del

teorema. O

Desafortunadamente, este problema es practicamente intratable por técnicas estandares de
programacion lineal. Los procedimientos apropiados serian los métodos de generacion de filas y
columnas capaces de identificar y usar sdlo aquellas variables y restricciones que son relevantes en las
cercanias del 6ptimo.

En este problema se pueden introducir simplificaciones orientadas a reducir el nimero de variables y
restricciones, de forma similar a lo expuesto para el problema del seguidor. Sin embargo, con tales
simplificaciones el problema continla teniendo unas dimensiones que lo hacen dificilmente tratable por
las técnicas estandares.

5. Conclusiones

En este trabajo hemos formalizado el problema de competencia espacial por cuotas de mercado
siguiendo el modelo conocido como del lider-seguidor o de Stackelberg. Consideramos la situacion en la
que las firmas eligen un nimero determinado de ubicaciones pero que se puede extender facilmente al
caso en que las firmas tengan un presupuesto determinado para afrontar los costes de sus localizaciones.
La formalizacion se ha hecho suponiendo que los clientes prefieren unos servicios en unas ubicaciones a
otras en funcion de la diferencia en su distancia a ellas. Contemplamos un umbral de sensibilidad para esa
diferencia que puede ser positiva a favor del lider o negativa a favor del decisor.

Planteamos la situacion como un proceso de optimizacion en tres fases. Describimos los tres
problemas de optimizacién del lider, el seguidor y los clientes como problemas de programacion lineal en
variables 0-1. Por tanto, los problemas se pueden abordar con las técnicas de programacion lineal binaria,
aunque el namero de variables y restricciones en el problema del lider hacer necesario procedimientos
algo mas sofisticados.

Como investigaciones futuras contemplamos la extension a reglas de eleccion de los usuarios mas
realistas, tales como las reglas de decision continuas, o con umbrales diferentes para cada uno de los
clientes. También pretendemos abordar el disefio de procedimientos que combinen de forma inteligente
los métodos heuristicos con la metodologia de la programacion lineal adentrandonos el novedoso area de
las Matheuristics.
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