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RESUMEN: La aplicación de algoritmos numéricos relacionados con la aproximación racional 
de funciones y las transformadas de Fourier y wavelets han sido objeto de nuestras investigaciones. 
En este trabajo queremos presentar un breve resumen de los resultados conseguidos a nivel 
metodológico en su aplicación a la modelización de datos cronológicos. Los ilustramos a través de 
datos de la economía canaria que tienen que ver con dos sectores destacados de la economía isleña, a 
saber, el cultivo en declive del plátano que afecta a toda la región y el consumo de agua, siempre 
bien escaso, en la ciudad de Santa Cruz de Tenerife. En el primer caso, utilizamos modelos en el 
dominio del tiempo, en particular los modelos de Función de Transferencia en el contexto de la 
metodología Box-Jenkins, que han sido completados con la inclusión de las expectativas de los 
inputs. En el segundo caso, debido al interés por conocer los índices de frecuencia relevantes en la 
serie, hemos utilizado la transformada de wavelets. Así, obtenemos simultáneamente propiedades en 
el dominio del tiempo y en el dominio de la frecuencia, completando las conclusiones que se 
obtienen haciendo uso de la transformada de Fourier. 

Palabras claves: Series Temporales, Modelos de Función de Transferencia, Expectativas,  
Wavelets, Resolución Múltiple, Datos Economía Canaria. 

 
ABSTRACT: The use of numerical algorithms related to rational approximation of functions 

and the Fourier and wavelets transforms have focused our research. In this paper we present a 
summary with the main results from the methodological approach in time series models. They are 
illustrated for economic data series in the Canary Islands in two relevant sectors for the insular 
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economy, namely, the banana crop, with suffers a worrying decline in the entire region, and the 
water consumption, a scarce resource in the city of Santa Cruz de Tenerife. In the first case, models 
in the time domain are considered, in particular, Transfer Functions models in the context of the 
Box-Jenkins approach, that are also extended to include input expectations. In the second case, , the 
wavelets transform is considered to identify the frequency indexes in the series. This tool allows us 
to obtain both properties in the time domain and the frequency domain, thus enriching the findings 
obtained using the Fourier transform. 

Keywords: Time Series, Transfer Function Models, Expectations, Wavelets, Multiple 
Resolution, Canary Islands Economic Data. 

1. Introducción 

En una gran variedad de campos científicos y sociales, el tratamiento sistemático de datos 
para obtener propiedades que permitan conocer mejor la evolución de variables 
relevantes y, bajo ciertos requisitos, predecir, es un tema de gran importancia para la 
toma de decisiones. Este estudio pasa por dos fases principales: el conocimiento de las 
variables que representan los datos (o, en términos de análisis de series temporales, 
ajuste) y la realización de estudios de sensibilidad a priori según hipótesis de partida (o, 
en términos de análisis de series temporales, predicción). 

Originalmente hubo una fuerte división entre métodos para análisis de series 
temporales en el dominio del tiempo (desde principios del siglo XX) y en el dominio de 
la frecuencia (segunda mitad del siglo XX), la cual aún persiste en la mayoría de las 
herramientas de uso habitual1. En general, el dominio del tiempo ha sido útil para 
describir la evolución dinámica a lo largo del tiempo de una o más variables, estudiando 
la influencia del pasado y, quizá, de ciertas expectativas, de dichas variables en su 
desarrollo actual y futuro. Mientras que el dominio de la frecuencia se utiliza para 
describir una serie de datos de conducta sinusoidal a través de su amplitud, período o 
frecuencia y fase.  

En el primer caso, se utilizan funciones de autocorrelación, matrices de covarianza de 
los datos y modelos paramétricos, tales como los modelos ARIMA, para describir la 
dependencia dinámica de las series2. El segundo caso incluye análisis espectral o espectro 
de potencia de un proceso calculado en base a la transformada de Fourier de la función de 
autocorrelación3. Se han realizado numerosas investigaciones para suavizar esta 
separación entre los dos enfoques, uno de los cuales se basa en el uso de funciones 
ortogonales wavelets. Este enfoque ha permitido una generalización importante de la 
transformada de Fourier y provee información simultánea en ambos dominios. Otras 
propuestas se han hecho, por ejemplo, en la línea de los filtros de Kalman4 o los métodos 
Monte Carlo5, incentivadas por los avances computacionales y las facilidades recientes 
para visualizar los métodos en diversas aplicaciones. Cualquiera de ellas promueve 
continuamente un “feedback” entre teoría y práctica. 

En el dominio del tiempo, se han propuesto modelos racionales tipo ARIMA y 
métodos numéricos relacionados con la investigación teórica en Aproximación Racional 
de Padé (AP)6 para identificar algún tipo de estructura racional asociada a los datos. 
Diversos autores han considerado estos métodos en la modelización econométrica de 
series estacionarias y han propuesto algunas técnicas que involucran simultáneamente 
Análisis Numérico, Teoría de Control, Estadística… Como la estructura de las 
covarianzas del proceso que sigue una serie de datos está relacionada con los órdenes de 
posibles modelos polinomiales o racionales, es  de utilidad el uso de algoritmos 
numéricos relacionados con los determinantes de Hankel y Toeplitz para estimar dichos 
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órdenes basándose en los datos observados y quizá en ciertas expectativas. Cabe 
considerar en este contexto tanto el caso univariante como multivariante. En el caso 
univariante, la identificación de modelos ARMA (y en general, ARIMA) ha sido tratada 
extensamente en las últimas décadas7,8,9 y se ha incorporado en algunos paquetes de 
software para su uso intensivo en las aplicaciones. Sin embargo, a pesar de que la utilidad 
y necesidad de considerar conjuntamente varias series temporales relacionadas fueron 
reconocidas hace mucho tiempo10, el análisis multivariante tipo VARMA (ver, por 
ejemplo, Ref. 11 o Ref. 12 y las referencias incluidas en ellas) ha sido a menudo 
confinado a modelos VAR. Esto puede deberse, en parte, o bien a que la generalización 
de un modelo ARMA a un modelo VARMA se encuentra con problemas tales como la 
identificabilidad, la intercambiabilidad…, o bien a que los modelos multivariantes son 
mucho más duros de estimar y entender. Especialmente resaltamos, por ingeniosa y 
avanzada, la metodología sobre modelos de componente escalar (SCM) presentada en 
Ref. 13 y extendida en Ref. 14 pero, en general, se percibe una propensión a utilizar 
modelos más simples. 

Un caso particular interesante de modelos VARMA lo constituyen los modelos de 
Función de Transferencia (FT) Causales (por ejemplo, ver Ref. 15) y los modelos FT con 
incorporación de expectativas sobre las variables inputs (por ejemplo, ver Ref. 16).  

Presentamos en este trabajo un resumen de los resultados que hemos obtenido 
aplicando la metodología de los modelos de FT a datos agrarios, sobre la relación entre la 
producción platanera (output), el ingreso percibido por los agricultores y el coste de 
producción (inputs) en la isla de Tenerife. Para ello, se realizó un análisis de sensibilidad 
a priori en base al estudio de diferentes propuestas para la generación de las expectativas 
de los agricultores sobre su ingreso futuro. En este trabajo, incorporamos una valoración 
a posteriori de dicho modelo comparando nuestras predicciones con los valores reales que 
ahora conocemos para la producción, y que parecen confirmar el declive de esta actividad 
económica en la isla. Los cálculos se llevan a cabo con SCA y MATHEMATICA. 

Adicionalmente, la necesidad de modelizar series periódicas a la vez que identificar 
propiedades no sólo en el dominio de tiempo sino también en el dominio de la frecuencia, 
nos llevó a estudiar otros métodos en el contexto de la transformada wavelet como 
complemento a la de Fourier. 

Las investigaciones sobre la teoría de wavelets se han multiplicado en las dos últimas 
décadas así como su uso práctico en una gran variedad de disciplinas (astronomía, 
ingeniería, medicina, física y muchos otros campos de estudio) incluyendo más 
recientemente economía y finanzas17,18,19. Las wavelets son familias de funciones 
ortogonales o cuasi-ortogonales que poseen muchas propiedades interesantes algunas de 
las cuales son útiles en economía y finanzas, aunque otras no tanto. Por ejemplo, en Ref. 
17 se exploraron cuatro maneras en que las wavelets pueden usarse con éxito en el 
trabajo empírico en economía y finanzas. Ellos se refieren en concreto a análisis 
exploratorio de datos, estudio de falta de homogeneidad local y estimación de densidades, 
descomposición de series en el dominio tiempo-frecuencia y posterior predicción. Los 
mayores inconvenientes radican en las características que deben tener las muestras de 
datos y las potenciales inestabilidades numéricas en los cálculos computacionales.  

Ilustramos en este trabajo los resultados obtenidos aplicando esta técnica a datos 
horarios de consumo de agua en la ciudad de Santa Cruz de Tenerife. Esto nos permite 
obtener simultáneamente información en los dominios del tiempo y de la frecuencia, 
descomponiendo la serie de datos por Resolución Múltiple. Los cálculos se llevan a cabo 
usando MATLAB 7.0. 
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El trabajo se distribuye como sigue: en los apartados 2 y 3 se presenta un resumen 
breve sobre cada una de las metodologías mencionadas. En el apartado 4 se presentan las 
aplicaciones a los datos reales. Se concluye con un apartado sobre cuestiones abiertas y 
un listado de las referencias citadas a lo largo del texto. 

2. Modelos en el Dominio del Tiempo 

La gama de modelos que consideramos está incluida en la categoría de modelos 
VARMA. Consideramos que una serie multivariante Wt de datos temporales sigue un 
proceso VARMA(p,q) si  

Φp(L) Wt=Θq(L)Ut 
donde Φp(L) y Θq(L) son polinomios matriciales de dimensión n y grados p y q 
respectivamente, en el operador de retardo L, verificando ciertas condiciones tales como 
inversibilidad y estabilidad y las componentes de Ut siguen procesos ruido blanco 
independientes. El operador L actúa sobre cualquier serie de datos st de tal manera que 
Lmst=st-m,∀t∈Z. 

En particular, un modelo ARMA(p,q) estacionario, minimal e invertible queda 
definido como el caso escalar del modelo anterior, esto es, tqtp u)L(x)L( Θ=Φ  donde 

ahora Φp(L) y Θq(L) son polinomios de grados p y q y { },...2,1,0t;u t ±±=  es proceso 
ruido blanco. Se asume que Φp(L) y Θq(L) no tienen factores comunes. 

Otra estructura particular de interés recogida en el modelo VARMA es el modelo FT 
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En esta nomenclatura, Yt es el output del modelo que queda expresado como una 
función de los valores pasados y contemporáneos del input Xt. Por tanto, en la parte 
sistemática se asume la existencia de una relación dinámica causal en el sentido Xt→Yt, 
eliminando así la posibilidad de “feedback” entre output e input. Tanto output como input 
pueden referirse a varias variables.  

Consideramos en este trabajo la aplicación al caso particular de que tengamos un solo 
output y varios inputs, expresando el modelo detallado con Yt≡yt y Xt≡(xit)i=1,...,n de la 
siguiente forma:  
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la respuesta de yt debida a xit. 
La consideración de expectativas para las variables inputs, en el modelo FT16, 

requiere ciertas modificaciones en la formulación anterior. Considerando de nuevo el 
modelo con un output yt y varios inputs xit, resulta que para cada input tendríamos en 
general dos series o, dicho de otra forma, una serie de dos tramos temporales, una 
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correspondiente a los datos reales, *
itx , y otra correspondiente a las expectativas, **
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El modelo FT con expectativas hace referencia a una estructura del tipo  
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polinomios llamados de Laurent, con bi y ai representando respectivamente el retardo de 
la respuesta de yt debida a *

itx  y el adelanto de respuesta de yt debida a **
itx . Se observa 

que el modelo FT causal queda recogido como un caso particular para di=ai=0, pi=bi. 

2.1. Algoritmos numéricos para identificación de posibles órdenes en un modelo 
FT 

La identificación de los posibles órdenes en un modelo FT causal se realiza en base a la 
relación teórica 
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Análogamente, si incluimos expectativas de los inputs partiremos de la relación 
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asumiendo que ( **
it
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it x,x )(i=1…n)→yt. Esta relación es más general que la anterior, 

quedando aquella recogida como caso particular. En ambos casos, a la serie vi(L) se le 
llama función de respuesta al impulso (FRI) transformadora de xit (i=1…n) en yt. En la 
práctica, para la búsqueda de modelos FT con o sin expectativas de los inputs, 
computaremos, según el caso, los pesos ijv̂  (valor estimado de vij) para cada input y la 
matriz de covarianzas usando Mínimos Cuadrados o Máxima Verosimilitud. 

Si estamos en el caso clásico obtendremos  
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Y si estamos incluyendo expectativas 
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donde la estructura de retardos para cada input xit se aproxima eligiendo un número finito 
de términos y tN̂  representa el término estimado para el ruido. A continuación, 



124 Concepción González-Concepción, María Candelaria Gil-Fariña y Celina Pestano-Gabino 
 

 124

definimos la secuencia de pesos relativos estimados, 
ikj0iji )ˆ(ˆ ≤≤η=η  o 

ii kjmiji )ˆ(ˆ ≤≤η=η  
respectivamente, correspondientes a xit como 

max,i

ij
ijij

j
max,i v̂

v̂
ˆ   ;v̂maxv̂ =η=  

y aplicamos a esta sucesión el algoritmo elegido para identificar los órdenes del modelo. 
En algunos casos se requieren ciertas transformaciones previas de la sucesión de pesos 
para garantizar estabilidad computacional20. 

Dada una serie multivariante de datos cronológicos, varias han sido las propuestas 
para la identificación de los órdenes de posibles modelos FT partiendo de los pesos 
estimados.  

En el caso clásico, algunas de ellas se han construido usando algoritmos basados en 
determinantes tipo Hankel tales como i

iii

g
1k,hkhf,iig,f )ˆdet()ˆ(H =−+η=η  0)j si 0ˆ( ij <=η y 

relacionados con la AP, teoría que también proporciona estimaciones iniciales 
consistentes para la determinación del correspondiente modelo FT sin conocimiento 
previo de la estructura del ruido. 

Esta relación entre modelo FT y AP surge a partir de la escritura compacta del 
modelo antes mencionada, por las propiedades comunes entre la FRI 
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variable z del plano complejo. 
En el caso que incluye expectativas, algunos métodos se basan en algoritmos 

relacionados con la Aproximación de Padé-Laurent (APL)21 y resultan como 
generalizaciones de los propuestos en el caso causal. Así, se generaliza la propuesta dada 
en Ref. 15 para la estimación de los pesos, y a continuación se aplica algún algoritmo de 
identificación de los órdenes, por ejemplo, tomando en consideración los determinantes 
de tipo Toeplitz i
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g
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Teorema 1 (Método de la Tabla T)22. )L(v̂i  tiene una estructura racional con órdenes 
(pi,si,di,ri,ai,bi) si y sólo si se verifican las siguientes condiciones: 
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Teorema 2 (Método del Epsilon-algoritmo)22. )L(v̂ i  tiene una estructura racional con 
órdenes (pi,si,di,ri,ai,bi) si y sólo si se verifican las siguientes condiciones: 
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siendo )ˆ( i
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k ηε  una sucesión doble definida por el algoritmo iterativo  
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Este método se obtiene como consecuencia de que )ˆ( i

n
k2 ηε  coincide con el AP de 

orden (n+k)/k asociado a la FRI de pesos relativos y al hecho de que )ˆ( i
n

k2 ηε =0 si y sólo 

si 1n
1j,iji2kn,i )ˆdet( +
=++−−η =0. 

En la práctica, los órdenes del modelo asociado a una FRI dependen del valor crítico 
que se use de referencia para la significación estadística ya que los valores “0” en los 
modelos teóricos son, en la modelización de datos reales, valores “significativamente 
nulos” respecto a dicho valor crítico. En este punto es también importante la aritmética de 
cálculo y la significación estadística de los elementos que se obtienen por la aplicación de 
cada uno de los algoritmos. 

3. Modelos en el Dominio del Tiempo-Frecuencia 

El tratamiento de series que poseen comportamientos sinusoidales requiere de una 
metodología diferente, que tome en consideración los índices de frecuencia relevantes en 
los datos. Esto ocurre en economía cuando se trata de analizar datos correspondientes a 
una actividad económica que presenta ciertos ciclos en su estructura determinista, como 
pueden ser, por citar algunos ejemplos, la producción de bienes agrícolas ecológicos si 
consideramos datos mensuales o de mayor desagregación por la influencia de las 
estaciones en los cultivos, o ciertos consumos de bienes básicos, como el agua y la 
energía si consideramos series horarias o de mayor desagregación. 

 

3.1. Modelos basados en la transformada wavelet discreta 

Las funciones trigonométricas bases del análisis de Fourier (senos y cosenos) son muy 
útiles cuando se trabaja con series estacionarias o cuya periodicidad es homogénea a lo 
largo del tiempo. Sin embargo, a medida que se pierde la estacionariedad, lo que ocurre 
frecuentemente en economía y finanzas, la transformada de Fourier pierde eficiencia para 
capturar las propiedades de la serie. Si las componentes de la frecuencia cambian a lo 
largo del tiempo se ha recurrido a utilizar la transformada de Fourier por ventanas (de 
Gabor) o la transformada wavelet. La primera alternativa nos daría información en el 
dominio de la frecuencia sacrificando el dominio del tiempo, mientras que la segunda 
combina información procedente de ambos dominios18. 

Las wavelets son funciones más flexibles que las trigonométricas básicas, cuyo uso 
tiene similitudes y diferencias importantes con el análisis de Fourier. Muchas series de 
datos en las aplicaciones presentan falta de homogeneidad a lo largo del tiempo por lo 
que, en general, la consideración de este tipo de funciones puede ser más conveniente. De 
las numerosas familias de funciones wavelets existentes, usaremos en este trabajo el caso 
discreto y, en concreto las wavelets Daubechies (dbN)23. Se trata de la familia de 
wavelets ortogonales más sencilla posible después de las de Haar, las cuales quedan 
recogidas como un caso particular (db1). La única wavelet Daubechies que tiene 
expresión explícita es la db1, el resto de las dbN no admite tal tipo de expresión. Las dbN 
no son simétricas y en algunas de ellas la asimetría es muy pronunciada, mientras que la 
regularidad varía según puntos y aumenta con el orden. 
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3.1.1. Modelo basado en la descomposición por Resolución Múltiple de la serie de 
datos 

El objetivo de la descomposición por Resolución Múltiple (MRD) es obtener, a partir de 
la serie original, varias series, en cada una de las cuales destaca un nivel de frecuencia 
difícil de visualizar en la serie original. La ventaja respecto a los resultados que se 
obtienen del uso del análisis de Fourier es que en este caso, como veremos se obtiene un 
resultado que combina adecuadamente dominio del tiempo y dominio de la frecuencia. 

En general, decimos que la señal st se descompone en el nivel N en la serie múltiple 
dada por {aN, dN, dN-1,..., d1} siendo st=aN+dN+dN-1+...+d1. Pero esto se hace paso a paso, 
es decir: 

• Nivel 1:  11t das +=  

• Nivel 2:  221 daa +=  ; 122t ddas ++=  

… 
• Nivel i:  ii1-i daa += ; 1iit d...das +++=  

A ai se le llama señal tendencia en el nivel i y a di se le llama señal detalle en el nivel 
i. Estas señales se construyen, respectivamente, usando las wavelets que llamamos padre 
(que representa la tendencia o baja frecuencia) y madre (que representa el detalle o alta 
frecuencia)19.  

En economía, st es normalmente una serie de datos en el dominio del tiempo. 
Entonces, podemos usar directamente la transformada wavelet discreta (DWT) o la 
versión continua (CWT), si ajustamos una función continua x(t) que aproxime a st. En 
general, la CWT es una función de dos variables W(u,r) que se obtiene por proyección de 

la función x(t) sobre una wavelet particular ψ, esto es, ∫
∞

∞−
ψ= dt)t()t(x)r,u(W r,u , 

siendo ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

ψ=ψ
r

ut
r

1)t(r,u  la versión trasladada (vía u) y dilatada (vía r) de la 

wavelet original. Por tanto, la transformada queda más caracterizada por la forma de 
escalado (u,r) que por la ψ. En consecuencia podemos ver la DWT como una 
discretización de la CWT. También puede verse la transformada de Fourier como un caso 
particular en el cual tui2

ur,u e)ut()t( π−=−ψ=ψ  (r=1, 1i −= ). Un caso común es aquel 
en el cual la DWT es obtenida desde la CWT usando wavelets con r=2-j y u=k2-j donde j 
y k son enteros (bases diádicas). Se demuestra que ( )kt2r)t( j2/j

r,u −ψ=ψ  produce una 
base ortogonal.  

La interpretación de la MRD usando la DWT para la descomposición y, 
posteriormente, su inversa IDWT para la reconstrucción de la serie original es útil para 
conocer la frecuencia en la que cierta actividad ocurre en el dominio del tiempo. La 
interpretación de los detalles di para identificar los ciclos en los que tiene lugar la 
actividad en estudio es diferente dependiendo del tipo de datos (anuales, mensuales, 
semanales, diarios, horarios…). 
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Tabla 1. Detalles e Identificación de Frecuencias 
Detalle Datos 

Anuales. 
Identificación 
de Frecuencia 
entre 

Datos 
Mensuales. 
Identificación 
de Frecuencia 
entre 

Datos 
Semanales. 
Identificación 
de Frecuencia 
entre 

Datos  
Diarios. 
Identificación 
de Frecuencia 
entre 

Datos 
Horarios. 
Identificación 
de Frecuencia 
entre 

d1 2-4 años 2-4 meses 
(incluye ciclo 
trimestral) 

2-4 semanas 2-4 días 2-4 horas 

d2 4-8 años 4-8 meses 
(incluye ciclo 
semestral) 

4-8 semanas 
(incluye ciclo 
mensual) 

4-8 días 
(incluye ciclo 
semanal) 

4-8 horas 

d3 8-16 años 
(incluye ciclo 
de década) 

8-16 meses 
(incluye ciclo 
anual) 

8-16 semanas 
(incluye ciclo 
trimestral) 

8-16 días 
(incluye ciclo 
quincenal) 

8-16 horas 
(incluye ciclo 
de medio día) 

d4 - 16-32 meses  16-32 semanas 
(incluye ciclo 
semestral) 

16-32 días 
(incluye ciclo 
mensual) 

16-32 horas 
(incluye ciclo 
diario) 

d5 - 32-64 meses 32-64 semanas 
(incluye ciclo 
anual) 

32-64 días 32-64 horas 

d6 - 64-128 meses 
(incluye ciclo 
de 
década) 

64-128 
semanas 
 

64-128 días 
(incluye ciclo 
trimestral) 

64-128 horas 

d7 - - 128-256 
semanas 

128-256 días 
(incluye ciclo 
semestral) 

128-256 horas 
(incluye ciclo 
semanal) 

 
Nota: En la práctica conviene tener en cuenta: 
• El número de observaciones T condiciona la elección del tipo de wavelet y el número N de detalles di que 

pueden ser obtenidas en la descomposición. Se debe verificar T≥2N. 
• El uso de wavelets Daubechies necesita muestras diádicas, aunque recientemente se han realizado algunas 

propuestas para evitar este requisito poco realista en numerosas aplicaciones18. 
• El cálculo de una MDR excesivamente larga puede ocasionar correlación en los resultados. 
• El cálculo de una MDR usando wavelets de grado alto puede conllevar inestabilidades numéricas que 

condicionen un buen comportamiento asintótico debido a la necesidad de calcular raíces de polinomios. 
Además, se requiere un cierto número de valores iniciales para empezar los cálculos. 

• El análisis MDR asume que los datos están muestreados en intervalos igualmente espaciados. 
• Los resultados son sensibles al tipo de datos involucrados en el estudio. Así, si se trata de un estudio de 

datos económicos y dada la naturaleza de los ciclos económicos,  en particular, carece de interés una 
descomposición más allá del nivel 3 para datos anuales, del nivel 6 para datos mensuales… Además, la 
interpretación de los detalles en series muy desagregadas (que involucran, por ejemplo, datos semanales, 
diarios, horarios…) es más delicada (en la Tabla 1 hemos usado letra cursiva para indicar algunos ciclos), 
puesto que el número de horas/día, horas/semana, semanas/mes, días/mes, horas/mes, semanas/año, 
días/año, horas/año… no tiene un valor fijo. También, según el tipo de actividad, una muestra puede 
contener datos asociados sólo con ciertos días u horas (por ejemplo, el caso de actividades sólo diurnas o 
sólo nocturnas, actividades que se realizan sólo algunos días de la semana…) 
 

4. Resultados para Datos de la Economía Canaria 

4.1. Modelo de Función de Transferencia con Expectativas para  
Ingreso-Producción del Plátano en la isla de Tenerife 

En base a ciertos modelos dinámicos FT con un output y uno o dos inputs y el 
correspondiente análisis de sensibilidad, llevamos a cabo un estudio de la situación actual 
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del cultivo del plátano en Canarias. El modelo se construye en base a datos anuales de 
1938-2002 y se usan los datos reales posteriores para contrastar y, en su caso, validar el 
análisis de sensibilidad y las predicciones proporcionadas por el modelo. El período 
analizado incluye como puntos clave los años 1993 y 2006, momentos en los que hubo 
reformas importantes en la normativa comunitaria (la introducción de la ayuda 
compensatoria y el comienzo de la liberalización del mercado, respectivamente) que han 
afectado al cultivo del plátano y su comercialización. 

El interés científico de estudios referidos al cultivo del plátano desde diferentes 
ámbitos es indiscutible, a deducir de la cantidad de referencias bibliográficas que 
podemos consultar. Si nos ceñimos a citas en Journal Citation Reports (Science Citation 
Index and Social Science Citation Index) encontramos más de cinco mil referencias 
especialmente para estudios de carácter social y económico a partir de la década de los 
noventa. Algunas particularmente se refieren al uso de métodos cuantitativos para 
analizar modelos econométricos, datos estadísticos, tipos de competitividad en el 
mercado, elasticidades precio-demanda… (ver, entre otros, Ref. 24; Ref. 25). Un aspecto 
que ha limitado la obtención de resultados cuantitativos parece deberse a la escasez de 
datos relativos a variables decisivas que afectan a los resultados de cualquier análisis (por 
ejemplo, relativos a los costes y precios a lo largo de la cadena de oferta). 

Específicamente existen pocos estudios a nivel cuantitativo concernientes a la 
situación del cultivo en las Islas Canarias. En este contexto, los primeros modelos FT 
causales y con expectativas aparecen en Ref. 26 referidos a la relación entre producción 
comercializada e ingreso percibido por los agricultores. Se dispuso de una base de datos 
anuales relativos a Canarias correspondiente al período 1938-200227,28. Posteriormente se 
completó el estudio introduciendo una tercera variable representativa del coste unitario de 
producción que, dada la inexistencia de datos oficiales, se elaboró a partir de los datos 
disponibles sobre agua y fertilizantes (aportados por agricultores del norte de Tenerife, 
propietarios de fincas representativas). La elaboración de una serie de tamaño razonable 
fue posible por medio de interpolación lineal29, de manera que sólo los datos pares 
corresponden a datos reales. El uso de transformaciones logarítmicas y de primeras 
diferencias garantizó una varianza más homogénea en los datos y la estacionariedad del 
proceso. Los modelos obtenidos aparecen en Ref. 30. A modo de resumen, hemos 
considerado las siguientes variables en el tiempo t: 

* zt=lnProdt-lnProdt-1≡(1-L)lnProdt, donde, para t par, Prodt es la cantidad producida 
en miles de toneladas y para t impar, Prodt es el resultado de la interpolación entre 
Prodt-1 y Prodt+1. 

* xt=lnIt-lnIt-1≡(1-L) lnIt donde, para t par It es el índice de ingreso unitario del 
agricultor (ptas/kg) (ptas=pesetas, la moneda corriente en España anterior al Euro) 
(Índice 1996=100) y, para t impar, un valor interpolado. 

* Y análogamente la variable yt representativa del coste unitario medio, Costt. 
Siguiendo la metodología descrita en el apartado 2, obtuvimos los siguientes 

modelos, previo estudio del sentido de causalidad entre las variables implicadas en cada 
caso. En todos ellos el subíndice entre paréntesis representa el valor del estadístico  
t-Student en el contraste frente a cero. Más detalles pueden encontrarse en las referencias 
antes mencionadas. 

(1) Modelo FT causal Ingreso→Producción (Modelo Clásico):  
zt=0.1658(4.98) L4 xt+(1+0.99285(-24.46)L)at 



 Modelos para Datos de la Economía Canaria en los Dominios del Tiempo y de la Frecuencia 
 

 

129

129

Para el ajuste se utilizaron los datos correspondientes al período 1938-1992 (anterior 
al establecimiento de la ayuda compensatoria) y para las predicciones se incluyó la 
ayuda compensatoria como parte del ingreso. Este modelo, a través del parámetro de 
retardo b=4, muestra la influencia del ingreso percibido en los dos años previos a la 
recogida y comercialización del cultivo. 

(2) Modelo FT causal (Ingreso, Coste)→Producción: 
zt =0.1091(2.81)L4 xt +0.0460(1.58) L2 yt+(1+0.6798(-13.15)L-0.3526(5.74)L2)at 

Se puede concluir que el agricultor considera su ingreso como variable más relevante 
que el coste de producción a la hora de decidir la realización de su actividad. 

(3) Modelo FT con Expectativas Ingreso→Producción (Escenarios 1 a 4).  
Ajustamos el modelo usando 1993 como punto clave, ya que fue el año en que 
comenzó a aplicarse la ayuda para compensar a los agricultores de la pérdida de poder 
adquisitivo por los escasos ingresos percibidos procedentes del mercado. 
Consideramos, por un lado, 1992t

*
tt )xx( ≤=  como los datos reales y, por otro, 

1993t
**

tt )xx( ≥=  como las expectativas generadas siguiendo los datos reales con ayuda 
compensatoria hasta 1997 y cuatro posibles escenarios siguiendo cuatro hipótesis 
diferentes generadas a partir de 1997 siguiendo la Figura 1. En la hipótesis 1, el 
agricultor espera continuar con ingresos estables en los próximos años. En la hipótesis 
2, el agricultor espera una merma en sus ingresos debido principalmente a la 
disminución de la ayuda compensatoria. En la hipótesis 3, el agricultor espera que 
después de un período crítico sus ingresos vayan a retornar a un nivel aceptable. Por 
último, en la hipótesis 4 el agricultor no vislumbra el final de la crisis. 

 
Figura 1. Datos Ingreso 1938-1997 y Escenarios para Expectativas Ingreso a 

partir de 1997 (incluyendo ayuda compensatoria) 
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En todos los casos, los datos reales con ayuda compensatoria posteriores a 1997 se 
reservaron para valorar la capacidad predictiva del modelo propuesto. En todos ellos, se 
observó a través del parámetro de adelanto de respuesta, a=7, la influencia que sobre la 
producción tendrán las expectativas de ingreso del agricultor desde los tres o cuatro años 
anteriores a la comercialización del producto. 

En la Figura 2, se ilustran los cinco modelos FT de Ingreso→Producción, esto es, el 
modelo clásico y el modelo que incluye las expectativas generadas siguiendo las cuatro 
hipótesis antes mencionadas (escenarios 1 a 4). A pesar de que la capacidad de ajuste está 
garantizada en todos los modelos, se observa que los modelos FT con expectativas 
ofrecen mejores predicciones a corto plazo. En estos momentos una vez conocidos los 
datos más recientes, se observa que las hipótesis 2 y 3 fueron las más realistas, a las que 
corresponden los modelos respectivos: 

(3a) Modelo Expectativas. Escenario 2: 

t
2

)89.2()81.8(t
7

2
)62.3(

)00.3(
t a)L2469.0L7589.01(xL

L5417.01

1661.0
z −++

−
= −  

(3b) Modelo Expectativas. Escenario 3: 

t
2

)41.3()94.8(t
7

2
)86.3(

)06.3(
t a)L2770.0L7342.01(xL

L5543.01

1645.0
z −++

−
= −  

lo que pone de manifiesto el empeño por conservar este cultivo tradicional en las islas. 
 

Figura 2. Modelos FT Ingreso->Producción 
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No obstante, todo parece confirmar el declive, aunque más lento de lo esperado, de la 
actividad platanera en Tenerife, probablemente en toda Canarias, después de algunos 
años de elevados niveles de producción. En la realidad, se observa que la política de 
protección de la producción mediante el establecimiento de la llamada ayuda 
compensatoria incentivó la aparición de la agricultura intensiva tipo empresarial, 
llegando a límites de sobreproducción y beneficiando más a este nuevo tipo de 
producción que al agricultor tradicional al que, en principio, quiso proteger la ley. Podría 
decirse que actualmente la producción del plátano en Canarias procede de dos orígenes 
diferentes, de la agricultura tradicional y de la agricultura intensiva. Por tanto, un estudio 
desagregando estas dos procedencias de la producción podría ser útil para valorar las 
verdaderas consecuencias de los nuevos acuerdos, entre la Unión Europea y 
Centroamérica, en cada uno de estos sectores de producción platanera en Canarias. Los 
datos parecen preocupantes al menos para la agricultura tradicional ya que la Unión 
Europea acaba de comprometerse a reducir el arancel de 176 euros por tonelada 
establecido en 2006 hasta 145 a finales de este año para disminuir gradualmente hasta los 
114 e incluso, para algunos países, hasta 75 euros por tonelada en un período de diez 
años. Teniendo en cuenta que se estima que los consumidores europeos se abastecen 
actualmente con unas 4,5 millones de toneladas al año, el futuro del plátano en las 
regiones ultraperiféricas de la Unión Europea va a depender de las condiciones 
adicionales que establezca la Unión Europea, por ejemplo, en cuanto a los límites 
directos que se puedan establecer para las importaciones procedentes del exterior o, en su 
defecto, a otras variables a nivel de comercio mundial que equilibren los efectos de la 
globalización, como pueden ser: tecnificación, métodos de producción, condiciones 
laborales… en los diferentes países. Actualmente no parece viable que podamos competir 
en precio puesto que dentro de la Unión Europea los costes laborales son más altos, la 
productividad es más baja, existen limitaciones en el uso de pesticidas… Aunque 
podríamos competir en calidad, esta vía parece menos sensible que la económica desde el 
punto de vista del consumidor. Desde 1992 la Unión Europea estableció la creación de 
sistemas de protección para las Denominaciones de Origen Protegidas (DOP), las 
Indicaciones Geográficas Protegidas (IGP) y las Especialidades Tradicionales 
Garantizadas (ETG), con el fin de promover y proteger productos agroalimenticios, que 
para el caso del plátano no ha sido aplicada aunque en un trabajo del MAPA31 se 
recomendó crear la DOP “Plátano de Canarias”. 

 

4.2. Modelo de descomposición por Resolución Múltiple para el consumo de agua 
en la Ciudad de Santa Cruz de Tenerife  

En este caso la serie de datos horarios exhibe por su propia naturaleza un cierto 
comportamiento periódico no homogéneo a lo largo del tiempo, básicamente según días 
laborables y festivos. Los datos fueron cedidos por la empresa encargada del suministro 
de agua en la ciudad de Santa Cruz de Tenerife, ENMASA (Empresa Mixta de Aguas de 
Santa Cruz de Tenerife). Utilizamos la descomposición mediante wavelets para revelar a 
la vista del investigador los diferentes niveles de periodicidad que están presentes en los 
datos. Los cálculos y gráficos han sido hechos con el módulo WAVELETS 1-D de 
MATLAB 7.0. 

El agua demandada por los ciudadanos es distribuida desde un conjunto de depósitos, 
cada uno de los cuales abastece una zona de la ciudad. A la salida de dichos depósitos se 
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toma medida digital del caudal de agua saliente. La Figura 3 contiene los datos de 
consumo correspondientes a uno de estos depósitos, el de Cueva Roja, una serie formada 
por 754 observaciones a intervalos de 1 hora a lo largo de 31 días, desde 00:00 del 11 de 
Octubre de 1996 hasta 09:00 del 11 de noviembre de 1996. Hablamos de consumo 
refiriéndonos a la suma de la cantidad demandada y de las pérdidas por fallos tanto en el 
sistema de depósito como en el sistema de distribución. 

 
Figura 3. Datos de consumo de agua en S/C Tenerife 
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Las periodicidades de esta serie de datos fueron estudiadas utilizando la transformada 

de Fourier32. El uso de wavelets nos permite observarlas en el dominio del tiempo 
mediante series separadas para cada una de ellas. Eligiendo las Daubechies db3 y 
descomponiendo hasta el nivel 8 (el máximo número de niveles posible debido al tamaño 
de la muestra sería 9, 29=512), observamos los diferentes niveles de descomposición en 
las siguientes figuras. La Figura 4 muestra la descomposición correspondiente al primer 
nivel, esto es a1 o primera señal tendencia (línea azul) y d1 o primera señal detalle (línea 
verde). 

 
Figura 4. Descomposición wavelets db3 en Nivel 1 
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En este primer nivel observamos que a1 es similar a la serie original y podríamos 
interpretar d1 como una limpieza de los datos, es decir, un conjunto de irregularidades o 
componentes de ruido que han sido eliminados de la serie para su posterior estudio. 

Si repetimos el proceso como indica el modelo de descomposición, la Resolución 
Múltiple de la serie evoluciona como se muestra en la Figura 5 donde observamos 
algunos de los 7 primeros niveles de la descomposición que acaban revelando todos los 
detalles. La señal a7 contiene la tendencia de la serie original. 

 
Figura 5. Descomposición wavelets db3 en otros niveles 
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d4 son los detalles más regulares de todos y revelan las periodicidades inherentes a los 
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es la de mayor magnitud. Esta circunstancia coincide básicamente con los resultados 
obtenidos a través de la transformada de Fourier. Con la técnica wavelets, la combinación 
entre tiempo y frecuencia permite asociar las frecuencias con ciertos períodos temporales, 
según los cuales los valores de máximo consumo tienen lugar en horario de mañana y los 
mínimos en horario de tarde. La señal d3 revela valores mínimos asociados a las 7:00 a.m. 
en sábados y domingos en la primera parte de la serie y en cualquier día en la última parte 
de la serie; d6 revela de nuevo valores máximos en horario de mañana y mínimos en 
horario de tarde. 

De manera más precisa, podemos estudiar estas periodicidades a través del espectro 
correspondiente a cada detalle desde d1 hasta d8 (Figura 6). Nótese que se confirma que el 
de mayor magnitud es d4, seguido de d3. Los índices de frecuencia más relevantes se 
indican en la Tabla 2. 

 
Figura 6. Espectro de los detalles de la descomposición db3 

 
 
 
 
 
 
 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Tabla 2. Índices relevantes en la descomposición db3 
db3 Índices más relevantes Período 
d1 253, 220, 283, 315 2-4 horas 
d2 127, 100, 158 6-8 horas 
d3 64 12 horas 
d4 32 24 horas (1 día) 

 
Como se obtiene, usando MATLAB, y de acuerdo con la Tabla 2, la descomposición 

hasta el nivel cuatro con la aproximación a4 y los detalles d1 a d4 completan los resultados 
que se habían obtenido en términos de frecuencia con la transformada de Fourier. La 
señal original se muestra en la Figura 7 acompañada de las aproximaciones tendenciales 
a4 y a7, así como de la suma de los detalles desde el nivel 1 al 4 y desde el nivel 1 al 7 
respectivamente. Esta figura nos permite observar la progresión de ambas series. 
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Figura 7. Señal original, tendencias y detalles de la descomposición wavelets db3 

 

5. Conclusiones 

En este artículo hemos resumido los resultados obtenidos a través del uso de algoritmos 
para identificar modelos racionales en el dominio del tiempo, especialmente en modelos 
de FT con expectativas, y de wavelets en tiempo-frecuencia, en particular usando 
wavelets Daubechies. Además, visualizamos los modelos obtenidos en dos casos 
relevantes de la Economía Canaria: el cultivo del plátano y el consumo doméstico de 
agua.  

Se trata de apreciar a través de estas aplicaciones concretas la utilidad de las 
diferentes técnicas propuestas, incluso sin necesidad de entrar en los detalles sobre la 
metodología que se ha ido desgranando en varias publicaciones previas. 

En cuanto a la primera aplicación, pasados unos años desde la construcción del 
primer modelo, convendría en términos económicos estudiar las series actualizadas en el 
nuevo contexto de liberalización de mercado y nomenclatura de aranceles fijada por la 
Unión Europea. El tiempo de las ayudas y subvenciones terminará por desaparecer y 
creemos que este tipo de modelos cuantitativos nos permite estudiar a priori diferentes 
políticas presupuestarias y anticiparnos a las consecuencias de las decisiones que se 
vayan a adoptar, a través de los correspondientes análisis de sensibilidad. Es evidente que 
esta línea de investigación requiere la disposición de series largas de datos y, en 
ocasiones, más desagregadas. Aunque se avanza positivamente en la confección de bases 
de datos, es manifiesta la escasez de éstas sobre lo que ocurre en todo el proceso de 
producción y comercialización del plátano en Canarias, problema común a otras 
numerosas actividades económicas y sociales. 

En cuanto a la segunda aplicación, creemos que el estudio de índices de frecuencia y 
su visualización a lo largo del tiempo puede ayudar, entre otras cosas, a tomar decisiones 
más eficientes sobre el almacenaje, distribución y consumo del agua en una gran ciudad, 
así como al establecimiento de diferentes tarifas de precios en función de los consumos 
registrados como máximos y mínimos con el objetivo de tender a un mejor reparto del 
consumo por horas y días. 

También en este contexto, el uso de modelos VARMA sería de interés, por la 
posibilidad que ofrecen de estudiar relaciones entre variables. No obstante, la 
generalización de los métodos estudiados al caso multivariante no es trivial. Por ejemplo, 
la consideración de determinantes matriciales ha de sustituirse por otra, como la de 
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rangos de matrices y, como hemos comentado, surgen serias dificultades como la no 
identificabilidad del modelo33. Además, nos enfrentamos a la escasez de bases de datos y 
de software disponible a tal fin. En particular, la metodología de modelos de componente 
escalar (SCM) propuesta en Ref 13 y extendida en Ref. 14 presenta algunas ventajas tales 
como la estimación de modelos VARMA parsimoniosos e identificables y las mejores 
predicciones que ofrecen los modelos VARMA mixtos estimados frente a, por ejemplo, 
los VAR puros. Sin embargo, aún no hemos encontrado esta propuesta como parte de un 
software comercializado que permita comparación empírica de metodologías. En 
realidad, tal implementación requeriría una mayor interacción por parte del usuario que 
con otras metodologías en modelos ARIMA como las expuestas en este trabajo. 
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