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RESUMEN 

En este trabajo, utilizando el programa Mathematica, proponemos una 

implementación del valor de una opción asiática aritmética, que tiene una gran precisión 

computacional. Para ilustrar este hecho, realizamos una comparativa con otros métodos 

bien conocidos en la literatura financiera. 
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1. INTRODUCCIÓN  

Las opciones asiáticas han sido objeto de estudio por muchos autores y presentan 

importantes ventajas que no ofrecen otros derivados. Una de ellas es que al estar 

relacionadas con la media del subyacente permiten reducir los efectos de los 

movimientos del precio del activo cerca de la fecha de expiración; de esta forma se 

evitan las posibles manipulaciones en el precio [KemmaVorst]. Otra ventaja que 

debemos destacar es que como instrumento de cobertura, son más económicas que las 

opciones europeas [Vorst]. 

La dificultad de determinar la distribución de la media aritmética del subyacente, ha 

motivado que la resolución del problema de valoración de las opciones asiáticas 

aritméticas sea un área de gran interés para muchos investigadores. Suponiendo que el 

precio del activo sigue una distribución lognormal en tiempo continuo, el problema se 

plantea porque la suma de variables lognormales no es una lognormal y por lo tanto no 

se puede dar de forma explícita la distribución y tampoco aplicar el método de Black-

Scholes [BlackScholes]. 

Muchos autores han utilizando diversas aproximaciones al problema de valoración, 

entre otras, podemos destacar: 

1. Simulación Monte Carlo. Esta aproximación es frecuentemente utilizada en la 

valoración de derivados. No obstante, en el caso particular de las opciones 

asiáticas aritméticas no es el método más conveniente como veremos a 

continuación. Inicialmente, Kemma y Vorst en [KemmaVorst] estudiaron este 

problema, pero sus resultados son relativamente lentos computacionalmente ya 

que necesitan un gran cantidad de simulaciones para obtener una precisión 

aceptable. Turnbull y Wakeman [TurnbullWakeman] y Levy [Levy] evitan esta 

dificultad utilizando una aproximación basada en los momentos de la lognormal, 

sin embargo Levy y Turnbull [LevyTurnbull] observan que las soluciones 

obtenidas son buenas aproximaciones solamente en un intervalo determinado. 

2. Integrales múltiples. Yor [Yor] utiliza una aproximación diferente, expresando 

el valor de una opción asiática por medio de una integral triple. No obstante, esta 

integral presenta problemas de convergencia. 
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3. Polinomios de Laguerre. En ([Dufresne], [Dufresne01]) se emplea una 

aproximación que involucra a los polinomios de Laguerre. Dufresne dio una 

fórmula alternativa que expresa el valor de la opción Asiática como una serie de 

polinomios de Laguerre, donde cada coeficiente en la serie viene dado por un 

integral que debe ser estimada numéricamente. Esta serie fue reemplazada 

usando la teoría espectral por Linetsky en [Linetsky], donde se obtienen nueve 

decimales de precisión numérica. Nótese que la mayor precisión hasta ese 

momento eran seis decimales, obtenida por Vecer [Vecer]. 

4. Ecuaciones en derivadas parciales. Rogers y Shi [RogersShi] y Alziiary, 

Decamps y Koehl [AlziiaryDecampsKoehl] aplicaron metodos EDP para 

obtener soluciones analíticas aproximadas al problema de valoración. Dewynne 

y Wilmott ([DewynneWilmott], [DewynneWilmott2]) resolvieron 

numéricamente una EDP de dos variables utilizando el método de diferencias 

finitas. Sin embargo, como se puede ver en el trabajo de Barraquand y Prudet 

[BarraquandPrudet] el método de ecuaciones en diferencias finitas tiene muy 

poca precisión computacional. Zvan, Forsyth y Vestal [ZvanForsyth] proponen 

una modificación de este método usando técnicas computacionales de dinámica 

de fluidos. Thompson [Thompson] obtiene una cotas superiores más exactas que 

las de Rogers y Shi [RogersShi]. Zhang [Zhang] establece una nueva 

aproximación analítica utilizando una técnica de evitabilidad de singularidades. 

Vecer [Vecer] caracteriza el precio de la opción asiática aritmética por medio de 

una sencilla EDP de una variable de estado. La ventaja del método de Vecer es 

su rapidez computacional y su precisión (seis decimales) para todos los casos. 

Por el contrario, la elección de los puntos de corte puede resultar difícil.  

5. Procesos de Bessel. Utilizando el Cálculo Estocástico y en concreto los 

procesos de Bessel; Geman y Yor [GermanYor] obtienen una fórmula analítica 

para la transformación de Laplace de la opción asiática. Al comprobar que la 

inversa de esta transformada no se puede obtener de forma analítica, algunos 

autores intentaran una aproximación diferente al problema utilizando métodos 

numéricos. Podemos destacar entre otros a: Geman y Eydeland 

[EydelandGeman], Fu, Madan y Wang [Fuetal], Craddock, Heath y Platen 

141



Domingo Israel Cruz Báez y José Manuel González Rodríguez 

 
 

[Craddocketal] y Shaw [Shaw]. Uno de los principales problemas de estos 

trabajos es la lentitud computacional de los métodos para volatilidades del 10%.  

6. Recientemente, los autores utilizando técnicas de Ecuaciones en derivadas 

parciales y Cálculo Operacional, ofrecemos una resolución alternativa y más 

sencilla al problema de valoración planteado por Geman y Yor (véase 

[CruzBaez], [CruzBaez06]). 

Geman y Yor [GemanYor] demostraron que el valor de una opción de compra 

asiática aritmética, en el instante t , puede ser expresado por: 
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donde  denota, como es usual, a la función gamma y 22μ += . 

Esta solución establecida por Geman y Yor se puede cambiar para que comparezca la 

función especial hipergeométrica concluyente 1 1F  (véase [Lebedev] para profundizar 

sobre este tipo de funciones). Si tenemos en cuenta la representación integral de la 

función hipergeométrica [Lebedev, (9.11.1), p. 266] y que ( ) 22Re +> , nos queda: 
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Como se ha comentado anteriormente, para la valoración de las opciones asiáticas 

necesitamos conocer la inversa de la transformada de Laplace de la función )(C ; pero 

ésta no se puede obtener de forma analítica. Por ello, inicialmente Geman-Eydeland 

[EydelandGeman] estimaron la inversa por medio de la transformada de Fourier rápida 

(FFT); en vez de utilizar la propia transformada de Laplace, que como veremos resulta 

más conveniente. Posteriormente, Shaw [Shaw] realiza un programa en Mathematica  

para calcular los citados valores. El programa dado en [Shaw] plantea problemas de 

convergencia, sobre todo para volatilidades bajas (véase [CruzBaez], [Fuetal]). Con 

nuestra implementación se evitan estos problemas y, en general, es más rápida 

computacionalmente (véase [CruzBaez]). 

 

2. RESULTADOS NUMÉRICOS 

El programa de cálculo simbólico Mathematica nos permite obtener una gran 

precisión para valorar las opciones asiáticas aritméticas. A continuación comparamos, a 

efectos de precisión, nuestra implementación con otros resultados existentes. 

El equipo de trabajo utilizado es un Pentium 4 Centrino 1,8 GHz. 

 

La implementación que proponemos es la siguiente: 

1. Inicialmente debemos definir los parámetros y las funciones que comparecen 

en la fórmula de valoración: 

 

2. Una vez hecho esto, podemos obtener el valor de la call asiática: 
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En esta implementación el camino de integración complejo tiene un papel muy 

importante, ya que sirve para evitar las singularidades de la integral. En nuestro caso, el 

camino elegido funciona a la perfección con los ejemplos analizados.  

 

Los casos son los siguientes: 

Tabla 1 

Caso S K R q  T t T0 

1. 1.9 2 0.05 0 0.50 1 0 0 

2. 2 2 0.05 0 0.50 1 0 0 

3. 2.1 2 0.05 0 0.50 1 0 0 

4. 2 2 0.05 0 0.50 2 0 0 

5. 2 2 0.18 0 0.30 1 0 0 

6. 2 2 0.0125 0 0.25 2 0 0 

7. 2 2 0.02 0 0.10 1 0 0 

 

Por otra parte, en la implementación, el parámetro  que trunca la integral compleja 

nos permitirá obtener una mayor precisión. Como ejemplo, podemos tomar en el Caso 

1, 500= , 1.000= y 10.000= : 

 

 

 

Vemos como los dos últimos coinciden con seis decimales. Como información 

adicional, en este trabajo para volatilidades entre el 50% y el 25% utilizaremos 

10.000= . Para el caso de la volatilidad del 10%, empleamos 50.000=  
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A continuación procedemos con la comparativa. 

 

Primero comparamos con el conocido método de Monte Carlo con 10.000 

simulaciones (véase, por ejemplo, [Dufresne]) y las cotas superiores (TUB) e inferiores 

(TLB) de Thompson [Thompson]. 

 

Tabla 2 

Caso CB MC TLB TUB 

1. 0.1931737902135318 0.1933 (0.00084) 0.193060 0.193799 

2. 0.24641569050723056 0.2465 (0.00095) 0.246298 0.247054 

3. 0.3062203652326239 0.3064 (0.00106) 0.306094 0.306904 

4. 0.35009521895946244 0.3503 (0.00146) 0.349779 0.352556 

5. 0.2183875465891274 0.2185 (0.00059) 0.218366 0.218473 

6. 0.172268741019462 0.1725 (0.00063) 0.172226 0.172451 

7. 0.05598604250811071 0.05602 (0.00017) 0.055985 0.055989 

 

Como podemos ver el método de Monte Carlo no es adecuado, en estos casos, para 

valorar opciones asiáticas aritméticas. 

 

A continuación vamos a comparar con el programa de Shaw: 

Tabla 3 

Caso CB SH 

1. 0.1931737902135318 0.193174 

2. 0.24641569050723056 0.246416 

3. 0.3062203652326239 0.306220 

4. 0.35009521895946244 0.350095 

5. 0.2183875465891274 0.218388 

6. 0.172268741019462 0.172269 

7. 0.055986041545485005 0.055986 

 

Nuestro método coincide con los 6 decimales de precisión de Shaw. 

Ahora, vamos a observar otro método de ecuaciones en derivadas parciales, el 

método de Vecer [Vecer]: 

 

Inicialmente tomamos los puntos de corte en [ ]5.1,0.1x  
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Tabla 4 

Caso CB Decimal 

Precision 

VEC 

Cutoff points [ ]5.1,0.1x  

Decimal 

Precision 

1. 0.193174 6 0.192264 2 

2. 0.246416 6 0.245858 2 

3. 0.306220 6 0.305884 2 

4. 0.350095 6 0.34999 1 

5. 0.218388 6 0.218122 3 

6. 0.172269 6 0.172267 5 

7. 0.055986 6 0.0562473 2 

Vemos como en este caso el método de Vecer no es muy preciso. Por lo que 

aumentamos los puntos de corte hasta x 3.0,3.5[ ] . En este caso obtenemos: 

Tabla 5 

Case CB Decimal 

Precision 

VEC 

Cutoff points [ ]5.3,0.3x  

Decimal 

Precision 

1. 0.193174 6 0.1931717 5 

2. 0.246416 6 0.246419 5 

3. 0.306220 6 0.306235 4 

4. 0.350095 6 0.35009 5 

5. 0.218388 6 0.218264 3 

6. 0.172269 6 0.171984 2 

7. 0.055986 6 0.0573879 2 

Si otra vez incrementamos los puntos de corte a [ ]5.10,0.10x  los resultados son: 

Tabla 6 

Caso CB Decimal 

Precision 

VEC 

Cutoff points [ ]5.10,0.10x  

Decimal 

Precision 

1. 0.193174 6 0.193226 3 

2. 0.246416 6 0.246479 4 

3. 0.306220 6 0.306287 4 

4. 0.350095 6 0.350089 4 

5. 0.218388 6 0.218348 4 

6. 0.172269 6 0.172198 3 

7. 0.055986 6 0.0534705 2 
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En definitva el método de Vecer  es menos preciso que el nuestro, en todos los casos 

analizados. 

Nótese que la precisión de 6 decimales de la implementacion de Vecer depende de 

los puntos de corte en la frontera de la ecuación en derivadas parciales y además en 

nuestro caso, aunque aumentemos el tamaño del intervalo de los puntos de corte no se 

obtienen mejoras significativas. 

Todo esto se resume en la siguiente afirmación del profesor Vecer en 

http://www.stat.columbia.edu/~vecer/AsianOption.nb 

“It is your responsibility to find the optimal cutoff points and WorkingPrecision 

depending on your current version which works best for your parameters” 

Por ultimo, vamos a comparar con el método de Linetsky [Linetsky], que alcanza la 

mayor precisión (9 decimales): 

 

Tabla 7 

Case                    CB           LI 

1. 0.1931737902135318 0.193173790 

2. 0.24641569050723056 0.2464156905 

3. 0.3062203652326239 0.306220365 

4. 0.35009521895946244 0.350095219 

5. 0.2183875465891274 0.2183875466 

6. 0.172268741019462 0.1722687410 

7. 0.055986041545485005 0.0559860415 

 

Podemos ver que si redondeamos a 9 decimales, nuestros resultados coinciden con 

los de Linetsky. 

 

CONCLUSIÓN 

En este trabajo hemos conseguido una implementación del valor de una opción 

asiática, utilizando el programa Mathematica, que tiene una gran precisión 

computacional si la comparamos con otros métodos bien conocidos. En todos los casos 
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igualamos y mejoramos estos métodos. Es decir, nuestro programa se presenta como 

una alternativa novedosa a los ya existentes. 
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