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RESUMEN

El objetivo principal que los autores de este trabajo nos proponemos con su
realizacion, es analizar la estabilidad y la solvencia del fondo de un plan de pensiones
de prestacion definida promovido por una empresa a favor de sus trabajadores. Esto va a
permitir al gestor financiero o al actuario del plan disponer de una herramienta adecuada
para conocer, en todo momento, si el plan dispone de los recursos financieros
suficientes para poder hacer frente al pago de los compromisos contraidos con sus

posibles beneficiarios.

Para conseguir este propoésito, establecemos, en primer lugar, un modelo en tiempo
discreto representativo de la estructura que caracteriza a este tipo de planes de
pensiones, con dos versiones del mismo. En segundo lugar y para ambas versiones,
determinamos la ecuacion que rige la trayectoria que define la evolucion del fondo de
pensiones, variable mas relevante del modelo. A continuacion, realizamos un analisis de
la estabilidad de esta variable, para, posteriormente, hacer una simulacion practica del
modelo para las dos versiones. Tratamos con ello de disponer en todo momento, con los
resultados obtenidos de la misma, de informacion sobre el comportamiento dindmico
del fondo de pensiones, lo que va a permitir al gestor una mayor capacidad para la toma

de decisiones. Por ultimo, para completar este trabajo, realizamos un analisis de la
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sensibilidad del fondo de pensiones ante pequefias variaciones en los valores de algunos
de los parametros que intervienen en el modelo y que se supone influyen en su
trayectoria. El objetivo de este ultimo estudio no es otro que el de poder comprobar si
los valores de la variable relevante del modelo se modifican sustancialmente ante tales

variaciones.

Palabras clave: analisis de sensibilidad, dinamica de sistemas, estabilidad, métodos

actuariales de distribucion de costes, planes y fondos de pensiones.

1. INTRODUCCION

Los planes y fondos de pensiones del sistema de empleo, como asi les denomina la
Ley y el Reglamento por los que se rigen®, son instrumentos financieros de ahorro e
inversion a largo plazo, de caracter privado, promovidos por las propias empresas a
favor de sus empleados a efectos de incentivar su fidelidad, el incremento de su
productividad y el diferimiento de salarios a su jubilacion a través del ahorro

sistematico realizado durante su actividad laboral.

Como argumentan distintos autores como Jimeno y Licandro (1999) y Munnell
(1990), existen multitud de razones que han contribuido, si cabe, a un creciente
desarrollo de los planes y fondos de pensiones de empleo en el mercado de trabajo,
entre las que cabe resefiar el cuestionamiento actual de la viabilidad financiera del
sistema publico de pensiones; el bajo indice de natalidad, refrendado por una tasa de
fecundidad cada vez mas reducida y, sobre todo, los cambios demograficos que afectan
a la evolucion futura de la poblacion, cuya esperanza de vida se espera vaya en
aumento, Fernandez Cordon (1996). En consecuencia, este tipo de planes son un
instrumento que pueden utilizar las empresas para financiar las pensiones de jubilacion
de sus trabajadores, lo que va a permitir al futuro pensionista mantener un nivel de vida

similar al que poseia en activo.

3Art. 4 dela Ley 8/1987, de 8 de junio, art. 2.3.a) y art. 25 del Real Decreto 304/2004, de 20 de febrero,
por el que se aprueba el Reglamento de Planes y Fondos de Pensiones.
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Con estos antecedentes, es 10gico considerar, en general, que el fin Gltimo que ha de
buscar un plan de pensiones es suministrar determinadas indemnizaciones de caracter
econdmico ante el posible acaecimiento de algunas contingencias sobre los individuos a
favor de quienes se crea el plan. De este modo, trata de mitigar, en la medida de lo
posible, las consecuencias economicas que se derivan del acaecimiento de las mismas.
Como contrapartida, estos planes de pensiones obligan a realizar a los actuales
participes y/o al promotor del plan aportaciones de diferentes cuantias que deben de ser
capaces de financiar los compromisos econdmicos por ellos garantizados. Lo
anteriormente expuesto conduce a que cualquier plan de pensiones de prestacion
definida del sistema de empleo, como el analizado en este trabajo, que se caracteriza,
entre otras cosas, por establecer previamente la cuantia de la prestacion que cubre una
determinada contingencia, lleva consigo un riesgo importante para el empresario
promotor en relacion con su capacidad futura para garantizar tal compromiso. Lo
contrario sucede con los planes de pensiones de aportacion definida del sistema de

empleo, en los que no existe riesgo para el empresario y si para el trabajador.

En relacion con la solvencia del fondo asociado a un plan de pensiones de prestacion
definida, existen autores como Dufresne (1989), Zimbidis y Haberman (1993) y Gerrard
y Haberman (1994) que analizan esta caracteristica desde diferentes puntos de vista. Por
tanto, para un estudio dinamico del fondo de un plan de pensiones, es preciso conocer si
éste dispone en todo momento de los recursos financieros suficientes para hacer frente a
la cobertura de las obligaciones contraidas con sus participes, es decir, si el plan es
solvente y, por otra parte, teniendo en cuenta las aportaciones realizadas al fondo del

plan, si el nivel alcanzado por éste se mantiene estable en el tiempo.

Considerando todo lo resefiado, establecemos como principal objetivo de este trabajo
determinar la evolucion y analizar la estabilidad en el tiempo del fondo de pensiones
donde se materializan las aportaciones del plan, de forma que pueda controlarse, en todo
momento, el nivel de recursos que éste dispone y conocer si estd en disposicion de
cubrir las necesidades de caracter econémico que el plan garantiza. Esto es asi porque el
fondo del plan es la variable mas significativa del modelo representativo del plan de

pensiones descrito en este trabajo. De esta manera, el gestor financiero o el actuario del
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plan dispondra, en todo momento, de informacion suficiente que le va a permitir decidir
puntualmente sobre determinados extremos relacionados con la gestion financiera del
fondo de pensiones, como qué politica es la mas adecuada para la inversion de los
recursos financieros disponibles, Boulier y Dupré (2002), o qué método actuarial
utilizar para la valoracion del plan y distribucion racional de costes, teniendo en cuenta
la situacién econdmica y financiera de la empresa promotora del mismo, Anderson

(1992).

Para este proposito, planteamos en este trabajo un modelo matematico representativo
de un plan de pensiones de estas caracteristicas, a través del cual, podamos estudiar su
evolucién y conocer en todo momento su capacidad para hacer frente a los
compromisos contraidos con sus participes. A continuacion procedemos a su simulacion
con el fin de poder comprobar como se modifican los valores de las variables que en él

intervienen ante pequeflas modificaciones en los valores de algunos de sus parametros.

De igual forma, para poder construir el modelo asociado a un determinado sistema de
pensiones de estas caracteristicas que nos permita analizar su evolucion en el tiempo,
utilizamos la metodologia seguida por la Dinamica de Sistemas y aplicada por diversos
autores para el estudio de los sistemas econdmicos y de prevision social, que nos va a
permitir analizar su comportamiento a través de las diferentes ecuaciones que recogen
las interrelaciones existentes entre las variables y parametros asociadas a los mismos,

Forrester (1971), Aracil Santonja (1981) y Aracil Santonja y Toro (1993).

El contenido de este trabajo se estructura como sigue: en la seccion 2 se plantea un
modelo representativo de un plan de pensiones de prestacion definida del sistema de
empleo, para el que describimos la metodologia seguida por la Dindmica de Sistemas
para su estudio, asi como las variables, parametros e hipdtesis que intervienen en su
analisis. En las secciones 3 y 4 se describen dos versiones en tiempo discreto de este
modelo, determinandose para ambas los diagramas de flujos correspondientes, la
evolucion del fondo del plan de pensiones y su estabilidad, con el fin de conocer su
comportamiento a través del tiempo. Para finalizar esta seccidon, hacemos una

simulacion practica del modelo para datos hipotéticos asociados a un plan de pensiones
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de estas caracteristicas. En la seccion 5 realizamos un anélisis de la sensibilidad del
modelo so6lo para la segunda version del mismo, teniendo en cuenta las variaciones en
algunos de sus parametros, a fin de comprobar como varia el valor del fondo de
pensiones frente a pequefias modificaciones de los mismos. Por ultimo, en la seccion 6
se recogen algunas conclusiones deducidas de los resultados obtenidos de la simulacion

para ambas versiones del modelo.

2. EL MODELO

En este trabajo analizamos un genérico plan de pensiones de prestacion definida del
sistema de empleo, que acaba de ser implantado por una determinada empresa a favor
de sus trabajadores, y que se caracteriza porque solo el promotor del plan realiza
aportaciones periodicas durante la vida laboral de cada trabajador a su cuenta de
posicion en el fondo de pensiones donde se integra el plan. Estas aportaciones, junto
con los intereses generados por su inversion, Villalon (1997), van a financiar la futura
pension de jubilacién de cada trabajador que, para el desarrollo de este trabajo,
suponemos es la Unica que garantiza el plan. Este modelo es aplicable a planes de
pensiones del sistema de empleo en los que se utilizan tanto métodos actuariales de
prestaciones acumuladas como de prestaciones proyectadas para su valoracion y

distribucion de costes, Betzuen Zalbidegoitia y Blanco Ibarra (1989).

Planteamos y analizamos el modelo representativo de este tipo de plan de pensiones
en forma discreta, enfoque mucho mas realista que el que se realizaria en el campo
continuo, ademas de simplificar significativamente algunos de los desarrollos y céalculos
inherentes a su estudio. De igual forma, siguiendo este enfoque, realizamos un analisis
de la sensibilidad del fondo del plan, variable mas relevante del modelo, a través de los
coeficientes de sensibilidad tanto absolutos como relativos que miden las variaciones
que el fondo experimenta ante pequefias modificaciones en los valores de algunos

parametros y condiciones iniciales del modelo, Aracil Santonja (1986).
Realizamos este analisis considerando dos versiones diferentes del modelo

planteado. En la primera se considera que las hipotesis de partida, establecidas al

comienzo del plan por el actuario, se verifican exactamente en cada periodo de su
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valoracion, lo que implica la inexistencia de desviaciones actuariales, McGill (1994).
Este es un enfoque mas optimista y menos real que el que se contempla en la segunda
version, cuando si se consideran como posibles la existencia de desviaciones entre la
realidad experimentada en cada periodo de valoracion del plan y las hipétesis iniciales
establecidas para los diferentes parametros y magnitudes del modelo. Para ambas
versiones, se realiza un analisis de la evolucion y comportamiento del fondo de
pensiones y se estudia la estabilidad del mismo a lo largo del tiempo, con el fin de

comprobar la solvencia que el plan de pensiones ofrece a sus posibles beneficiarios.

2.1 Variables y parametros del modelo

Para poder describir la evolucion del modelo representativo de un plan de pensiones
de las caracteristicas indicadas, pasamos a reseflar a continuacién las principales
variables que en ¢l intervienen, utilizando la nomenclatura especifica seguida por

Anderson (1992), Haberman y Sung (1994) y Bowers et al. (1997):

+ F(¢): fondo de pensiones donde se materializan los recursos financieros
aportados por el empresario promotor al plan al comienzo del periodo genérico
de valoracion (¢, t+1).

. AL(t): provision matematica o fondo ideal del plan en el momento 7. Representa
el valor actuarial de los compromisos contraidos en forma de prestaciones
econdmicas por el plan hasta ese momento con sus participes.

¢« NC (t): coste normal que financia la provisién matematica del plan y se devenga
de forma anual al comienzo de cada periodo.

e UAL(t): provision matemética no constituida del plan en ¢, siendo
UAL(t) = AL(t) - F(¢t). Si esta variable toma un valor negativo, se puede
interpretar como que el fondo del plan no cubre el nivel de recursos requerido
para el pago de los compromisos econdémicos adquiridos hasta ese momento.

¢ SC (t): coste suplementario que amortiza la provision matematica no constituida
del plan en t. Este coste adicional se devenga al comienzo de cada periodo y
viene definido como SC(f) = z+-UAL(t), donde z es el tanto de amortizacion

anual de la provision matematica no constituida en cada periodo.
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e C (t): contribucion total aportada anualmente por el promotor del plan al fondo
de pensiones al comienzo del periodo (¢, t+1). Viene definida como
C(t) = NC(t) + SC(2).

. P(t): valor actuarial en ¢ de las pensiones causadas a favor de los participes que
alcanzan la edad de jubilacion en ese momento.

*  r(r): tanto de rendimiento anual producido en 7 por las inversiones de los activos
donde se materializan los recursos financieros del fondo de pensiones.

. i(t): tanto de interés técnico anual utilizado en la valoracion del plan durante el
periodo ¢.

¢ g: gasto anual ocasionado por la gestion financiera del fondo de pensiones
donde se integra el plan. Este gasto viene definido como un porcentaje del nivel
alcanzado por el fondo del plan en cada periodo de su valoracion®.

+  RF(t +1): rendimiento anual obtenido por las inversiones de los activos del
fondo de pensiones al final del periodo genérico de valoracion del plan (¢, t+7):
RE(t+1) =r() {F (1) + C(t) - P(t) - g F(t) .

*  Galr+1): ganancia actuarial del plan. Es una medida del resultado econémico
obtenido al final de cada periodo de valoracion del plan, influyendo en su

determinacion la gestion financiera del mismo.

2.2 Hipétesis del modelo

A continuacion describimos las hipdtesis de partida que debe de fijar el actuario del

plan a su creacion para poder realizar el anlisis y posterior valoracion del mismo:

¢ El colectivo de participes que integra el plan es abierto y estacionario, es decir,
se mantiene constante en el tiempo, ya que suponemos que coinciden las
entradas y salidas en cada periodo. Este planteamiento es coherente con el

supuesto de que la empresa promotora del plan tenga establecido un

A este respecto, el Reglamento segiin Real Decreto 304/2004, de 20 de febrero, por el que se regulan los
Planes y Fondos de Pensiones, establece en el art. 84.1, que la comision que podran percibir las
sociedades gestoras de fondos de pensiones sera del 2% como maximo.
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determinado numero de trabajadores en relacion con la produccién que intenta
alcanzar.

¢ La edad de entrada al plan para todos los participes esta fijada a los 25 afios.
Esta hipotesis se establece para conseguir que el colectivo de participes se
mantenga estacionario.

¢ Las funciones 4L, NC y P van a permanecer constantes en todo el horizonte
temporal durante el cual el plan es operativo como consecuencia de considerar
las dos primeras hipdtesis, Haberman y Sung (1994).

¢ El plan contempla como posibles causas de salida del colectivo previas a la edad
de jubilacion establecida (65 afios), el fallecimiento, la invalidez y la rotacion,
pero Gnicamente cubre la prestacion por jubilacion.

¢ El tanto de interés técnico de valoracion del plan, el tanto anual de rendimiento
real de las inversiones, el tanto de amortizaciéon anual de la provision
matematica no constituida y el gasto anual por la gestion del fondo de pensiones
se suponen constantes durante el horizonte temporal en el que se realiza el
analisis del plan.

¢ El tanto anual de amortizacion de la provision matematica no constituida se
calcula de forma lineal.

¢ La contribucion anual aportada por el promotor del plan al fondo de pensiones
se realiza al comienzo de cada periodo.

¢ Las prestaciones de jubilacion que se devengan a favor de los participes que se
retiran en cada periodo son detraidas del fondo del plan al comienzo del mismo.

¢ El plan de pensiones analizado es de nueva creaciéon y operativo durante un
horizonte temporal ilimitado, puesto que se supone una actividad indefinida para
la empresa promotora del mismo.

* En este modelo el nivel inicial del fondo de pensiones es nulo, F(0)=0 y, en
consecuencia, la provision matematica no constituida al comienzo del plan
coincide con la provisiéon matematica, es decir, UAL(0)= AL(0) = AL. Esta
variable toma un valor positivo debido al reconocimiento y no dotacion al fondo
del plan de la cuantia correspondiente al valor calculado para los servicios
pasados realizados por los trabajadores en la empresa promotora del mismo

hasta su implantacion.
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2.3 Metodologia aplicada

Para la descripcion y analisis del modelo hemos seguido la metodologia de la
Dinamica de Sistemas, que cuenta entre sus principales objetivos la construccion de
modelos que expliquen determinados comportamientos de los sistemas sociales
relacionados con la vida real, entre los que cabrian citar, los sistemas socio-econémicos,
de formacion de capitales, de mercado de trabajo y de poblacion, entre otros. Han sido
diversos autores los que han tratado de analizar el comportamiento de estos sistemas a
través de esta metodologia. A modo de resumen y siguiendo las pautas dadas por
Forrester (1961), pionero de esta teoria, el analisis de cualquier sistema dinamico debe

constar de las siguientes etapas:

En primer lugar, y a través de la observacion de la realidad, se eligen los elementos
que definen el comportamiento real del sistema objeto de estudio. Una vez
determinados los elementos que forman parte del sistema, se buscan las relaciones que
existen entre ellos por medio de los denominados diagramas causales, que permiten
conocer la estructura de un sistema dinamico, determinado por las variables que
aparecen en dicho sistema y por la existencia de relaciones causa-efecto entre dichas
variables, aunque la informacién que proporcionan estas relaciones sea de naturaleza
exclusivamente cualitativa. Una relacion causa-efecto entre dos variables es positiva, si
ante una modificacion de la variable causa se produce una variacion en el mismo

sentido en la variable efecto y viceversa.

Si en el diagrama causal existen cadenas cerradas de relaciones causa-efecto,
denominadas bucles o ciclos de realimentacion, se puede volver a la variable de partida
siguiendo dichas relaciones causa-efecto. Estos bucles de realimentacion pueden ser
positivos, si la variacion de un elemento del sistema se propaga a lo largo de todo el
bucle reforzandose la variacion inicial, o negativos, si la variacion de un elemento se
transmite a lo largo del bucle produciéndose una variacion de signo contrario en el
mismo elemento. Los primeros se caracterizan porque el nimero de relaciones causa-
efecto negativas que poseen es par o nulo, mientras que los segundos se caracterizan por
poseer un nimero impar de relaciones causa-efecto negativas. En un diagrama causal

coexisten bucles de realimentacion positivos y negativos, por lo que la interaccion entre
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ellos determinara el comportamiento global del sistema, que dependera de cuales de los

bucles sean predominantes en cada momento.

Las distintas variables y parametros que recoge cualquier diagrama de flujos pueden
clasificarse en las siguientes categorias, Forrester (1961), Aracil Santonja (1986) y

Aracil Santonja y Toro (1993):

* Niveles: variables que determinan el comportamiento del sistema y que recogen
la acumulacién de todas las acciones pasadas, siendo modificados por las
variables flujo. Cada nivel lleva asociado una ecuaciéon matematica que
determina su evolucion en el tiempo.

* Flujos: sirven para introducir o extraer unidades respecto de las variables nivel y
salvo con los niveles, con los que se unen por canales materiales, con el resto de
las variables lo hacen por canales de informacion.

* Variables auxiliares: representan etapas intermedias que se utilizan para
determinar los valores de los flujos a partir de los niveles.

¢ Constantes: se utilizan para ajustar unidades de los flujos y de las variables
auxiliares.

* Nubes: se consideran como fuentes o pozos inagotables del sistema de donde se
extrae y a donde va a parar la materia. Son el comienzo y final de los canales
materiales.

* Canales: sirven para unir las diferentes variables del modelo. Pueden ser

materiales, si transportan materia, o de informacion, si transmiten ésta.

Una vez realizada esta clasificacion se puede plantear el modelo matematico, que
inicialmente se expresa de forma grafica en el denominado diagrama de flujos, y que,
posteriormente, es traducido en una serie de ecuaciones diferenciales de primer orden
que proporcionaran el comportamiento dinamico del sistema durante todo el horizonte

temporal.

Finalmente, se simula el modelo realizando un analisis de sensibilidad respecto de

los principales parametros que en él intervienen, con el fin de poder comprobar las
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posibles desviaciones que aparecen entre las predicciones realizadas y la realidad, a
través de los resultados obtenidos en cada periodo de valoracion del modelo. En el caso
que existan desviaciones es necesario ajustar el valor de algunos de los parametros del

modelo o plantearlo nuevamente.

En nuestro modelo, representativo de un plan de pensiones, una vez establecidas las
hipotesis y definidas las variables y funciones que en ¢l intervienen, pasamos a
determinar las relaciones causa-efecto que existen entre ellas y que vienen recogidas en
el diagrama causal correspondiente. Este diagrama consta de dos bucles de

realimentacion, uno negativo y otro positivo, representados en el siguiente grafico:

FONDO

SCq1)

Figura 1. Diagrama causal

Una vez determinado este diagrama, se construye el diagrama de flujos asociado al
modelo, donde, como se vera en el siguiente apartado, se recogen las relaciones entre
sus variables y del cual se deducen las ecuaciones matematicas que van a determinar su

comportamiento durante el horizonte temporal establecido.

3. VERSION 1 DEL MODELO

En esta primera version del modelo, suponemos que las hipotesis actuariales de
partida se verifican en cada periodo de valoracion del mismo, es decir, que el tanto de
interés técnico de valoracion y de los tantos de siniestrabilidad estimados para las

distintas contingencias cubiertas por el plan coinciden con los reales, lo que dara lugar a
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que no se produzcan desviaciones y, por tanto, la ganancia actuarial del plan sera nula.
Para esta version del modelo la contribucion anual al plan viene definida por la

expresion C(t)= z- [AL - F(t)]+ NC.

En el analisis del modelo representativo del fondo de pensiones que se realiza a
continuacion, los parametros del mismo deben verificar las siguientes condiciones:
0<r,g z<l;y=1-g—z y p=1+r Posteriormente se definiran los valores de z que
garantizan la estabilidad del modelo. Para esta primera version del modelo asociado a
un plan de pensiones de estas caracteristicas, describimos a continuacion la figura 2,
representativa del diagrama de flujos que recoge las relaciones existentes entre las

principales variables:

Figura 2. Diagrama de flujos.

En este diagrama de flujos, F, representa el fondo del plan, F(¢), y es la variable nivel
del modelo; el coste normal, la provision matematica, la prestacion, el tanto anual de
amortizacion, el tanto de rendimiento anual de las inversiones y el gasto anual de
gestion son constantes por hipétesis y se representan, respectivamente, como NC, AL, P,
z,r'y g; la contribucion, C(?), se representa como C, y es una variable auxiliar; FE1,

FE2, FS1, FS2 son los flujos de entrada y de salida definidos como:
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FE1=RF ()=r[F()+C@)-P-g-F(t)]
FE2=C(t)= NC+z-[AL - F ()]
FS1=g-F()

FS2=P.

3.1 Evolucion del fondo del plan de pensiones

A partir del diagrama de flujos, se deducen las ecuaciones que determinan el
comportamiento del fondo del plan a través del tiempo. La ecuacion asociada a la

variable de nivel, es decir, el fondo del plan, es:
F(t + At) = F(t) + At [FE1 + FE2 - FS1- FS2].
Por tanto, teniendo en cuenta las relaciones descritas anteriormente, se tiene:
F(t+At)= F(t)+ At-[r-(F() + C() - P= g F(t))+ C(t) - g - F(t) - P}
Cuando At = 1, en la ecuacion anterior obtenemos:
F(t+1)=F(0)+C(@)-P-g F(@t)+r-[F@t)+ C(t)-P-g-F()]
Sustituyendo en esta expresion C(¢) por su valor, se tiene:

F+)=|F()(-g-z)+z- AL+ NC-P}(1+r);
F(t+1)=y p-F(t)=p-[z- AL+ NC - P]

Por tanto, resolviendo esta ecuacion en diferencias de primer orden y no homogénea,
se obtiene la trayectoria que determina la evolucion del fondo del plan de pensiones (ver

Anexo):

F)=Coopy + ZEALENCST]
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3.2 Anailisis de la estabilidad del fondo de pensiones

Como sea que el objetivo que debe buscar siempre el gestor de un plan de pensiones
de estas caracteristicas es aproximar en todo momento y, en la medida de lo posible, el
nivel alcanzado por el fondo del plan con el que deberia tener constituido éste en razon
de los compromisos adquiridos con sus participes, estudiamos la estabilidad de esta
variable con el proposito de conocer si el fondo del plan se ajusta de forma adecuada a
la provisién matematica existente en cada momento de su valoracion actuarial. En el
equilibrio se verifica que F*(t+1)=F’(f)= F". Sustituyendo F’en la ecuacion en
diferencias ya establecida, se obtiene F'-y-p-F" = p[z-AL + NC - Pl
_plz- AL+ NC-P]

, donde
l-y-p

determinando a partir de ésta el estado de equilibrio: F”

1-y-p=0.

Una vez determinado el estado de equilibrio, hacemos un analisis de la estabilidad
del modelo. Para ello, necesitamos conocer el modulo del autovalor obtenido de la
ecuacion caracteristica, y segiin éste sea menor o mayor que la unidad, la variable
representativa del modelo, el fondo de pensiones, se estabilizara o no, es decir, tendera o

se alejara del estado de equilibrio cuando ¢ — .

Los valores de z que garantizan que el modelo se estabiliza, es decir, que el fondo del

plan de pensiones tiende a su estado de equilibrio cuando # — o, son aquellos que hacen

que W <1. Por tanto, ha de verificarse la siguiente desigualdad:

Z>M, con p-(1-g)>1.

En consecuencia, para los anteriores valores de z se cumple la siguiente relacion:

[

ELIEF(Z) - llijg{(jl “(yp) +Ml Iy

l-y-p

>
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ya que W = ‘y~ p‘ <1. Este resultado implica que partiendo de cualquier condicion

inicial del fondo de pensiones, éste siempre tiende a la situacion de equilibrio al cabo de

un cierto periodo de tiempo.

3.3 Aplicacién practica

En este apartado realizamos una simulacion practica de la primera version del
modelo’. Para ello, partimos de los valores de las variables y parametros suministrados
por una entidad gestora de un hipotético plan de pensiones de prestacion definida del
sistema de empleo, para cuya distribucion de costes y valoracion actuarial se utiliza el
método de costes del Crédito Unitario Tradicional’. Estos datos son: colectivo de
participes = 4.000 (pertenecen 100 participes a cada edad comprendida entre los 25 y 65
aflos); N = 100 (ntmero de participes que entran al plan durante cada periodo);
AL =50.000; NC = 2.000; P =3.750; g =0,02; i = 0,05, F0) =0, D=W=IN=0 y
J =100, donde D, W, IN y J denotan el conjunto de participes que fallecen, rotan, se

invalidan y se jubilan, respectivamente, en el periodo (¢, #+1) de valoracion.

De la simulacion del modelo para estos datos, obtenemos la tabla 1 donde se recogen
en las columnas 3, 4, 5y 6 los valores de equilibrio del fondo del plan segun varie el
plazo de amortizacion de la provision matematica no financiada, es decir, segiin se
amortice en 10, 20, 30 o 40 afios, respectivamente, para valores de » comprendidos en el
intervalo [4,5%, 6%], valores considerados como los mas probables en nuestro modelo,
variando 7 de 0.25 en 0.25 puntos. La columna 2 muestra la condicién que ha de
cumplir z para garantizar la estabilidad del modelo para cada valor de r, dado el valor de
g. En esta tabla podemos observar que el nivel de equilibrio alcanzado por el fondo del

plan crece al aumentar el tanto de rendimiento anual de las inversiones del plan.

* Para la simulacion de este modelo se utiliza el programa informatico Powersim 2.51.
® Para un anlisis detallado de este método actuarial de costes consultar Anderson (1992).
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» | Condicionde | p=: 210 )=0.10 | F* z(20)=0.05 | F*; z(30)=0.033 | F*: z(40)=0.025
estabilidad®

45 | z>0,02306 42.241,9 27.841,9 <0 <0
475 | 2>0,02534 43.5342 30.421,1 <0 .

5 | z>0,02761 44.901,3 33.510,6 <0 .
525 | z>0,02988 46.349,9 37.278,6 <0 .
55 | z>0,03213 47.887,6 41.976,1 <0 .
575 | z>0,03437 49.522,7 47.995,5 . .

6 | z>0,03660 51.264,9 55.985,9 . .

Tabla 1

¢: Para estos valores de r no se cumple la condicion de estabilidad.

p(-g)-1
P

@: El modelo se estabiliza si z > ,con p-(1-g)>1.

En el grafico 1, representamos la trayectoria que describe el comportamiento del
fondo de pensiones para el caso que mas se aproxima al fondo ideal o provision

matematica del plan, AL, que es aquél en el que »=5,75% y z=0,10.

100 00
80 00!
60 00!
4000 12 12 12 12 1 - F
20 00! 2 AL
04 t t : : :
0 200 400 600 800 1000
TIME

Grdfico 1: r=5,75%, z=0,10; g=0,02.

4. VERSION 2 DEL MODELO

En esta segunda version del modelo se tiene en cuenta que, en cada periodo en el que
se realiza la valoracion del plan, pueden generarse desviaciones entre la experiencia real
y las hipotesis de partida establecidas, lo que puede dar lugar a unos resultados
econdmicos positivos (ganancias) o negativos (pérdidas). Estas desviaciones originan
un incremento o disminucion de la provisidon matematica no constituida del plan, hecho
que debera ser tenido en cuenta en todo momento por el gestor financiero del mismo. En
este caso, el diagrama de flujos representado en la figura 3 recoge la evolucion del

fondo de pensiones teniendo en cuenta las desviaciones econdmicas antes resenadas.
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Para garantizar la estabilidad de este modelo y, por tanto, de su variable mas
relevante, el fondo de pensiones, los parametros del mismo han de verificar las
condiciones: 0< g,r,i,z<1; p=1+r y u=1+i. Asimismo, la contribucion anual al
fondo del plan de pensiones viene definida, en este caso, por la

expresion: C(f) = z-UAL(t) + NC = z+[(4L - F(t 1)+ NC)-u - C(t -1)-u - Ga J+ NC.

> \\\
\\
o \\FS1 \

\

@ \\
@ \‘ \
(PO

frs1

fre2 Ct_1 frs2

Figura 3: Diagrama de flujos.

En este diagrama de flujos, F, representa el fondo del plan, F(f), y es la variable nivel
del modelo; el coste normal, la provision matematica, la prestacion, la ganancia
actuarial, el tanto anual de amortizacion, el tanto anual de rendimiento real de las
inversiones y el gasto anual de gestion son constantes por hipotesis y se representan,
respectivamente, como NC, AL, P, Ga, z, r y g; la contribucion, C(¢), se representa como
C, y es una variable auxiliar; frel, fre2, frsl, frs2 son los flujos de entrada y salida de
los niveles de retraso; NR1 y NR2, los niveles de retraso que es necesario considerar
ficticiamente en el modelo para poder determinar adecuadamente la evolucion de las
variables retardadas, el fondo, F(¢ — 1), y la contribucion, C(¢ — 1); FE1, FE2, FS1, FS2

son los flujos de entrada y de salida definidos como:

FE1=RF(t)=r-[F(t)+C(t)-P- g F()]

FE2=C(t) = z-UAL(t) + NC = z-[(AL - F(¢ =1) + NC)-u = C(t =1)-u - Ga |+ NC
FSl=g-F(f); FS2=P

NRI() = F(t-1); NR2(f)=C(t-1)

frel = F(t); fre2=C(t); frsl=NRI(t); frs2= NR2(t).
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4.1 Evolucion del fondo del plan de pensiones

Al igual que en la version 1 del modelo, a partir del diagrama de flujos anterior se
determinan las ecuaciones que rigen el comportamiento del fondo del plan a lo largo del

tiempo:

F(t+ Aty = F(t) + Ar[FE + FE2 - FS1- FS2]
NRI(t + Ar) = NRI(t) + At[ fiel - fisl]
NR2(t + At) = NR2() + At-[fre2 — fis2].

Sustituyendo en este sistema las anteriores expresiones, obtenemos las ecuaciones

asociadas a este diagrama de flujos:

F(t+At) = F(f)+ At-|RF(t) + C(t) - g - F(t) - P |
~FO+M[r[FO)+CO)-P-g- FO+Ct)-g-F()-P]

NRI(t + Aty = NRI(t) + At {F(¢) - NRI(t) ]

NR2(t + At) = NR2(1) + At {C (1) - NR2(1) .

Si tomamos At =1 y sustituimos C(¢) por su valor, obtenemos el siguiente sistema

de ecuaciones:

F+)=[F@O)1-g)+zu AL-zu F(-1)+zu NC-zuC(t-1)-z Ga+NC-P] p
NRI(r +1) = F(¢)
NR2(t +1) = C(1).

Resolviendo este sistema por el método de las diferencias sucesivas, llegamos a la

siguiente ecuacion en diferencias para el fondo del plan de pensiones:

Fi+2)-[(1-g) p-uzF(+)+zup g F)=zu p AL+[z u p+ p(NC-P)-z p Ga.

Una vez determinada la solucion particular, la solucion de esta ecuacion, es decir, la

trayectoria que recoge la evolucion del fondo del plan, es la siguiente (ver Anexo):
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zu-p- AL+[Z u- p+p](NC P)y-z-p- Ga
1—[(1 g)p-u- z]+z u-p-g

F@)=C, '()‘1)’ +C, '()‘2)’

4.2 Analisis de la estabilidad del fondo de pensiones

Al igual que en el modelo anterior, estudiamos la estabilidad de esta variable para
comprobar si el fondo del plan se ajusta de forma adecuada a la provision matematica
existente en cada momento de su valoracion actuarial. En este caso, en el equilibrio, se
verifica el siguiente sistema de ecuaciones:

F't+D)=F(@t)=F"
NRI'(t+1)= NRI"(t) = NRI"
NR2*(t+1)= NR2"(t) = NR2".

Sustituyendo estas expresiones en el sistema de ecuaciones en diferencias descrito

inicialmente, obtenemos el estado de equilibrio para el fondo de pensiones:

zu-p-+ AL+[Z u- p+p](NC P)y-z-p- Ga

Fo
1—[(1—g) p-u- z]+z ‘up-g

con 1—[(1—g)~p—u‘z]+2'u-p~g#O.

Una vez determinado el estado de equilibrio para el fondo del plan, pasamos a
analizar la estabilidad de este modelo. Para ello, necesitamos conocer los médulos de
los autovalores asociados a la ecuacion caracteristica del modelo, A, y A,. Considerando
el caso en el que el discriminante de ambos es positivo, podemos asegurar que estos dos
valores son reales y distintos. Dependiendo de los valores que tomen los parametros, el
sistema sera estable o inestable. El caso que interesa analizar es aquél en el que el fondo

del plan tiende a su estado de equilibrio. Para ello es necesario que ‘}Ll‘ <ly ‘}»2‘ <1.

En este caso, el producto u -z (parametros que el gestor controla) ha de verificar:

-“+d-gp_ ., 1+d-9)p
l+p-g l-p-g

, con (1—g)'p>1yp-g;»=1.
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Estos valores de u -z son los que garantizan que el modelo se estabiliza, es decir,
que el fondo del plan de pensiones tiende a su estado de equilibrio cuando ¢t — o,

puesto que ‘}L]‘ <ly ‘}\,2‘ <1:

z~u~p~AL+[z~u~p+p] (NC-P)-z'p-Ga] _

Fr.
1—[(1—g)~p—u~z]+z-u~p-g

lim F(r) = lim|C, (&) + C,(A,)' +
= t—o

Este resultado implica que, partiendo de cualquier condicion inicial, el fondo de

pensiones siempre alcanza un nivel determinado que, ademas, sera estable en el tiempo.

4.3 Aplicacion practica

En la simulacion practica de la version 2 de este modelo’, partimos de los mismos
valores de las variables y parametros utilizados para la simulacion de la version 1 del
modelo, que suponemos suministrados por la entidad gestora de este hipotético plan de
pensiones de caracteristicas similares al anterior: colectivo de participes = 4.000
(pertenecen 100 participes a cada edad comprendida entre los 25 y 65 aflos); N = 100
(numero de participes que entran al plan durante cada periodo); AL = 50.000;
NC =2.000; P =3.750; g = 0,02; F(0) = NR1(0) = NR2(0) = 0; i = 0,05; G = -2.358 al
considerar que D=W =IN=0 y J =100, donde D, W, IN y J denotan el conjunto de
participes que fallecen, abandonan, se invalidan y se jubilan, respectivamente, en el

periodo (¢, t+1) de valoracion.

Como resultado de la simulacion de la version 2 de este modelo para estos datos,
obtenemos la tabla 2 donde las columnas 3, 4, 5 y 6 recogen los valores de equilibrio del
fondo del plan segiin varie el plazo de amortizacion de la provision matematica no
financiada, es decir, segun se amortice en 10, 20, 30 o 40 afios, respectivamente, e igual
que en la version anterior, para valores de » que se encuentran en el intervalo
[4,5%, 6%], variando r, también en este caso, de 0.25 en 0.25 puntos. La condicion que
ha de verificar z para que el modelo sea estable, dados los valores de i y de g, viene

recogida en la columna 2 de la tabla 2, para cada valor de 7. En esta tabla se observa que

7 Para la simulacion de la version 2 de este modelo, utilizamos el mismo programa informético que el
descrito para la version 1.
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el nivel de equilibrio alcanzado por el fondo del plan crece segun se incrementa el tanto
de rendimiento anual de sus inversiones, teniendo en cuenta siempre los valores del

parametro z para los cuales el fondo tiene un comportamiento estable.

r Condicién de F*; 2(10)=0,10 | F*:2(20)=0,05 | F*: 2(30)=0,033 | F*; 2(40)= 0,025
estabilidad”
4.5 | 0,02248<2<1,96886 44.670,7 31.920,6 <0 <0
475 | 0,02476<2<1,97135 46.135,0 34.892,0 <0 <0
5 | 0,02705<2<1,97383 47.690,7 38.454,5 <0 .
525 | 0,02933<2<1,97632 49.346,9 42.804,0 <0 .
55 | 0,03161<z<1,97880 51.113,5 48.233,9 <0 .
5.75 | 0,03390<z<1,98129 53.002,0 55.203,5 . .
6 | 0,03618<z<1,98377 55.025,5 64.476,2 + .
Tabla 2

¢: Para estos valores de r no se cumple la condicion de estabilidad.
“l+d-g)p . 1+0-8)p
+p°g I-p-g

@. El modelo se estabiliza si ycon (l-g)p>1y p-g=l.

A continuacion recogemos en el grafico 2 el caso en el que la trayectoria del fondo
del plan de pensiones mas se aproxima a la provision matematica, AL, es decir, cuando

se considera » = 0,0525 y z=0,10.

100 00!
80 00
60 00
40 00 T 1 1 1 1 —4F
20 00 AL
of ¢ ¢ t t 1
0 200 400 600 800 1000
TIME

Grdfico 2: r=0,0525; i=0,05; z=0,10; g=0,02

5. ANALISIS DE SENSIBILIDAD

En general, cuando se realiza el analisis de sensibilidad de un modelo, lo que se
pretende es comprobar como se modifican los valores de las variables mas
representativas del mismo ante pequefias variaciones de los parametros o de sus
condiciones iniciales. Para poder llevar a cabo este estudio, es preciso conocer tanto los

parametros como las condiciones iniciales de los niveles, asi como plantear las
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ecuaciones que determinan la evolucion del modelo. Cuando ante este hecho, los
valores de los niveles varian sustancialmente, la validez del modelo queda condicionada
a su estimacion optima. Para determinar la sensibilidad de un modelo se pueden

emplear dos procedimientos, Aracil (1986) y Aracil y Gordillo (1997):

El primero y mas empleado por Forrester y sus colaboradores, conocido como
método de las pasadas sucesivas, consiste en realizar variaciones en cada uno de los
parametros respecto de los cuales deseamos calcular la sensibilidad. Para cada
parametro, se realizaran sucesivas simulaciones del modelo utilizando en cada una de
ellas los diferentes valores que toma dicho parametro. Observando el comportamiento
del modelo en los distintos casos, se pueden extraer conclusiones sobre si éste es

sensible o no a la variacion experimentada por el parametro.

El segundo método para analizar la sensibilidad de un modelo, que recibe el nombre
de método analitico, consiste en obtener las trayectorias temporales de los cambios
producidos en los niveles, atribuibles a variaciones en los pardmetros o en las
condiciones iniciales. Para ello, se determinan los denominados coeficientes de
sensibilidad, que representan la variacion de la trayectoria de un determinado nivel en el
instante ¢, por efecto de la variacion de un cierto parametro o condicion inicial. En
nuestro modelo, representamos estos coeficientes por medio de la expresion

aF(r)
O(FS" t)= s

con S = {}z,r} el vector de parametros del modelo. Sin embargo,

este conjunto de valores no proporciona una informacion suficientemente completa al
no resultar comparables. Ese es el motivo de que se introduzcan expresiones de estos

coeficientes que se puedan comparar entre si. Estas nuevas expresiones, conocidas

como coeficientes de sensibilidad relativos, se definen como o'(F o t)= % ,lo

que implica que ante pequenas variaciones porcentuales de los parametros, obtenemos
directamente la variacion porcentual del nivel, F(f). Empleando la expresion de los
coeficientes de sensibilidad anteriormente definidos, estos nuevos coeficientes se
pueden reescribir como:

(e NOFE) S o\ S
o (}*g,l)— Y F(t)—(r(}*ﬁ,t) F@).
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Utilizando la segunda version de nuestro modelo, en las columnas 2, 3 y 4 de la tabla

3 se observan los valores que, durante los 10 primeros afios, toman los coeficientes de

sensibilidad calculados para el fondo del plan respecto de los parametros i, z y r,

respectivamente, teniendo en cuenta la ley de recurrencia que relaciona estos

coeficientes para distintos momentos de tiempo.

t+1 | o(Ft+1) |o(F t+1) | 0(F, t+1) | 6'(Ft+1) | 6'(F.t+1) | 0'(F.t+1)
1 2.743,0 57.054,4 1.071,9 0,09702 2,52263 0,05213
2 2.488,6 51.763,8 1.929.4 0,04890 1,27152 0,05213
3 24422 50.798,2 2.770,2 0,03342 0,86905 0,05213
4 2.396,9 49.855,8 3.594,8 0,02527 0,65727 0,05213
5 2.352,5 48.931,5 4.403,6 0,02025 0,52662 0,05213
6 2.308,9 48.025,0 5.196,9 0,01684 0,43796 0,05213
7 2.266,2 47.135,9 5.974,9 0,01438 0,37388 0,05213
8 22242 46.263,9 6.737,9 0,01251 0,32541 0,05213
9 2.183,1 45.408,7 7.486,3 0,01105 0,28746 0,05213
10 2.142,8 44.569,9 8.220,3 0,00988 0,25696 0,05213
Tabla 3

A partir de estos valores, en las columnas 5, 6 y 7 obtenemos los coeficientes de

sensibilidad relativos respecto de los mismos parametros. Representando graficamente

la trayectoria seguida en el tiempo por estos ultimos coeficientes de sensibilidad,

observamos en el grafico 3 que el fondo del plan es mucho mas sensible a las

variaciones del pardmetro z que a las de i o 7, que practicamente no afectan al modelo.

TIME

—— Sensibilidad del tanto de interés técnico anual, i
Sensibilidad del tanto de amortizacion anual de la provisién matematica no constituida, z

Sensibilidad del tanto de rendimiento anual de las inversiones, r

Grdfico 3
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Esto implica la relevancia que tiene la fijacion del periodo de amortizacion de la
provision matematica no constituida del plan en la consecucion de un nivel de recursos

adecuado para el fondo de pensiones.

6. CONCLUSIONES

De los resultados obtenidos de la realizacién de este trabajo, resefiamos las

siguientes consideraciones:

Al utilizar la metodologia seguida por la Dinamica de Sistemas para describir las dos
versiones del modelo que en este trabajo analizamos, se obtienen ciertas condiciones
para los parametros segun las cuales el fondo del plan alcanza siempre su estado de
equilibrio, lo que implica, en ambos casos, la estabilidad a lo largo del tiempo del

modelo representativo del plan de pensiones estudiado.

De la simulacion practica del modelo, se deduce que cuando se mantienen constantes
determinados valores de las variables y de los parametros del modelo, y considerando
un intervalo de valores posibles para el parametro r, se obtienen los valores de z que
proporcionan las condiciones de estabilidad para el sistema, para los cuales se alcanza el
estado de equilibrio del fondo de pensiones. Estos estados de equilibrio toman distintos
valores, mas o menos proximos al valor de la provision matematica del plan, AL,
siendo, por tanto, los que mas se aproximan a ésta los que garantizan en mayor medida

la viabilidad y la solvencia financiera del plan en el tiempo.

A través del analisis de la sensibilidad de la variable mas representativa del modelo,
el fondo de pensiones, hemos calculado los coeficientes de sensibilidad asociados a esta
variable. A este respecto, de los resultados obtenidos de la misma, observamos que
cuando se modifican los valores de los parametros i,z y » del modelo, se comprueba
que el fondo del plan es mas sensible a las variaciones del parametro z que a las de los
parametros o i. Se comprueba igualmente que el coeficiente de sensibilidad relativo
respecto de » es constante en todo momento, lo que implica que también lo sera la
variacion que va a experimentar el fondo de pensiones a lo largo del tiempo ante

pequeiias modificaciones de este parametro.
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ANEXO

Una vez obtenida, para la version 1 del modelo, la ecuacion correspondiente al fondo
de pensiones al final del periodo genérico de valoracion del plan (¢, #+1), se establece la
ecuacion caracteristica asociada y se determina su solucion de la siguiente forma:

Solucion de la ecuacion homogénea:

La ecuacion caracteristica asociada es: A — y- p = 0, de donde A =y -p. Por tanto

la solucion de la misma viene dada por la expresion:

F, (t) = C} (V ‘P)’~

Solucion particular:

Al ser constante la parte no homogénea de la ecuacion, ensayamos también con una
funcién constante. Suponiendo que 1-y:-p=0 = F,(f)=K. Por tanto, como la
solucion particular tiene que verificar la ecuacion en diferencias de primer orden y

sabiendo que F,(¢+1) = K, sustituyendo en la ecuacion en diferencias inicial, se tiene:
K-yp-K=plz-4dL+NC-P].
De esta ecuacion obtenemos la solucion particular:

x_plzAL+NC-P]
l-yp '

Por tanto, la solucién que buscamos es la suma de ambas:

plz AL+ NC-P]

Fit)y=C,-(y-p) + |
-yp

Para la version 2 del modelo representativo del plan de pensiones procedemos del

mismo modo que para la version 1:
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Solucion de la ecuacion homogénea:
La ecuacion caracteristica asociada a la ecuacion en diferencias de segundo orden
inicial, representativa del fondo del plan, es: A* - [(1 -g)p-u- z]')» +zu-p-g=0,

de donde se obtiene:

M= [1-g)-p-uzl\0-g)p-uzl-4zupg

1 2

[(1_g)'p_”'Z]—\/[(1—g)'l7—”'2]2—4'24,4'}7'3’
B _

2 =

En este trabajo realizamos unicamente el analisis del caso en el que

[(1—g)'p—"'z]l>4'2'”'P'g~Portanto, la solucion es:
F, (t)=C/ '(A/)’ +C2 '(}‘2)1'

Solucion particular:

Suponiendo que la suma de los coeficientes asociados a las variables de la ecuacion
en diferencias es distinta de cero y constante la parte no homogénea de la ecuacion,
probamos asimismo con una constante, F,(f)=K, siendo F,(t+1)=K 'y
F,(t+2) =K. Por tanto, como la solucion particular tiene que verificar la ecuacion en

diferencias de segundo orden inicial, sustituyendo las anteriores expresiones en ésta,

obtenemos:

zup- AL+[z u- p+p](NC P)y-z-p- Ga

K=
1-[0-g)p-u-zlzupg

En consecuencia, la solucién es la suma de ambas, es decir:

zupAL+[zup+p](NC pP)- sza
1-[0-g) p-uzlrzupg

F@®)=C ‘()‘1)1 +C, '()”2)’ +
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