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RESUMEN: El objetivo de este trabajo es calcular el importe de la prima pura periddica que debe cobrar el
reasegurador a la cedente en un reaseguro finite risk en ambiente financiero estocastico. El problema de la convolucién
de las diferentes variables aleatorias que intervienen en el célculo de la prima lo hemos solucionado simulando, por
Monte-Carlo, trayectorias de siniestralidad para el reasegurador aplicando posteriormente, en cada trayectoria simulada,
los criterios de decision financieros, esperanza, varianza y desviacion. En los criterios de la varianza y de la desviacion
proponemos utilizar una ecuacion de recurrencia estocastica para evitar el problema de la dependencia que existe entre
los factores de capitalizacion estocasticos, obteniendo la prima de reaseguro en funcién del nivel de aversion al riesgo
del reasegurador y de la volatilidad del tipo de interés.

Palabras clave: Finite risk, ambiente estocastico, ecuacion de recurrencia, simulacion de Monte-Carlo, prima pura
periddica.

ABSTRACT: The aim of this paper is to calculate the renewal premium of finite risk reinsurance under the assumption
that the interest rate shows a stochastic evolution. The problem of the convolution of the random variables involved in
the calculation of the premium has been solved by simulating claim paths using the Monte-Carlo method and applying
three financial decision criteria: the expected value, the variance and the standard deviation. In the last two criteria we
propose to use a stochastic recurrence equation to avoid the problem of dependence between stochastic capitalization
factors. The application of the variance criterion and of the standard deviation criterion has allowed us to obtain the
reinsurance premium depending on the level of risk aversion of the reinsurer and the volatility of the interest rate.

Keywords: Finite risk, stochastic environment, recurrence equation, Monte-Carlo simulation, renewal premium.
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1. Introduccion

Dos de las caracteristicas fundamentales del reaseguro finite risk son la naturaleza plurianual de sus
contratos y la existencia de una cuenta, denominada cuenta de experiencia, en la que el reasegurador
deposita las primas cobradas a la cedente y liquida los siniestros y gastos a su cargo (ver Pons y Sarrasi,
2009, pégs. 180-181). El importe de la prima pura que debe cobrar el reasegurador a la cedente depende
del nimero, coste y momento de pago de los siniestros a cargo del reasegurador, dentro del plazo de
vigencia del contrato, y del tipo de interés que rige dicha cuenta.

El objetivo del presente trabajo es calcular la prima pura periddica que debe cobrar el reasegurador a
la cedente en un reaseguro finite risk , tanto en la modalidad cuota parte como en la de exceso de pérdida,
en ambiente financiero estocastico; concretamente asumiremos la hipétesis que el tanto efectivo estricto
que rige la cuenta de experiencia viene perturbado por un ruido blanco y sigue una tendencia cierta
constante, e igual al valor del precio en el momento de la contratacién de la operacion, lo que nos
permitira trabajar con el factor de capitalizacion estocastico de Wiener.

La prima de reaseguro la obtendremos a partir del proceso estocastico saldo de la cuenta de
experiencia, en el cual convolucionan variables aleatorias no financieras con la aleatoriedad del tipo de
interés. El problema de la convolucion de las variables aleatorias no financieras, tales como el coste de
los siniestros a cargo del reasegurador, el nimero de siniestros y el momento donde se producen los
siniestros, lo solucionaremos simulando por Monte-Carlo trayectorias de evolucién de la siniestralidad
del reasegurador, metodologia ya utilizada por Pons y Sarrasi (2009) en ambiente financiero cierto.

Para eliminar la aleatoriedad del tipo de interés aplicaremos en cada trayectoria simulada un criterio
de decisién financiero, concretamente el de la esperanza, el de la varianza y el de la desviacion. Para
evitar el problema de la dependencia de los factores de capitalizacidn estocastica que aparece en la
aplicacion de los criterios de la varianza y de la desviacion, proponemos utilizar una ecuacion de
recurrencia estocastica lineal de primer orden no homogénea para el proceso estocastico saldo de la
cuenta de experiencia, siguiendo la metodologia utilizada por Alegre y Mayoral (1996, pags. 2-4) en el
estudio de las rentas financieras en ambiente estocastico.

La estructura que hemos seguido en el trabajo es la siguiente. En la seccién 2 definimos las variables
aleatorias que interviene en la prima de reaseguro y planteamos la metodologia que vamos a utilizar para
su célculo, basada en el método de simulacién de Monte-Carlo. Este método nos permitira simular
trayectorias de evolucién de la siniestralidad del reasegurador. En la seccion 3, aplicamos en cada una de
las trayectorias simuladas, tres criterios de decision financieros, el criterio de la esperanza, el criterio de la
varianza y el criterio de la desviacion. Para cada trayectoria de simulacion, y fijado un criterio de decision
financiero, obtendremos una realizacién concreta de la prima, lo que nos permitira, simulando un nimero
suficiente de veces, estimar una funcion distribucion de probabilidad de la misma. En la seccion 4
mostramos una aplicacién numérica del calculo de la prima pura periddica de reaseguro y por Gltimo, en
la seccién 5, concluimos recogiendo las consideraciones finales del trabajo.

2. Célculo de la prima pura de reaseguro

Para calcular la prima pura periddica de reaseguro asumiremos que el saldo al final del plazo en la cuenta
de experiencia tiene que ser cero y ademéas que el tipo de interés que rige dicha cuenta presenta un
comportamiento estocastico. Como el saldo de la cuenta de experiencia depende también de las variables
aleatorias coste de los siniestros a cargo del reasegurador, nimero de siniestros y momento de pago de los
mismos, el proceso de riesgo para el reasegurador lo representaremos del siguiente modo:

(le,xTz,, o Xy T Ty TNt,Nt),
donde:

e teselhorizonte temporal de la cuenta de experiencia, expresado en afios.

e N, es lavariable aleatoria nimero de siniestros ocurridos en el intervalo [0, t].

e T, es la variable aleatoria momento de pago, expresado en afios, del s-ésimo siniestro, con
s=1.2,..,N,.

e xr es la variable aleatoria coste del siniestro a cargo del reasegurador ocurrido en Ty, con
s=1,2,..,N,. Asumiremos que dichas variables aleatorias son independientes y estan
equidistribuidas.
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El saldo de la cuenta de experiencia viene definido por el proceso estocastico saldo en rP afios,
{R(rP)},=12,n siendo P la periodicidad, expresada en afios, de la operacion. Si suponemos que el
reasegurador va a cobrar, por anticipado, d primas puras periddicas, con periodicidad P y de cuantia
constante, , resulta:

I{T[ . Zf(sP, rP) — Z xr, - f(Ts,7P) rP < dP

R(P) = { Z:(i 0<VTs<TP W
[z f(sp,rP)— xp, - f(Ty,vP) 1P =dP
t s=0 0<‘stsrP

para Vr = 1,2, ..., n, siendo:

o f(T,T') el factor estocastico de capitalizacion, que valora financieramente en el momento T’
una unidad monetaria del momento T. Su expresion analitica dependera del tipo de proceso
estocastico concreto que modelice la evolucién del tipo de interés de la cuenta de experiencia.

e n el nimero de periodos en que se divide plazo de la cuenta de experiencia, establecido a priori.

o T,=0.

Si asumimos la hipétesis que el tipo de interés que rige la cuenta de experiencia, y que expresamos
mediante su tanto efectivo estricto, p(t) - dt, viene modelizado por la siguiente ecuacion diferencial
estocéstica:

p()-dt=p-di+o-dW(1) vt elot], (2)
donde:

e p es la tendencia cierta contante del precio en cada instante y que va a coincidir con el valor del

tanto nominal estricto en el momento de la contratacion de la operacion,

e ¢ es el parametro constante que recoge la volatilidad del tanto nominal estricto,

e dW(t) es la diferencial del proceso de Wiener estandar que perturba el tanto efectivo estricto en

cada instante, con T € [0, t],
entonces podemos sustituir el factor financiero estocastico de capitalizacion f(T,T") por el de Wiener,
fY(T,T"). Dicho factor se obtiene a partir de la solucién de la siguiente ecuacion diferencial estocastica:

dC(t)=C() -p(xr)-dt=C(x)-p-dr+C(r)-o-dW (1) vte([T,T'], (3)

donde C(7) es la variable aleatoria cuantia equivalente en 7. Aplicando el Lema de 1td (ver Mallaris y
Brock, 1982, pags. 118-119 o ver Schuss, 1980, pags. 89-90) en el intervalo [T, T'] con la condicién de
contorno inicial C(T) = C(T) se obtiene:

2
¢(T) = C(T) - o) @) w(r)-w)] @
donde el factor de capitalizacion estocastico de Wienner viene dado por:

C(T" _ (p—%z)-(T'—T)+J-[W(T')—W(T)]'

7T, T) = o € (5)

Teniendo en cuenta que W (T') — W(T)~N(0,T’ — T) entonces:

2

g
fW(T,T")~LogN <<p - 7) (T'=T),0%-(T' - T)), (6)
siendo su esperanza matematica y su varianza, respectivamente (ver Alegre y Mayoral, 1996, pag. 1):
E[fY(T,T)] = er ™D, 7

VIFYT,T)] = e D (7D 1), ®)
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Sustituyendo el factor financiero estocastico de capitalizacion f(T,T") por el de Wiener, fW (T, T"),
el proceso estocéstico saldo en rP afios, {R(rP)},-1 2., Viene dado por:

r

(
- ) fW(sP,rP) — xr, - fW(Ts,rP) TP < dP
I ;) 0<‘VZSTP
R(rP) = { d-1
7Y f¥(sP,7P) - xp, - fY(Ty,rP) P > dP
"2 2.,"

0<VTg<rP

C))

Como ya hemos indicado al inicio de la seccidn, para calcular la prima pura periddica de reaseguro 7,
vamos a asumir que el saldo al final del plazo en la cuenta de experiencia tiene que ser cero, esto es:

d-1
R(nP)=m- ) fW(sP,nP)— xr, - f¥(Ts ,nP) = 0. (10)
;) 0<stsnP !

En esta ecuacion nos encontramos con el problema de la convolucion de las diferentes variables
aleatorias que intervienen en su calculo, por un lado tenemos las variables aleatorias no financieras, xr,
N;, T,y por otro lado, la aleatoriedad del tipo de interés. Para solucionar este problema y poder obtener
la prima pura periodica de reaseguro simularemos, a través del método de Monte-Carlo (ver Pitacco,
1986), trayectorias de evolucion de la siniestralidad del reasegurador, fijado un determinado
comportamiento probabilistico de las variables aleatorias xr, T; y N,. De esta manera, y para cada
simulacion, obtendremos unas realizaciones concretas para estas variables aleatorias, que por ejemplo,
para la simulacién j-ésima, las denotaremos x%s, T/ y N/, con s =1,2, ..,N/. En cada trayectoria
simulada habremos eliminado la aleatoriedad de las variables aleatorias no financieras y la Unica
componente aleatoria que quedara en el factor de capitalizacion estocastico vendra dada por el tanto
efectivo estricto. Para reducir al campo determinista el factor de capitalizacion estocéstico aplicaremos, a
cada trayectoria simulada, un criterio de decisidn financiero C.

El importe de la prima pura periddica, que en el caso de la simulacion j-ésima la denotaremos 7/,

sera aquel valor que satisface la condicién de contorno Ré(nP) = 0, siendo Ré(nP) el saldo de la cuenta
de experiencia al final del periodo n dado el criterio de decision C y para la simulacién j-ésima.

Para cada simulacion obtendremos una realizacion de la prima pura periddica de reaseguro, lo que nos
permitira obtener tantas realizaciones de la prima como simulaciones realicemos. Si Nsim es el nimero
de simulaciones efectuadas, las realizaciones obtenidas, que seran equiprobables, definiran una funcién de
distribucién de probabilidad de la prima pura periddica de reaseguro 7 . , asociado al criterio de decision
C:

Tabla 1. Distribucion de probabilidad de 7

Simulacion T ¢ Pt = "é]z
j P[Rc(rP) = RL(rP)]
1 g Ynsim
2 mé 1/ Nsim
m
m ¢ 1/ Nsim
Nsim né’“’" 1/Ngl'm

donde la prima pura periédica de reaseguro, 7, Si se considera como criterio de célculo de primas el de la

esperanza matematica, es:
Nsim

E(ﬁc)=2nj LA (11)

L. ¢ Nsim
Jj=1
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A partir de la funcion de distribucidn anterior también podemos calcular la varianza, la desviacion
estandar y el percentil de la variable aleatoria 7 :

V(#)=E[@:")—E@c)? (12)
D(ﬁc) = \/V(ﬁc)» (13)
P, <mf] <e. (14)

siendo ¢ el nivel de solvencia y m¢ el percentil épsilon asociado a la variable aleatoria 7 .

3. Criterios de decision financieros

Una vez eliminada la aleatoriedad de las variables aleatorias no financieras, simulando por Monte-Carlo
trayectorias de siniestralidad del reasegurador, vamos a aplicar, a cada una de estas trayectorias un criterio
de decision financiero, C, para reducir al campo determinista el factor de capitalizacidn estocastico.

En este apartado proponemos aplicar tres criterios de decision financieros para calcular el saldo de la
cuenta de experiencia al final del plazo R(nP). Estos criterios son el de la esperanza mateméatica Rz (nP),
el de la varianza, R, (nP), y el de la desviacién, Ry (nP).

3.1. Criterio de la esperanza matematica

El criterio de la esperanza matematica se define como Rz (nP) = E[R(nP)]. Utilizar este criterio en cada
simulacion j, con j = 1,2, ..., Nsim, consistira en obtener el importe de la prima =, que haga que el
saldo de la cuenta de experiencia al final de la operacion E[R’(nP)], sea igual a cero:

d-1
E[RI(nP)] = - Z E[f"(sP,nP)] — Z xp - E[fV(1! ,nP)] =0, (15)
s=0

0<vT/<np
donde:
j ZO<VTSjsnP x{"s -E[fY(T] ,nP)] 16
TE = T SITE[fW (5P, nP) ’ (16)
s=0
y como E[fY (T, T")] = e?(T"~T) resulta que:
. . _ ]
- ZO<\'/TjsnP x;s e’ (nr-1¢)
Ty = s _ (17)

d-1 -(n-s)P
Zs:O epP (n-s)

Si repetimos el proceso Nsim veces obtendremos la distribucién de probabilidad de la variable
aleatoria prima de reaseguro bajo el criterio de la esperanza, 7.

3.2. Criterio de la varianza

El criterio de la varianza se define como R, (nP) = E[R(nP)] — Ky - V[R(nP)], donde K, es el
coeficiente de aversion al riesgo, que el decisor determina al inicio de la operacion.
La prima pura periddica resultante de aplicar el criterio de la varianza, 7, en cada simulacion j, sera
aquella que hace :
E[R/(nP)] — Ky - V[R/(nP)] = 0, (18)
o lo que es lo mismo,
E[R/(nP)] = K, - V[RI(nP)]. (19)
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En términos esperados el saldo al final de la operacidn para cada simulacion j sera positivo, por lo que
el valor de la prima pura de reaseguro serd mayor que el obtenido con la aplicacidn del criterio de la
esperanza matematica.

Para poder obtener n{,' deberemos calcular previamente E[R/(nP)] y V[R! (nP)] siendo,

d-1
E[RI(nP)] = - Z E[f%(sP,nP)] — Z xp - E[fY (T ,nP)] (20)
5=0 0<vT)<np
d-1
VIRI(nP)] = V ni-z FW(sP,nP) — Z xh - (1] np)|. 1)
§=0 0<vT!<np

La determinacién de la varianza no es inmediata, como si lo es la esperanza, ya que los factores
financieros estocasticos de capitalizacién no son independientes, por estar solapados sus intervalos
temporales de aplicacion, y la varianza no se puede obtener como combinacién lineal de varianzas. Para
evitar el problema de la dependencia de los factores de capitalizacion estocasticos utilizados, siguiendo a
Alegre y Mayoral (1996, pags. 2-4), vamos a obtener el saldo de la cuenta de experiencia al final de un
determinado periodo mediante una ecuacion de recurrencia estocastica, que nos permitira obtener el saldo
de un periodo en funcion del periodo anterior, como producto de dos variables aleatorias independientes.
La ecuacion de recurrencia estocastica inicial es la siguiente:

RI(rP) - f¥(rP,(r + 1)P) + ), —
Z xp - fY(T7,(r + 1)P) rP < dP
_ rP<vT/<(r+1)P
RI((r+1)P) =4 . (22)
RI(@P)- f¥(rP,(r + 1)P) —
> e+ P) rP > dP
rP<\1Tsjs(r+ 1P

Para que la variable aleatoria R/((r + 1)P) se pueda calcular como producto de dos variables
aleatorias independientes deberemos asumir que el pago de los siniestros se realiza con una determinada
periodicidad, concretamente que todos los siniestros ocurridos durante un determinado periodo se pagaran
al final del mismo. Al agrupar los siniestros estaremos cometiendo un error, que dependera de la amplitud
del periodo considerado, que denominaremos periodo de agrupacion. Con el fin de obtener expresiones
analiticas mas manejables vamos a considerar que el periodo de agrupacién coincide con el periodo de
pago de primas y en el caso de prima Unica la periodicidad P hara referencia al periodo de agrupacion.

En nuestro caso, y para la simulacion j, la cuantia de los siniestros acumulados X; al final del periodo
i se obtiene:

Xl-j = Z x{;g i=12,..,n (23)

(i-1)P<vT! <iP
Bajo este supuesto R’ ((r + 1)P) se puede escribir del siguiente modo:

RIGP) - fY(rP,(r+ DP) + )~ X/, rP<dP

Rj((r +1)P) = ) (24)
RI(rP) - fY(rP,(r + )P)— X!, rP > dP
) s=0
y si ademas definimos ¢/ = { ) — x! s=12,..,d—1 resulta,

—ij s=d,d+1,..,n
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RI((r+ 1)P) = RI(rP) - f¥(rP,(r + 1)P) + C/, . (25)

Esta ecuacion de recurrencia estocastica nos permite obtener la variable aleatoria R/ ((r + 1)P) como
el producto de dos variables aleatorias independientes R/(rP) y fW(rP,(r + 1)P), ya que el factor
financiero de capitalizacion estocastico, segun las propiedades del proceso de Wiener, es independiente
de los factores de capitalizacion correspondientes a los periodos anteriores que han intervenido en la
obtencion del saldo.

Por otro lado, como fW(rP,(r + 1)P) = f%(0,P), por la propiedad de estacionariedad de los
incrementos del proceso de Wiener (ver Arnold, 1974), resulta que:

RI((r+1)P) = RI(rP) - f¥(rP,(r + 1)P) + C.,, = RI(rP) - f¥(0,P) + C/,,,  (26)
siendo,
VIRI((r + 1P)] = Vo = V[RIGrP) - fW(0,P) + CL,,] = VIRI(rP) - f¥(0,P)] =

=VIR/(rP)]-VIf"(0,P)] + VIR/(rP)] - EIf" (0, P)]* + E[R/ (rP)]* - VIV (0,P)],  (27)

ya que se trata de la varianza del producto de los variables aleatorias independientes, como puede verse
en Kupper (1962, pag. 74).

Simbolizando la esperanza y la varianza del factor de capitalizacion estocéstico asociado a un periodo
por m y v respectivamente, siendo m = E[f"(0,P)] = e”? y v = V[f"(0,P)] = e2? - (e?’P — 1)
tenemos,

Vegr =V.o-v+V,-m?>+E[R(rP)]? - v, (28)
y reordenando,
Vi1 — W+ m?)-V. = E[R/(rP)]? - v. (29)

La solucién de esta ecuacion de recurrencia lineal de primer orden no homogénea, que puede verse en
Guelfond (1963, pags. 290-291) nos permite calcular V,,; = V[R/((r + 1)P)] en funcién de la varianza
de V. = V[R/(rP)]. Parak = 1,2,...,n la solucion viene dada por:

k-1 k-1 2

h
Ve=1v- Z E[R/(hP)]? - (v + m¥)k~(m+1) = 5. Z (Z Csj -mh‘s> (v +mA)k-tD - (30)
h=0 h=0 \s=0

ya que:
h h
E[RI(hP)] = Z cJ - E[f¥(sP,hP)] = z Cl . e nsP, 31)
s=0 s=0
si calculamos E[R’(hP)] a partir del periodo de agrupacion P de los siniestros.

Teniendo en cuenta las hipdtesis asumidas anteriormente, la esperanza y la varianza de R/(nP) se
pueden reescribir del siguiente modo:

n d-1 n
E[R/(nP)] = Z ¢! E[f%(sP,nP)] =) - Z E[fY(sP,nP)] — ij “E[f(sP,nP)] =
s=0 s=0 s=1

d-1 n
= 7-[‘1/' . Z eP(n=s)P _ ZXSJ . eP(=s)P, (32)
s=0 s=1
y si simbolizamos:
d-1
A= Z eP(n=5)P (33)
s=0

n
B= z X! epn=s)P, (34)
s=1
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entonces: )
E[R'(nP)] =m}) -A-B, (35)
n n—1
VIRmP) =V | ¢/ -fW(sP,nP)|=V|) ¢! fW(sP,nP)-X. |=
=v|) ¢/ fw(spP,nP) |, (36)

y sustituyendo en V., k =n ymy v por sus respectivos valores tenemos:

Vo =V IR (nP)] =

14 Z ¢l fW(sP,nP)
s=0

2

n-1,h
— o20P. (e"zP _ 1) . Z (Z Csj _ep(h—s)P> ,e(2p+02)-[n—(h+1)lp’ (37)
h=0 \s=0

donde,
h 2 d-1 h 2
(Z c .ep(h—s)P> = () (n] - x7) - ertr-9P 1 Z(_XSJ' ) .ep(h—s)P> -
s=0 s=0 s=d
d-1 2
- (n{, Zep(h )P +Z( —xJ)-ern- s)P) -
5s=0 5=0
d-1 2 h 2 d-1 h
= 7-[‘//'2 . ( ep(h—S)P) + (Z Xs{ .ep(h—S)P> _ 27-[]1/' . Z ep(h=s)P ZXSJ . gP(h=5)P (38)
s=0 s=0 s=0 s=0
entonces,

2

[RI(P)] = e2PF - (7P —1) - Z (Z ep<h—s>P> - e(zp+o?) In-(rsDlP —
= @2pP . (eazp — 1) .

- d-1 h 2 d-1 h

- .2 . . .

. z T[]i' . < E ep(h_S)P> + ( E XS] . eP(h—S)P) — 27'[‘]/ . E eP(h—S)P . E XS] . ep(h_S)P
s=0

s=0 s=0 s=0
h=0

e (2p+a’2)-[n—(h+ 1)]P—

= @2pP . (eazp _ 1) .
2

n-1 ,d-1 2 n-1, h
nl’ (Z P s)p> . e(2p+0?) In-(n+1)lP | Z (Z X! _ep(h—s)P> . o(2p+02) [n-(h+1)]P
h=0 \s=0

h=

-1

— 27‘[]{. Z eP(h=s)P . ZX] . eP(h=5)P e(2P+62)'[n—(h+1)]P ’ 39
y si simbolizamos,

€ =e?P.(e7F - 1), (40)

2

n-1 ,d-1
D= Z( ep(h—s)P) . e(2p+o'2)-[n—(h+1)]P’ (41)

h=0 \s=0
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n-1 h 2
Z (Z ij . ep(h—s)P) . e(2p+62)~[n—(h+1)]P ) (42)

E =
h=0 \s=0
n-1d-1 h
F= Z Z oP(=s)P ZXSJ  eP=9)P . o(2p+0) [n-(h+D)IP (43)
h=0 s=0 s=0

entonces,
VIR@mP)] = C-|n) -D+E—2m) F|. (44)

Como E[R/(nP)] = K, -V [R/(nP)] resulta:

. A—B=K, -C-|ni?. — ol
) A-B=K,C-|n) -D+E-2m)F|, (45)
o0 lo que es lo mismo:
.2 .
-K,-C-D-mj, + (A+2K,-C-F)-n),+(-B—K,-C-E)=0, (46)

obteniendo como resultado de la ecuacion de recurrencia lineal una ecuacién de segundo grado de
coeficientes G, H, I y de incognita ;)

.2 .
G-my + H-my+1=0, (47)
donde:
G=-K,-C-D, (48)
H=A+2K, C-F, (49)
I=-B—K, C-E. (50)

De las dos soluciones que se pueden obtener sdlo vamos a considerar la mas pequefia, ya que resulta
suficiente para cumplir la condicion inicialmente exigida con este criterio de decision.

La existencia de solucion de la ecuacién vendra condicionada por los valores que tomen los
parametros o y K;,. Para un valor determinado de o2, y fijados el resto de hipétesis iniciales respecto al
nimero, coste de los siniestros y tanto de interés, la ecuacidn s6lo tendra solucion para valores de
Ky, € [0, K}'%¥], siendo K}'** el valor maximo que puede tomar el parametro K. Se puede hacer la
misma reflexion si lo que fijamos es el valor de K, entonces la ecuacién tendra solucion para aquellos
valores de 62 € [0,%M%*], siendo o2M%* el valor maximo que puede tomar el pardmetro o2.

Del mismo modo que en el criterio de la esperanza, si repetimos el proceso Nsim veces obtendremos
la distribucién de probabilidad de la prima de reaseguro bajo el criterio de la varianza, 7.

3.3. Criterio de la desviacion
El criterio de la desviacion se define como R,(nP) = E[R(nP)] — K, - D[R(nP)], donde K, es el
coeficiente de aversion al riesgo del decisor, que determina al inicio de la operacion.

La prima pura periodica resultante de aplicar el criterio de la desviacion, 7}, en cada simulacion j
sera aquella que hace que se cumpla la siguiente relacién:

E[R/(nP)] — Ky -D[R/(nP)] = 0, (51)
o0 bien,
E[R/(nP)] = K, - D[R’ (nP)]. (52)

Si elevamos al cuadrado la expresién anterior,

E[R/(nP)]? = K, - V[RI(nP)], (53)
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podremos aprovechar el proceso utilizado en el criterio de la varianza, ya que E[R/(nP)]? depende de la
varianza.

. i . 2 .
Teniendo en cuenta que E[R'(nP)] =) -A—ByV [R'(nP)] =C - [n{) ‘D+E-2m} - F] la Ec.
(53) se puede escribir del siguiente modo:

.2 . .2 .
m) A +B*—2mh-A-B=Ky? C-[n) -D+E-2m) F|, (54)
o lo que es lo mismo,
.2 .
(A2-C-Kp*-D)-m) + (2C-Kp> F—2A-B)-n)+(B>—C-Kp?-E)=0, (55)

obteniendo una ecuacién de segundo grado de coeficientes J, K, L y de incognita n{;:

.2 .
J-m) + K-mh+L=0, (56)
donde:
J=A*—C-Kp?-D, (57)
K=2-C-Kp?-F—2-A-B, (58)
L=B?-C Ky E. (59)

La existencia de solucién de la ecuacién de segundo grado, al igual que sucede con el criterio de la
varianza, vendra condicionada por los valores que tomen los parametros o2 y Kp. Una de las dos
soluciones que obtendremos de la ecuacion de segundo grado sera espuria, ya que al elevar al cuadrado
hemos introducido una solucion que satisfara la Ec. (53) pero no la ecuacion la Ec. (52).

Bajo este criterio la prima obtenida para cada simulacion j serd mayor que la obtenida por el criterio
de la esperanza matematica, pero menor que en el caso del criterio de la varianza para un mismo valor del
parametro de aversion al riesgo y de la volatilidad, ya que se esta asumiendo que, en términos esperados,
el saldo al final de la operacion para cada simulacion j sea una proporcion K de la desviacion del saldo
al final de la operacién y no de su varianza

4. Aplicacion numérica

En este apartado mostramos una aplicacion numérica del calculo de la prima pura periddica de reaseguro,
para las modalidades de reaseguro cuota parte y exceso de pérdida, asi como la varianza, desviacion y
percentil, que garantiza una probabilidad de solvencia del 99%, de la variable aleatoria 7 .

El proceso de riesgo inicial viene dado por las variables aleatorias:

(% X1y0s e Xy Ty, Ty, T, Ny ),
donde:
e teselhorizonte temporal de la cuenta de experiencia, expresado en afios.
e N, es lavariable aleatoria nimero de siniestros ocurridos en el intervalo [0, t].
e T, es la variable aleatoria momento de pago, expresado en afios, del s-ésimo siniestro, con
s=1,2,..,N;.
e xr es lavariable aleatoria coste del siniestro ocurrido en Ty, cons = 1,2, ..., N;.

Las hipétesis que asumiremos para poder simular trayectorias de evolucidn de la siniestralidad de la
cuenta de experiencia a través del método de Monte-Carlo, son:

e Las variables aleatorias asociadas al coste del siniestro son independientes y estan
equidistribuidas, y en particular se distribuyen segin una exponencial de parametro u,
xr,~Exp(Hy).

e El tiempo de interocurrencia entre dos siniestros en el intervalo [0,t] se distribuye segln una
exponencial de parametro 8,, Ts — Ts_1~Exp(J,), de manera que la variable aleatoria nimero
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de siniestros se distribuird seglin una poisson N.~P (8, - t). En este caso, al ser E[N;] = 6, - t,
se puede interpretar §, como el nimero medio anual de siniestros.

Por otro lado, la variable aleatoria coste del siniestro a cargo del reasegurador x, vendra determinada
por las transformaciones cuota parte y exceso de pérdida de la variable aleatoria coste del siniestro xr,:

e Cuota parte: xy, = u - xr,, siendo p la cuota de cesion al reasegurador, en tanto por uno.

0 X, <M
e Exceso de pérdida: xr, = siendo M el pleno de retencion de la compaiiia
X, —M  xp, =M
de seguros cedente.

Los resultados que mostramos han sido obtenidos mediante un programa de elaboracién propia en
FORTRAN para 1.000.000 de simulaciones y con los siguientes valores de los parametros:

e Horizonte temporal, en afios, de la cuenta de experiencia: t = 4.
e  Coste medio de los siniestros: E[xr, | = #i =20u.m.
0

Namero medio anual de siniestros: §, = 10.

Tanto efectivo anual de la cuenta: I; = 0,02 — p = 0,0198026.
Periodo de agrupacion semestral: P = 1/2.

NUmero de primas periddicas semestrales: d = 4.

Reaseguro cuota parte: p = 0,5.

En la tabla 2 se muestra para el criterio de la varianza, fijado un determinado nivel de aversion al
riesgo, K, = 0,005, como afecta una variacion en la volatilidad en el importe de la prima pura periddica.

Tabla 2. Prima pura periédica con el criterio de la varianza

Criterio de la varianza K, = 0,005

a2 =0,005 62 =0,01

Ty, = 98,723 Ty = 100,649
V(fE,) = 503,599 V(fty) = 545,967
D(fy) = 22,441 D(fy) = 23,366
% = 156,923 ny®® = 161,808

Se observa que un aumento en la volatilidad supone un incremento en la prima, ya que el
reasegurador reacciona cobrando una prima mayor como medida de prudencia frente a una mayor
inestabilidad en el tipo de interés. Cuando aumenta la volatilidad de 0,005 a 0,01 la prima semestral
aumenta un 1,95%. Este incremento sera mayor cuanto mas grande sea el parametro de aversién al riesgo
Ky, . Asi, por ejemplo, para un valor de K, = 0,008 la prima semestral aumenta en un 3,48%, pasaria de
my = 99,815 am, = 103,294 u. m. al incrementar la volatilidad de 0,005 a 0,01.

Como ya hemos sefialado en el apartado 3.2., existen restricciones en cuanto a los valores que pueden
adoptar los pardametros K, y o2 . En el caso que o2 = 0,005 podremos encontrar realizaciones de la
prima para aquellos valores del pardmetro de aversion al riesgo K, € [0, 1,9] y si ¢% = 0,01 para
K, €10, 0,009].

Si K, =0y g% =0, el criterio de la varianza equivale al criterio de la esperanza con periodo de
agrupacion semestral. En este caso la prima de reaseguro es menor, ya que nos hallamos frente al caso
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extremo en el que el reasegurador es lo menos prudente posible. Estos resultados se contemplan en la
tabla 3.

Tabla 3. Prima pura periddica con el criterio de la esperanza

Criterio de la varianza
(equivalente al criterio de la esperanza con periodo de agrupacion semestral)

Ky=0y d?>=0

my = 97,060 V(ity) = 470,662 D(7ty) = 21,695 nS'gg = 152,896

En la tabla 4 hemos considerado para el criterio de la desviacidn, los mismos valores para los
parametros de aversion al riesgo y volatilidad que en la tabla 2. En este caso la prima de reaseguro es
menor que la obtenida con el criterio de la varianza y mayor que la resultante con el criterio de la
esperanza matematica.

Tabla 4. Prima pura periodica con el criterio de la desviacion

Criterio de la desviacion Kj = 0,005

62 =0,005 2 =10,01

mp = 97,101 mp = 97,11973
V(fip) = 471,063 V(#p) = 471,233
D(fip) = 21,704 D(fp) = 21,708
m5%° = 152,963 2% = 152,990

De los resultados de la tabla 4 podemos extraer las mismas conclusiones que con el criterio de la
varianza, para un determinado nivel de aversion al riesgo, un aumento en la volatilidad supone también
un incremento en el valor de la prima.

En este criterio también existen restricciones en cuanto a los valores que pueden adoptar los
parametros K, y o2 . En el caso que 2 = 0,005 podremos encontrar realizaciones de la prima para
aquellos valores del parametro de aversion al riesgo Kp € [0, 9,1],ysi 62 = 0,01 paraK, € [0, 6,5].

Por ultimo, vamos a ver la incidencia que tiene en la prima de reaseguro considerar diferentes
periodos de agrupacién y vamos a suponer que:

e Horizonte temporal, en afios, de la cuenta de experiencia: t = 4.
e Coste medio de los siniestros: E[xr,| = Mi =20 u.m.
0

NUmero medio anual de siniestros: §, = 10.

Tanto efectivo anual de la cuenta: I; = 0,02 — p = 0,0198026.
Namero de primas periddicas semestrales: d = 1 (prima Unica).
Reaseguro exceso de pérdida, con M = 8 u.m.

En la tabla 5 mostramos como varia el importe de la prima de reaseguro aplicando el criterio de la
desviacion para K, = 0,005 y o2 = 0,005 si consideramos un periodo de agrupacion semestral P = 1/2
oanual P = 1.
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Tabla 5. Prima pura periédica con el criterio de la desviacion

Criterio de la desviacién K, = 0,005 y 6% = 0,005

P=1/2 P=1
7, = 513,003 7, = 510,496
V(ip) = 19.610,930 V(ip) = 19.419,05
D(fp) = 140,039 D(#p) = 139,35
2% =879,9 2% = 875,6

Como podemaos observar si el reasegurador en lugar de liquidar a la cedente los siniestros a su cargo al
final de cada semestre, lo hace al final de cada afio, la prima de reaseguro resultara mas pequefia ya que
al dilatar en el tiempo el pago de los siniestros, parte de la prima de reaseguro estara mas tiempo invertida
en la cuenta de experiencia y por tanto generarda un mayor rendimiento financiero el cual redundara en
una prima mas pequefia.

5. Consideraciones finales

Para calcular la prima pura periddica de un reaseguro finite risk hemos asumido que el tipo de interés que
rige la cuenta de experiencia presenta una evolucion estocastica en el tiempo y que el saldo de la cuenta
de experiencia al final del plazo de la operacion debe ser cero.

En la expresion que define el proceso estocéstico saldo de la cuenta de experiencia al final de cada
periodo convolucionan, por un lado, las variables aleatorias no financieras, tales como el coste de los
siniestros a cargo del reasegurador, el nimero de siniestros y el momento donde se producen los
siniestros, con la aleatoriedad del tipo de interés. Para poder abordar el problema de la convolucion de las
variables aleatorias no financieras, hemos simulado por Monte-Carlo la siniestralidad del reasegurador,
una vez fijadas las hipdtesis respecto al comportamiento probabilistico de dichas variables, de esta
manera y para cada trayectoria simulada hemos eliminado la aleatoriedad de las variables aleatorias no
financieras. En segundo lugar, hemos aplicado, para cada trayectoria simulada, un criterio de decision
financiero el cual nos ha permitido reducir al campo determinista la aleatoriedad del tipo de interés.

De los tres criterios de decision financieros considerados, el criterio de la varianza y el de la
desviacidn nos han permitido obtener una funcién de distribucion de la prima de reaseguro en funcién de
la volatilidad o2 del tanto efectivo estricto y de un parametro subjetivo K, que recoge el nivel de aversion
al riesgo del reasegurador. El criterio de la esperanza es un caso particular de los dos anteriores, cuando el
parametro de aversion al riesgo es cero, esta circunstancia nos ha permitido interpretar dicho criterio
como aquel en el que la posicidn del reasegurador respecto al riesgo es la menos aversa posible.

En el criterio de la varianza, al calcular la varianza de la variable aleatoria saldo, nos hemos
encontrado con un problema adicional, y es que los factores estocasticos de capitalizacion no son
independientes por estar solapados sus intervalos temporales de aplicacién, y por tanto la varianza del
saldo no se puede obtener como combinacion lineal de varianzas. Para evitar este problema hemos
definido una ecuacion de recurrencia estocastica, que nos ha permitido obtener el saldo de un periodo en
funcién del periodo anterior, como producto de dos variables aleatorias independientes, y para ello
hemos tenido que asumir que el pago de los siniestros se realiza con una determinada periodicidad,
concretamente que todos los siniestros ocurridos durante un determinado periodo se pagarén al final del
mismo. Cuanto mayor sea este periodo, que hemos llamado periodo de agrupacién, mayor sera el error
cometido al estimar la prima de reaseguro, respecto a la situacion ideal que seria pagar los siniestros en el
momento en el que se producen. Esta ecuacion de recurrencia estocastica nos ha permitido obtener la
varianza del saldo como solucién de una ecuacién de recurrencia lineal de primer orden no homogénea.
Por altimo, la aplicacién del criterio de decision ha dado lugar a una ecuacion de segundo grado, cuya
incognita es la prima de reaseguro asociada a la trayectoria de simulacion considerada. La existencia de
solucion de dicha ecuacion viene condicionada por los valores que tomen los parametros o2 y K, asi
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cuanto mas pequefio sea el valor de o2 mayor es el valor del parametro de aversion al riesgo K para el
cual hay solucién.

El criterio de la desviacion lo hemos solucionado elevando al cuadrado la condicion de dicho criterio,
lo que nos ha permitido utilizar la misma metodologia que el que el criterio de la varianza.

Tanto en el criterio de la varianza como en el criterio de la desviacion, fijado un determinado nivel de
aversion al riesgo, un aumento en la volatilidad supondra un incremento en el valor de la prima, ya que el
reasegurador reacciona cobrando una prima mayor como medida de prudencia frente a una mayor
inestabilidad en el tipo de interés.

Si comparamos el criterio de la desviacion con el criterio de la varianza, para los mismos valores de
los parametros aversion al riesgo y volatilidad, el primer criterio proporciona un menor valor de la prima
de reaseguro. Si comparamos estos criterios con el de la esperanza, bajo la hipotesis que el periodo de
agrupacion sea el mismo, entonces este criterio proporciona una prima de reaseguro mas pequefia, ya que
este criterio responde a un reasegurador con un parametro de aversién al riesgo K = 0.
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