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Resumen:

La Teoria de Juegos estudia modelos mateméticos que, de alguna
forma, representan un aspecto de conflicto o de cooperacion entre
agentes racionales e inteligentes (Myerson R., 1991). Su principal
objetivo es construir modelos a partir de situaciones reaes, por |o
que, las conclusiones de dichos modelos aportan unas pautas
generales de comportamiento, en tanto que este reflegje con més
perfeccion la realidad. Esta nueva teoria se ha convertido en una
valiosa herramienta para analizar situaciones econdmicas, sociaesy
politicas. En este trabgjo introducimos conceptos, elementos y
algunas de las aplicaciones més significativas para comenzar €l
estudio de esta disciplina matemati ca-econémica.
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1 Introduccién

Aunque la Teoria de Juegos empezd siendo matematica aplicada , se ha convertido
en una forma de razonamiento dominante en el mundo de la empresa y de la eco-
nomia. Macroeconomistas, como Robert Lucas!, sostienen que la contribucién mas
importante a la macroeconomia desde Keynes, ha sido el resultado de formular los
problemas macroecondémicos como juegos y su posterior resolucion. No sélo, en ma-
croeconomia podemos encontrar la utilizacion de la Teoria de Juegos, sino en otras
muchas otras areas de conocimiento econémico. Por este hecho, en 1994 La Real
Academia de Ciencias de Suecia otorgd el Premio Nobel de Economia a los profe-
sores de Teoria de Juegos Harsanyi, Nash y Selten, por su andlisis fundamental del
equilibrio en la Teoria de Juegos no cooperativos. La vinculacion entre matematicas
y Teoria de Juegos es inmensa, de hecho los profesor es citados anteriormente son
matematicos. Para entender esta nueva Teoria hay que formarse inicialmente en
matematicas y dominar ciertas partes de las mismas. La Teoria de Juegos, puede
considerarse la ciencia que estudia los juegos con el rigor necesario para resolverlos,
y nos encontramos en literatura al respecto, con definiciones como la siguiente: Es
la teoria que estudia modelos matematicos que, de alguna forma, representen un as-
pecto de conflicto o de cooperacion entre agentes racionales e inteligentes (Myerson
R.,1991). De esta forma, diremos que un juego es un problema de decisién donde
hay mas de un agente decisor y las decisiones de un jugador tienen efectos sobre el
otro. El diseno de estrategias competitivas, su ejecucion, las negociaciones e incluso
las relaciones interpersonales, estan llenas de factores estratégicos que pueden anali-
zarse en el esquema conceptual de la Teoria de Juegos. Los juegos se han clasificado
tradicionalmente en juegos cooperativos y juegos no cooperativos. La diferencia es-
triba en las posibilidades de comunicacién y negociacién que se les permite a los
jugadores. Lo s juegos no cooperativos son aquellos en los que cada agente actia
siguiendo exclusivamente su propio interés sin poder firmar contratos vinculantes.
Los juegos cooperativos se caracterizan por la existencia de un cierto poder superior
capaz de hacer cumplir los acuerdo s posibles. Ambos tipos de juegos se representan
de distinta manera. Los juegos no cooperativos, se presentan en forma estratégica o
en forma extensiva. La forma extensiva (Kuhn, 1953) de un juego describe con gran
detalle la secuencia de movimientos de los jugadores, la informaciéon que tienen los
jugadores en cada momento del juego y otros detalles, como situaciones de azar. En
cambio, los juegos cooperativos se presentan en forma caracteristica o coalicional,
que consiste en la descripcion de los pagos que reciben cada una de las coaliciones
posibles. Una vez establecidas las normas de representacion de un juego, el siguiente
paso es la resolucion del mismo. La utilizacion del cdlculo diferencial es uno de los
procesos de resolucion de un juego. Los participantes de un juego intentan conse-
guir el mejor resultado posible y se trata de resolver un problema de maximizacion
complicado. La Teoria de Juegos aporta la disciplina de un andlisis riguroso ba-

IPremio Nobel de economfa en 1995. Cita la importancia de la Teoria de Juegos en su libro
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sado en el paradigma de agentes racionales maximizadores de su utilidad individual.
Pero los intereses de los agentes no suelen ser coincidentes, por eso las cuestiones de
indole estratégica han de jugar un papel importante a la hora de analizar y entender
el comportamiento de los agentes econdémicos. Este es el marco general de estudio
propuesto por la Teoria de Juegos a través de la utilizacion de las matematicas. Sus
aplicaciones abarcan distintas areas de la economia: Organizacion industrial, Eco-
nomia Publica, Macroeconomia y Teoria de la Empresa. En Organizacion Industrial
encontramos estudios a través de diferentes juegos de la competencia oligopolistica,
normativa de patentes, incentivos a la innovacion tecnoldgica, regulacion éptima
de monopolios, etc. En Economia Publica encontramos estudios de asignacion de
bienes publicos, estructura impositiva éptima, control de externalidades, etc. Otra
parte de la teoria de Juegos esta aplicandose a la competencia politica y sus repercu-
siones economicas, a la credibilidad de politicas gubernamentales, etc. A todos estos
importantes campos de aplicacion, la Teoria de Juegos aporta un analisis riguroso y
matematico. En este trabajo el objetivo es, simplemente, ilustrar de forma breve y
sencilla, cudles han sido las contribuciones, mas importantes, de algunos autores a
que la Teoria de Juegos sea aplicada a diversos campos de la economia. El trabajo
se divide de la siguiente forma: La seccion 2 introduce formas de representacion y
analisis de los elementos de un juego, la seccion 3 ilustra una de las aportaciones
conceptuales mas importantes, el equilibrio de Nash. Este equilibrio es aplicable
a contextos donde cada uno de los jugadores tiene informacion completa sobre las
caracteristicas relevantes del juego. La seccion 4 extiende, de forma breve, el marco
tedrico de Nash a un contexto en donde jugadores tienen informacion incompleta de
algunos parametros relevantes del juego o el juego se repite a lo largo del tiempo. La
seccion b ilustra algunas consideraciones y aplicaciones de los juegos cooperativos,
detallando el caso de sistemas de votacion y su estudio desde la Teoria de Juegos.
La seccién 6 presenta un resumen y consideraciones finales acerca de la idea de
que la Teoria de Juegos ha experimentado un desarrollo fulgurante en las ultimas
décadas, tanto a nivel tedrico como en sus multiples aplicaciones. Actualmente,
camino del ano 2000, podemos concluir que es una disciplina que forma parte del
instrumental utilizado por todo economista a la hora de analizar cualquier sistema
econdmico, como un contexto de interaccion entre agentes racionales, independientes
y con intereses (al menos parcialmente) contrapuestos.

2 Representacion de los juegos

Los juegos no cooperativos y los juegos cooperativos se formalizan de distinta ma-
nera. Los juegos no cooperativos, se presentan en forma estratégica o en forma
extensiva. En cambio, los juegos cooperativos se presentan en forma caracteristica
o coalicional, que consiste en la descripcion de los pagos que reciben cada una de
las coaliciones posibles. Los juegos no cooperativos pueden clasificarse en funciéon
de cémo se presentan: juegos en forma estratégica (normal) y juegos en forma ex-
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tensiva. La primera se refiere al juego que se define de forma que cada jugador escoge
una estrategia, y el conjunto de estrategias escogidas entre todos los jugadores,
simultanea e independientemente, determinan los resultados de cada jugador. La
forma extensiva (Kuhn, 1953) de un juego describe con gran detalle la secuencia
de movimientos de los jugadores, la informacién que tienen los jugadores en cada
momento de |1 juego y otros detalles, como situaciones de azar.

2.1 Forma estratégica (normal) de un juego.

Formalmente, podemos definir un juego como un conjunto de los siguientes elemen-
tos: N = {1,2,..n}: Conjunto de jugadores. A: Conjunto de resultados posibles.
{>}ren: Preferencias sobre A para cada jugador (relaciones binarias, completas
y tramsitivas). {S*}ren: Conjunto de estrategias del jugador k. a : S — A:
Regla de seleccién: A cada t-upla de estrategias s, siendo s de la siguiente forma
s = (s1,5%,..) € S = XpenS*, le asigna un resultado en A. 7% : S — R: Funciones
de utilidad (7*(s) > 7%(t) & s >, t). Asf pues, la forma estratégica de un juego
finito es el conjunto formado por,

{N, {5} hen {m* b ren}.

Existen dos tipos de estrategias en un juego no cooperativo: - Estrategias puras:
asignar una accion a cada jugador. - Estrategias mixtas: conjunto de distribuciones
de probabilidad definidas sobre el conjunto de estrategias puras.  Por ejemplo, en
un juego de eleccion cara o cruz, las estrategias puras son dos: cara y otra es cruz, y
una estrategia mixta? consiste en la asignacién de probabilidades a decir cara o cruz.
En la Figura 1 podemos observar la representacion normal del juego de elegir cara
o cruz. Las estrategias puras para cada jugador son (cara, cruz)y los pagos son
ganar 1 unidad monetaria o perderla (-1): Si se forma parej a (de caras o de cruces)
el jugador 1 gana y si no hay pareja gana el jugador 2. En estrategias puras no
se llega a un equilibrio de Nash (lo veremos en la proxima seccién). En estrategias
mixtas la solucion o equilibrio de Nash es para cada jugador (1/2Cara,1/2Cruz).
Este equilibrio en estrategias mixtas explica por qué la gente, lanza una moneda al
aire al comenzar algunos juegos.

?Cuando se emplean estrategias mixtas hablaremos de utilidades esperadas.
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2
1 i CARA CRUZ
CARA 1, -1 -1, 1
CRUZ 1, 1 1-1
Figura 1

2.2 Forma extensiva del juego.

Cuando los juegos adquieren una estructura secuencial, se adopta la forma extensiva,
representada por un juego en forma de arbol. Sea N = {1,2,3...,n} el conjunto de
jugadores (personas, organismos, ete. encargadas de tomar decisiones). Un juego en
forma extensiva comienza con un movimiento realizado por algin jugador o por la
naturaleza®. Una vez que el primer jugador ha movido, le llega el turno a algin otro
jugador, y asi sucesivamente hasta que el juego final ice. Cuando éste termina, los
jugadores obtienen sus resultados finales o pagos del juego. Cuando a un jugador
le llega el turno de mover, se halla situado en un punto de decision especifico,
denominado un nodo. Si el jugador conoce con precision en qué nodo se halla,
entonces éste constituye un conjunto de informacion. Con su decision el jugador
debe fijar qué nodo seguir en la jugada concreta que esté teniendo lugar. Pero, al
decidir, el jugador puede no saber con precision en qué punto del juego esta . Esto
se representa agrupando todos aquellos nodos de decision, para cada jugador que es
incapaz de distinguir, en un mismo conjunto de informacién?. Finalmente, un juego
en forma extensiva se representa por

F: <T7P7U7C7p7h)7

3El azar puede ser introducido hacien do que en ciertos puntos de decisién mueva el jugador 0.
Este jugador se denomina naturaleza o azar, y elige su movimiento a partir de una distribucién de
probabilidad que es conocida por el resto de los jugadores.

4En general, un conjunto de informacién puede contener cualquier ntimero de nodos; sin em-
bargo, cada nodo de un conjunto de informacién debe tener el mismo niimero de ramificaciones
saliendo de él. Ello es asf porque el nimero de ramificaciones es el niimero de elecciones que un
jugado r tiene en ese punto, de no tener exactamente el mismo nimero de elecciones, tendria un
medio de diferenciar los nodos.
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donde T representa el arbol, P = {Fy, Py, ....P,} son las particiones de los jugadores
en los nodos no finales del arbol, U = (Uy, ... ,Uy) donde cada componente, U;, es
la particién de P; en conjuntos de informacién; C' = {C'(u;)}i=1, » €8 una corres-
pondencia, donde C(u;) es el conjunto de elecciones permitidas al jugador i en el
conjunto de informacion u;; p = p(uo)} es un vector, donde p(ug) es la distribucién
de probabilidad de los movimientos de la naturaleza en ug. Para completar la des-
cripcién del modelo, atribuimos a cada jugador ¢ una funcién de utilidad esperada,
hi, definida sobre los nodos finales del drbol T (i.e. h;(z) es la utilidad del jugador i
en el nodo final z). El juego se inicia en la raiz del arbol. Los movimientos de cada
jugador y la resolucion de las incertidumbres determinan el conjunto de arcos que
conectan la raiz al nudo terminal que se alcance. El conjunto de arcos recorridos
constituye una jugada y, a cada jugada, le corresponde un vector de pagos. En
los juegos no cooperativos existe un concepto muy importante: Memoria perfecta.
Esta propiedad consiste en que cada jugador recuerde todos sus movimientos en el
juego. Si por el contrario, no recuerda algiin movimiento diremos que el juego es
de memoria imperfecta®. En la Figura 2 tenemos representado en forma extensiva
el siguiente juego: Hay dos jugadores y dos cartas, un as y un rey. El as gana al
rey. El jugador 1 escoge una carta y la ve. El jugador 2 no la ve (sabe que con
probabilidad 1/2 serd un rey).

0,5, -0,5

REY 0,0

Figura 2

El jugador 1 tiene dos opciones decir la verdad o mentir (sus estrategias son decir
as o decir rey). Una vez que habla el jugador 1, el jugador 2 puede creérselo o no
creérselo (sus estrategias son creer o no creer). Los pagos son los siguientes: Si el
jugador 2 cree al jugador 1, cuando dice que la carta es un as entonces el jugador 1
gana media moneda. Si el jugador dice rey termina el juego y ambos se quedan sin
ganar ni perder. Ahora bien si el jugador 2 no se lo cree y el jugador 1 ha recibido

5Con memoria imperfecta los calculos matematicos se complican.
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un as, entonces el jugador 1 gana una moneda del jugador 2. Si el 1 ha recibido un
rey pero dice que es un as (y el 2 no se lo cree)entonces el 2 gana una moneda al 1.
Este mismo juego en forma normal quedaria representado en la Figura 3:

1 NO CREER CREER
AS 0, O 0,5, _015
REY ' 05, 05 0,25, -0,25

Figura 3

2.3 Forma coalicional de los juegos cooperativos.

Los juegos cooperativos se definen como un modelo donde interesan las coaliciones
que se forman y el pago que recibe cada una de ellas. Las coaliciones de jugadores
son los posibles subconjuntos de N = {1,2,3...,n}, denotadas por S C N (dond e
N es el conjunto de jugadores). El pago de cada coalicién viene dado por la funcién
v(S), llamada funcién caracteristica del juego (v : 2¥ — ). La representacion
formal viene dada por:

(N,v).

Una vez realizado el primer paso en la formalizacién de un juego, pasamos a su
resolucion. Representado el juego al que se enfrentan N jugadores, en forma normal,
extensiva o coalicional, el siguiente paso es la obtencion de al menos una soluciéon
para esto s juegos, que representan en cada momento una situacion de conflicto
o de cooperacién. La busqueda de solucion de un juego es lo que se denomina
equilibrio (juegos no cooperativos) y solucién-distribucion (juegos cooperativos). En
la préxima seccion veremos algunas soluciones definidas por algunos autores.
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3 Equilibrio de Nash

Para hablar de los inicios de la Teoria de Juegos tenemos que hablar de John von
Neuman® y O. Morgensten (1944) con la obra The Theory of Games and economic
Behavior. Con ellos comenzd a utilizarse la herramienta matematica en la resolucion
de problema s econémicos. Por lo tanto, podemos decir que la resolucion formal de
juegos es un producto del siglo XX. Los autores anteriores, centraron su investigacion
en los llamados juegos de suma nula. En este tipo de juegos, los intereses de los
jugadores son estrictamente contrapuestos: lo que uno gana es exactamente igual a lo
que el otro pierde. El primer resultado importante, fue la demostracion de que todo
juego bilateral de suma nula tiene una unica forma de jugarse, y por tanto, un unico
pago asociado para cada jugador (valor del juego). De hecho, este valor del juego
se alcanza mediante estrategias optimas por parte de cada jugador que minimizan
el maximo pago que su oponente puede obtener. Esto es lo que se conoce con el
nombre de estrategias minimaz. Es decir, la estrategia que minimiza el pago maximo
del oponente son las éptimas que maximizan el propio pago dado el comportamiento
de aquél. En este sentido, la confrontacion entre jugadores racionales inmersos en
un juego de suma nula es maxima.

3.1 Juegos de suma nula, estrategias maxmin y minimax.

Formalmente, el juego se representa por los conjuntos de estrategias S y S y los
pagos w! y 7!, donde 7! = —x!!. Dada esta caracteristica el juego puede repre-
sentarse en forma matricial con una tnica matriz de numeros, A, correspondiente
a los pagos que recibe el jugador . Supongamos que el jugador [ tiene m estrate-
gias puras y el jugador II tiene n estrategias puras. Sea p’ = (p1,p2,... , Pm) Una
estrategia mixta genérica para el jugador I y ¢ = (q1,¢o, ... ,¢,) una estrategia
mixta genérica para el jugador /1. El pago esperado para el jugador [ si utilizan

estrategias p y ¢ respectivamente, es
E'(p.q)=p"Ag=> p Y g
? J

La reaccion de los jugadores es que [ intenta escoger p para maximizar la expresion
anterior, mientras que el jugador /[ intentar minimizarla. De esta forma, en Teoria
de Juegos tenemos las siguientes definiciones:

1) Valor (v) y estrategia maxmin (p*) para el jugador |

v = Mazx, Min,p" Ag; p* € arg Mazx, Min,p" Aq
2) Valor (7) y estrategia maxmin (p*) para el jugador II
7 = Min, Max,p" Ag; p* € arg Ming Max,p” Aq De forma andloga obte-

nemos los conceptos de de valor y estrategia minimax para el jugador II: 1) Valor

5Ademés de crear la Teorfa de Juegos, proporcioné las bases matematicas de la mecénica
cuantica y creé la arquitectura de los ordenadores, entre otras muchas cosas mas.
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(7) y estrategia minimax (¢*) para el jugador II
7 = Min, Maxn,p" Ag; q* € arg Min, Maz,p" Aq
Para los juegos de suma nula tenemos los siguientes resultados:

Proposicién 1 El valor mazmin es menor o igual al valor minimax para todo juego
de suma nula, es decir, 7 > v.

Teorema 1 (Teorema del Minimazx). Cada una de las siguientes condiciones son
equivalentes: 1.- Un equilibrio existe. 2.- T = v = v, (llamado valor del juego).
3.- Existe un nimero real v y un par de estrategias mixtas ¢* y p* , una para cada
Jugador tal que:

(A" )iz12..m < v,

(p*TA)j:LQ...n >,

es decir que existe al menos una estrategia minimax para el jugador Il y otra maxmin
para el jugador I.

La demostracién de este teorema puede analizarse en Owen, 1967 (An elemntary
Proof of the Minimaz Theorem, Management Science, 13.). La existencia del equili-
brio esta asegurada por el Teorema de Nash (se analizard en la siguiente subseccién )
. Con el Teorema del Minimax caracterizamos este equilibrio para juegos de suma
nula. Existen resultados analogos como:

Teorema 2 (von Neumann, 1944) Todo juego finito de dos personas de suma nula
con informacion perfecta tiene una unica solucion (equilibrio) y el valor v = 7.

3.2 Equilibrio de Nash.

Con el paso del tiempo, se fue ganando mayor apreciacién de las estrategias en
otros contextos econémicos y se fueron fraguando opiniones sobre la relevancia de
los juegos de suma nula como modelos apropiados para entender el comportamiento
de jugadores racionales en situaciones de conflicto. Entonces, surgieron ideas acerca
de que los juegos que se aplicaban no presentaban una oposicion frontal entre los
jugadores, sino que era una mezcla de incentivos a la confrontacion y a la cooperacion
que estan indisociablemente unidos en el andlisis del juego. Con estas ideas, las
estrategias minimax que resultaban 6ptimas en juegos bilaterales de suma nula dejan
de serlo. La alternativa fue propuesta por Nash y es lo que hoy conocemos como
Equilibrio de Nash:

Definicion 1 Un n-tupla de estrategias mixtas o € M es un equilibrio de Nash si
para todo jugador k € N vy para toda estrategia 7™ € M*, se cumple:

E*ot,. .. 0f ... 0") > EFe, ... R o™,
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El equilibrio de Nash debe entenderse de la siguiente forma: supongamos que los
jugadores pudieran fijar un determinado perfil de estrategias por cada uno a lo
largo del juego. Para que ese perfil pudiera considerarse como un equilibrio de
Nash, es necesario que, una vez supuesto por parte de cada jugador que los demaés
van a cumplirlo, é] mismo no tenga incentivos para desviarse de este acuerdo. En
el siguiente apartado se hallan algunos equilibrios de Nash, en ejemplos sencillos.
Volviendo al juego de las monedas de la Figura 1, podemos observar que no existe un
equilibrio de Nash en estrategias puras. En cambio en estrategias mixtas tenemos
que resolver el siguiente sistema de ecuaciones:

VE(CARA) = VE{(CRUZ);

pi(CARA) + p(CRUZ) = 1; Vi€ N,

siendo p;(CARA) (p;(C RU Z)) la probabilidad de que el jugador i escoja cara (cruz).
Resolviendo este sistema obtenemos p;(CARA) = p;(CRUZ) = 0.5. Con lo cual,
la solucién en estrategias mixtas es que cada jugador elija con probabilidad 1/2
cada accion, solo asi se llega al equilibrio. En la Figura 3, del mismo modo que
anteriormente, resolviendo el correspondiente sistema de ecuaciones, tenemos que
pi(R) = 0.67 y pa(A) = 0.33, po(creer) = 0.67 po(no creer) = 0.33. Con ello
podemos concluir que el jugador 1 deberia decir la verdad el doble de veces que
miente. Del mismo modo, el jugador 2 deberia creer al jugador 1 el doble de las
veces que no le cree.

Teorema 3 (Nash, 1951) Todo juego finito tiene un punto de equilibrio en estrate-
gias miztas.

Uno de los inconvenientes de este equilibrio descrito, es la multiplicidad en su exis-
tencia. Esto indica que pueden existir juegos para los cuales no existan un tnico
equilibrio de Nash, en ellos la nocion de equilibrio de Nash pierde parte de su atrac-
tivo como prediccién del juego. Por este motivo, aparecen los llamados refinamientos
del equilibrio de Nash. Entre los mas importantes, podemos nombrar el equilibrio
perfecto”. Sin embargo, el problema de la multiplicidad de equilibrios y la propuesta
de nuevos refinamientos sigue siendo motivo de investigaciones recientes (Asheim,
1991; Kahn, 1992; Ferreira, 1995;....). Otra de las investigaciones llevadas a cabo, a
raiz del concepto de equilibrio de Nash, es la de establecer puentes de relacion entre
soluciones cooperativas y no cooperativas, es decir, entre las dos ramas en que se
divide actualmente la Teoria de Juegos. El equilibrio de Nash fue propuesto inicial-
mente para juegos con informacion perfecta, lo que significa que en cada momento
del juego, el jugador a quien le corresponde decidir conoce la historia completa de
todas las decisiones tomadas hasta ese momento y con informacion completa, lo

"Se trata de elegir entre varios equilibrios de Nash, pero a veces, también existen varios equili-
brios perfectos en un mismo juego.
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que significa que las funciones de las ganancias de los jugadores son de dominio
publico. Cuando estas hipotesis son muy débiles en algunos contextos econdémicos
se empieza a hablar de equilibrio perfecto en subjuegos (Selten, 1965), de juegos y
equilibrios bayesianos (Harsanyi, 1968), juegos dinamicos, ete. Asi podemos concluir
este apartado diciendo que Nash fue el primero que establecié un equilibrio aplicable
a contextos donde cada uno de los jugadores tiene informacion completa sobre las
caracteristicas relevantes del juego. Harsanyi, extendio el marco tedrico de Nash a
un contexto en donde los jugadores tiene sélo informacion incompleta de parametros
relevantes del juego. Del mismo modo podriamos seguir citando autores que van re-
finando el concepto inicial de equilibrio de Nash para modelos mas generales y que
se asemejan cada vez mas con la realidad econémica.

3.3 Aplicaciones.

En esta seccion se desarrollan ejemplos que permiten explicar algunos acontecimien-
tos econdémicos. Veamos en primer lugar como podemos explicar formalmente, con
la Teoria de Juegos que los beneficios de las companias fabricantes de cigarrillos
aumentaron cuando se prohibié la publicidad en televisiéon. Supongamos , para sim-
plificar, dos companias que las llamaremos 1 y 2. Las estrategias de cada compariia
son hacer publicidad en TV. o no. Las entradas en la matriz de ganancias son los
beneficios de cada compaififa en millones de pesetas. El juego de suma variable ® con
dos companias resultante podriamos representarlo en forma normal en la figura 4.
Las estrategias para cada jugador son no anunciarse, anunciarse.. En la matriz de
pagos puede verse que la publicidad en TV es una herramienta de marketing muy
poderosa. Si la compania 1 hace publicidad en TV y la 2 no, los beneficios de la
compania 1 aumentan en un veinte por ciento; lo mismo pasa si intercambiamos los
papeles. Cada una de las companias tiene incentivos para anunciar sus cigarrillos en
TV. Existe un tnico equilibrio de Nash (y por tanto solucién) en el ambas comparniias
optan por hacer publicidad en TV. Notese, no obstante, que los beneficios son mas
bajos que si las companias se abstuvieran de hacer publicidad. La razén de es to
es que la publicidad de una tiende a anular la de la otra, dejando las ventas del
sector mas o menos igual, pero a un coste mucho mas alto. Todo juego en el que
cada jugador tiene una estrategia dominante tiene una unica solucién que consiste
en jugar esa estrategia dominante. Cuando esta situacion es mala para los juga-
dores, el fenémeno recibe el nombre de dilema de los presos. Los jugadores estan
presos de sus propias estrategias, a no ser que algo cambie el juego. En el caso que
nos ocupa lo que cambié el juego fue la prohibicién de anunciarse y los jugadores
solo se quedaron con la estrategia de no anunciarse. Tras este motivo, para sorpresa

8Un juego de suma, variable es aquel en el que los intereses de los jugadores no estéan totalmente
contrapuestos. Un juego de suma nula es aquel en el que los intereses de los jugadores estén
totalmente contrapuestos (lo que gana uno lo pierde el otro).
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agradable de las compaiifas, los beneficios aumentaron.’

2
1 NO TV TV
NO TV 50, 50 20, 60
TV 60, 20 27, 27

Figura 4

Existen variantes de juegos que tienen miiltiples aplicaciones. Uno de los que aca-
bamos de ver es la aplicaciéon del juego llamado el dilema de los presos. Este juego
tiene otras interpretaciones como el problema del polizon en la provision de bienes
publicos, la carrera de armamentos, etc. Este juego consiste en representar for-
malmente lo siguiente: la policia encierra a dos sospechosos en celdas separadas y
les explica las consecuencias derivadas de las decisiones que formen. Si ninguno
confiesa, ambos seran condenados por un delito menor y sentenciados a un mes de
carcel. Si ambos callan, seran sentenciados a medio mes de carcel cada uno. Fi-
nalmente, si uno confiesa y el otro no, el que confiesa ser puesto en libertad y el
otro sera sentenciado a tres meses de prisién (un mes méas dos por obstruccién a la
justicia). El juego representado en forma normal puede apreciarse en la figura 5.

“Existen trabajos que demuestran que en 1970 cuatro grandes compaiifas de tabaco en EEUU
gastaron 315 millones de ddlares anunciando sus productos, pero sélo 252 millones en 1971. Este
descenso provino de la no publicidad en TV. Al mismo tiempo, los beneficios aumentaron en 91
millones.
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2

1 i callar confesar
callar -0,5, -0,5 30
confesar 0,-3 1-1
Figura 5

El equilibrio de Nash es (confesar, confesar)y esta claro que les hubiese convenido
callarse a ambos. Otros juegos poseen un niumero de estrategias superior a cuatro.
La clave para tratar juegos con muchas estrategias es el calculo diferencial . Un
ejemplo de esto lo constituye este problema: Supongamos que x; y Zo representan
los presupuestos para publicidad de las empresas 1 y 2. Ademas z; € [0,1000]. Los
beneficios de la empresa 1 estdn representad os por uy(zy, 72) = 1000z, — 22 — 23 y
los de la empresa 2 por uy (1, T2) = 100029 — 7179 — 3. Maximizando los beneficios
de las empresas respecto a su propio presupuesto pero considerando el presupuesto
de la otra tenemos:
3u1

— = 1000 — 227 =0
3:761 44 ’

%: 1000 — 1 — 229 = 0,

3:1:2
Resolviendo el sistema de ecuaciones tenemos que el equilibrio seria (a3, 23) =
(500, 250). Es importante senalar que se garantiza la existencia de equilibrio cuando
los conjuntos de estrategias y las funciones de utilidad tengan algunas propiedades
(intervalos acotados, C?, estrictamente concavas en la estrategia del jugador corres-
pondiente,...). El teorema de existencia de equilibrio de Nash no dice nada cuando
los conjuntos de estrategias o las funciones de utilidad no son los adecuados. En
estos casos, un juego puede tener o puede no tener equilibrio. Otro ejemplo del que
podemos hablar en esta seccién es el mencionado en un articulo de Hal Varian'!
(1990). En 1989, la cadena comercial Sears anuncié una nueva politica de precios:

10Para ello utilizaremos funciones de utilidad diferenciables.
LA Model of Sales. American economic Review 70.
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se decidié implantar una politica de precios bajos, pero no tan bajos como los pre-
cios de rebajas. Al cabo de dieciocho meses de precios bajos cada dia, se volvié a la
politica de ir lanzando promociones o rebajas. La Teoria de Juegos, a través de las
soluciones en estrategias mixtas, nos ayudan a entender lo que pudo haber ocurrido:
Supongamos dos empresas bien diferenciadas, llamadas 1 y 2, que compiten en pre-
cios. Cada empresa puede escoger un precio normal (PN) o un precio de rebajas
(PR), tal que PN > PR. El coste por unidad es constante; por ejemplo PN=600,
PR=500 y coste/u= 450. Esta seria la parte de oferta del modelo. En el lado de la
demanda hay dos tipos de compradores segiin la forma de actuar ante la forma de
comprar un determinado producto. Por un lado, existen compradores que aceptan
el primer precio que ven. A estos les llamamos compradores d (desinformados). Su-
pongamos que existen 100 compradores de este tipo, y que se presentan de forma
aleatoria en cualquiera de las dos empresas; Por lo tanto, cada empresa espera hacer
50 ventas a compradores d sea cual sea el precio. Por otro lado, estan los comprado-
res i (informados) que sélo compran en rebajas. Estos compradores van de tienda
en tienda buscando el precio mas bajo. Supongamos que hay 120 compradores en
el mercado que estamos considerando. Con estos datos, mencionados en el parrafo
anterior, construimos el juego en forma normal que esta representado formalmente
en la figura 6.

2
1 i PRECIOS N PRECIOS R

@ PRECIOS N | 7500, 7500 7500, 8500 ﬁ

PRECIOS R 8500,7500 5500,5500

=

Figura 6

Los jugadores son la empresa 1 y la 2, las estrategias son PN y PR y los pagos
son: Si las dos empresas eligen PN entonces el beneficio de cada un a de ellas es
50 (600-450)= 7500 (d (PN-coste/u)); Si la empresa 1 decide iniciar una rebaja y
la 2 no, tenemos que el beneficio para la empresa 1 es de 8500, ya que aumenta
el nimero de ventas en 170 unidades (50 + 120 ) aunque el beneficio marginal
por unidad es de 50. Si ambas deciden optar por un precio de rebaja, el beneficio
es de 5500. La forma normal nos indica que los equilibrios de Nash en estrategias
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puras son (PN, PR)y (PR, PN). Esto es légico, porque ninguna de las empresas
va a abandonar y dejar que la otra gane mas dinero. Veamos que informacién nos
dan las estrategias mixtas. Sea p(PN) la probabilidad de poner un precio normal y
p(PR) la probabilidad de cobrar el precio de rebajas. En un equilibrio en estrategias
mixtas, el beneficio esperado por cobrar el precio normal VE(PN) y el beneficio
esperado por cobrar el precio en rebajas VE(PR) es igual. Con lo cual,

VE(PR) = 8500p(PN) + 5500p(PR) = V E(PN) = 7500;

Las probabilidades que consiguen esta igualdad son,

p(PN) = %; p(PR) = %;

Esto nos dice que si una empresa lanza una promocion o rebaja la tercera parte de las
veces, defendera sus beneficios frente a su competidor. Su promocion sera efectiva
porque por aparecer por sorpresa. Lanzar promociones con la frecuencia acertada
sirve para defender un nivel de beneficios equivalentes a los que se obtienen con
precios normales, es decir 7500. Los precios de rebajas es como un farol en el Poquer,
solo los buenos jugadores lo hacen, pero no mas veces de las necesarias. Hallar el
equilibrio en estrategias mixtas permite determinar cuantas veces hay que dar una
sorpresa rebajando precios. Desde el punto de vista del calculo de las estrategias
mixtas podemos decir que en los almacenes de Sears se renuncié al elemento sorpresa
y ello le llevo a obtener unos beneficios reducidos al fijar unos precios proximos al
coste y esto, le hizo volver a la politica de ir lanzando promociones.

4 Extensiones de los juegos no cooperativos

Una hipdtesis estandar en Teoria de Juegos no cooperativa es que la estructura del
juego son de conocimiento compartido o comun. Es decir, que el nimero de juga-
dores, las estrategias, las preferencias,... son conocidos por todos los participantes
del juego. Ademas todos saben que los otros jugadores conocen esta informacion y
asi sucesivamente. Ante esta hipdtesis, nos preguntamos como se pueden estudiar
situaciones reales donde los jugadores disponen de menos informacion acerca de la
estructura del juego, o mejor dicho no tienen una informacion completa del juego.
La respuesta es el estudio de los juegos con informacion incompleta. En un juego con
informacion incompleta los jugadores poseen informacion privada sobre preferencias
y habilidades cuando escogen sus estrategias. Para modelizar estas situaciones exis-
ten los juegos bayesianos. A la representacion normal de un juego no cooperativo
habria que anadir mas elementos y tendriamos el siguiente modelo para representar
un juego bayesiano:

G ={N,st . .s~T' .. T v, .p"«' .. 7",

donde N es el nimero de jugadores, y para cada jugador, S? representa el con-
junto de estrategias del jugador 7, 7% denota el conjunto posible de tipos del ju-
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gador i y m es su funcién de pagos. Ademds, también se afiade que para cada
jugador 7 y para cada tipo ¢* en T, tenemos p'(./t') como la probabilidad sobre
el conjunto de tipos de los demds jugadores (sobre T_;), es decir sobre T; = T' X
T?...x Tt x T x .. T". La funcién de pagos estd definida en S x T, donde
T =T'xT?...xT1x Tt x T x ... T". Los conjuntos T recogen toda la
informacion (incluso creencias) que el jugador i pueda tener acerca de los demés
jugadores en el juego. Una vez representado se trataria de buscar solucion a este
tipo de juegos con el concepto de equilibrio bayesiano. Un equilibrio de un juego
bayesiano es un conjunto de conjeturas sobre la accién que escogeria cada jugador
en funciéon de su tipo, tal que cada tipo de cada jugador maximiza su utilidad
esperada dado su propio tipo y las conjeturas sobre los otros jugadores. Como
podemos observar las matematicas aplicadas al calculo de estos equilibrios son cada
vez mas complejas. Existen otros tipos de juegos, por ejemplo los juegos repetidos,
que intenta estudiar el uso estratégico de la informacion privada en una negociacion
repetitiva. Es decir, responder a la pregunta de como usar la informacién disponible
en una negociacion repetida en el tiempo. En estos juegos se estudian las amenazas
y las promesas (creibles) sobre el comportamiento futuro y cémo esto puede afectar
el comportamiento en el presente. Un concepto de solucién para juegos repetidos es
el llamado equilibro de Nash perfecto en subjuegos.

5 Juegos cooperativos y situaciones de comuni-
cacién

Hasta ahora, hemos estudiado los juegos no cooperativos apoyandonos en las es-
trategias que pueden utilizar cada uno de los jugadores y una funcion de pagos
asociada a cada jugador, la cual depende de las diferentes estrategias que se em-
pleen. En cambio, en un juego cooperativo no es necesario analizar las estrategias
de los jugadores; sélo es necesario conocer los pagos asociados a los resultados del
juego cooperativo. Esta es una situacion derivada de una actividad en la que los
elementos que intervienen (personas, empresas, instituciones,... ) persiguen alcan-
zar un objetivo mediante la colaboracion entre ellos. Los objetivos pueden ser ganar
una votacion, mejorar una gestion, buscar mayores beneficios empresariales, ete. La
cooperacién entre grupos es necesaria, por ejemplo, para poder alcanzar una ma-
yorfa en multiples contextos. La falta de mayorfa'? absoluta de un grupo obliga
a formar alianzas, coaliciones entre distintos grupos. Surgen problemas reales que
se suelen abordar formalmente desde un contexto de la teoria de juegos cooperati-
vos. La Teoria de Juegos, tanto su parte cooperativa y la no cooperativa, trata de
proporcionar un conocimiento mas profundo del comportamiento racional en situa-
ciones de conflictos reales, pero no hemos de olvidar, que posee el cardcter de una
teoria matematica y que hay dos razones principales que hacen dificil la aplicaciéon

2Hoy en dfa, en las elecciones espafiolas a nivel regional a surgido y sigue surgiendo ese problema
en la configuracion de los Gobiernos Autonémicos.
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de esta Teoria a la practica: los supuestos fuertes de racionalidad y los requisitos
de informacion. Por ello, como decia Raiffa (1982), el pensamiento de la Teorfa de
Juegos puede usarse para aconsejar mejor a una parte de una negociacion acerca de
la forma en la que deberia comportarse. Los juegos cooperativos fueron definidos
por von Neumann y Morgenstern en el tratado titulado Theory of games and eco-
nomic behavior. En este libro definen lo que es formalmente un juego cooperativo
de n-personas e introdujeron las ideas relacionadas con la solucion del juego.

Definicién 2 Un juego cooperativo es un par (N,v) donde N es un conjunto finito,
N ={1,2,...,n}, cuyos elementos se denominan jugadores y los subconjuntos S €
2N coaliciones, siendo 2V el conjunto formado por todos los subconjuntos de N,
i.e. SC N. La funcion v, v : 2V — R, se denomina funcion caracteristica. El
valor v(S) es igual a la cantidad minima que puede obtener la coalicidn si todos sus
miembros se asocian Yy juegan en equipo.

Ejemplos: - Una finca ristica esta valorada por su propietario en 50 millones. Un
empresario le ofrece acondicionarla como poligono industrial, con lo que su va-
lor de mercado alcanzaria los 100 millones. Otro empresario le ofrece urbanizar
la finca para la construccién de viviendas, con lo que el valor alcanzaria los 150
millones. El juego quedaria representado'®de la siguiente forma: N = {1,2,3},

2V = {{1}, {2}, {3}, {1, 2}, {1,3},{2,3},{1,2,3}} y v : 2¥ — R, siendo
v({1}) = 50,v({2}) = 0;v({3}) = 0;v({1,2}) = 100; v({1, 3}) = 150;
v({2,3}) = 0; v({1,2,3}) = 150;

- En un érgano de una institucion, constituido por 40 personas con derecho a voz y
voto, las decisiones se adoptan mediante el voto favorable de la mayoria absoluta de
sus miembros. En esta situacion el juego cooperativo se representa con N = {i €
N:1<i<40}y v(S) =1, si card(S) > 21,

v(S) =0, en otro caso,

En este caso, los valores 0 y 1 reflejan si una coalicion de jugadores S C N es
perdedora o ganadora en una votacion. Normalmente, las propiedades que tenga la
funcién caracteristica correspondiente a un juego cooperativo son las que califican y
dan nombre al juego. Tenemos, siguiendo esta norma, juegos mondétonos, superadi-
tivos, cero-normalizados, convexos, etc. Cuando hay que decidir qué resultados del
juego son plausibles, una de las ideas basicas en la Teoria de Juegos cooperativos
de utilidad transferible'* es que, dado un juego (N,v) y suponiendo que se llega a
algin tipo de entendimiento entre los jugadores, se reparte la ganancia total v(N)
de la coalicion N entre ellos. Por tanto, se deduce que hay que hacer una distri-
bucién de la cantidad v(N) entre los jugadores. Esta puede ser representada por

BOtra parte del juego se encargaria de predecir qué coalicién se formard y cémo se repartird, el
beneficio entre los socios.

M La funcién caracteristica sin transferibilidad denota no un nimero sino un conjunto incluido
en R que se interpreta como las combinaciones de utilidades para los distintos jugadores de S que
son alcanzables por la coaliciéon .S considerada aisladamente.
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una funcion z con valores reales sobre el conjunto de jugadores N y debe satisfacer
el principio de eficiencia: >, . ; = v(IV), donde z; representa el pago al jugador
i con la funcién z. Los vectores z € R™ que satisfacen el principio de eficiencia
son llamados preimputaciones del juego (N, v). De esta forma tenemos la siguiente
definicion de solucion de un juego cooperativo.

Definicion 3 Una solucion sobre una coleccion no vacia de juegos es una aplicacion
>l que asocia a cada juego cooperativo (N,v) de dicha coleccién un subconjunto Y (v)
del conjunto de preimputaciones.

Ademas, la mayoria de los conceptos de solucién propuestos para juegos coopera-
tivos requieren otras propiedades como, por ejemplo, racionalidad individual (x; >
v({i}), Vi € N). Cuando las preimputaciones cumplen este requisito hablaremos
de imputaciones del juego. La Teoria de juegos cooperativos se centra en el desa-
rrollo de criterios dirigidos a decidir qué 6ptimos de Pareto deberia considerar se
que son la solucion del juego, lo que ha llevado a un gran nimero de conceptos
de solucion muy diferentes. Estos diversos conceptos estan unidos por el supuesto,
comun a todos, de que el resultado de un juego debe ser 6ptimo de Pareto, por
lo que la Teoria de Juegos supone que tendrd lugar la cooperacion (aunque en la
vida real a menudo se violan los contratos). Existen, en la literatura referente a
soluciones de juegos cooperativos, varios conceptos de solucion: Niicleo (core), valor
de Shapley, Nucleolo, T-valor, el valor de Baanzhaf-Coleman, etc. Cada una de ellas
cumplen propiedades atractivas para los juegos cooperativos, y uno de los objeti-
vos perseguidos desde el punto de vista matematico es el de quedar demostrada la
existencia (o las condiciones) y la caracterizacién axioméatica de dichas soluciones.
En principio, en el estudio de los juegos cooperativos, se supone que cualquiera de
los jugadores quiere cooperar con los demaés o, en otro caso, el juego se desarrollara
en forma no cooperativa. Es decir, serd posible formar cualquier coalicion entre
jugadores. El interés por aproximar la teoria a la realidad, dio lugar al estudio
de juegos cooperativos con estructuras de coalicion (Aumann y Maschler, 1964).
En esta aproximacion a una cooperacion mas restringida o limitada, los jugadores
son distribuidos formando una particién del conjunto de los mismos, denominada
estructura de coalicion. Posteriormente, se proponen nuevos puntos de vista para
modelar la conducta cooperativa entre los jugadores (Meyerson, 1977). Dado un
juego (N, v), Meyerson le asocia un grafo de cooperacion G = (N, F) cuyo conjunto
de vértices N es el formado por todos los jugadores y el conjunto de aristas no
ordenadas F viene dado por los acuerdos bilaterales entre los jugadores. El grafo
indica las posibilidades de comunicacion entre parejas de jugadores y lleva implicito
que no todas las coaliciones de jugadores son factibles. Este modelo de grafo se
utiliza en problemas de asignacién costes/beneficios, redes de comunicacién y otra
lineas de investigacion que contindan en la actualidad, véase por ejemplo, Carreras
(1991), Nouweland, Borm y Tijs (1992). Para ilustrar los conceptos anteriormente
mencionados en esta seccion vamos a presentar una aplicacion realizada por Bilbao
y Lépez (1994) de la teoria de juegos cooperativos para evaluar la distribucion del
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poder de los miembros de la Uniéon Europea.

5.1 El poder de las naciones en la Unién Europea.

El modelo para asignar indices o cuotas de poder a los partidos, grupos, naciones
o actores sociales que deciden mediante votaciones, estd basado en los juegos de
votacion ponderada. Estos juegos permiten asignar a cada uno de los jugadores un
indice de poder, que mide su capacidad para participar en coaliciones que superen
la mayoria adoptada, es decir, en coaliciones ganadoras. Un juego de votacion
ponderada se define sobre un conjunto de jugador es, N = {1,2,...,n}, cada uno de
los cuales tiene asignado un nimero entero positivo de votos o pesos, que se denotan
por wy, ...w,. Los votos que reine cada coalicion S, es la suma de los que tienen sus
componentes, w(S) = > ,.sw;. Una coalicién serd ganadora si el nimero de votos
que reune es superior a la cuota o mayoria exigida para ganar. Dada una cuota g,
tal que ¢ > 1/2w(N) , se define le juego con la siguiente funcion caracteristica:

v(S) =1, si w(S) >gq,

v(S) =0, en otro caso.

Un juego de votacion ponderada se representa, con los siguientes datos:

U= [Q;wlvw% 7wn]

La solucion del juego llamada valor de Shapley es:

MOED Sl == LN EIVETE ) SIS LR

n! n!
SCN:eS SeWw:ieS

donde W denota el conjunto de coaliciones ganadoras minimales, es decir,

W={SCN:vS)=1yv(T)=0, siTCSyT#S5}

Este valor es el se denomina indice de poder de Shapley-Shubick, y se interpreta
como la contribucién marginal esperada por un jugador que convierte una coalicion
perdedora en ganadora. En el modelo que vamos a plantear, suponemos que el poder
reside en el Consejo de la Union Europea. Cada nacién miembro es un jugador que
puede unirse a otros para formar coaliciones y tiene un niimero de votos que le asigna
el Tratado de la Unién Europea. Dado que esta abierta la discusion sobre cual debe
ser la exigencia de mayoria cualificada para la obtencién de compromisos, se van
a obtener indices de poder coalicional utilizando reglas de mayoria cualificada que
exijan cuotas entre 61 y 68 votos sobre el total de 87 votos. Por tanto, teniendo en
cuenta los datos de la Tabla 1, el juego de votacion del Consejo de la Union Europea
se modela con los siguientes datos.

v =lq;10,10,10,10,8,5,5,5,5,4,4,3,3,3,2],

Las mayorias cualificadas que se estudian en este modeloson {g € N : 61 < g < 68}.
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EL CONSEJO DE LA UNION EUROPEA

Poblacién | Votos | Indice Pobla. | Indice Votos.
Alemania 80.6 10 0.2188 0.1149
Reino Unido 57.9 10 0.1573 0.1149
Francia, 57.5 10 0.1561 0.1149
Italia 56.9 10 0.1545 0.1149
Espana, 39.1 8 0.1061 0.0920
Holanda 15.2 5 0.0414 0.0575
Grecia 10.3 5 0.0281 0.0575
Bélgica, 10.1 5 0.0273 0.0575
Portugal 9.8 5 0.0268 0.0575
Suecia, 8.7 4 0.0236 0.0460
Austria 7.9 4 0.0215 0.0460
Dinamarca 5.2 3 0.0141 0.0345
Finlandia 5.1 3 0.0137 0.0345
Irlanda 3.6 3 0.0097 0.0345
Luxemburgo 0.4 2 0.0011 0.0230
TOTAL 382.2 87 1 1
TABLA 1

En la Tabla 1 y 2 podemos observar que paises como Reino Unido, Francia e Italia
los indices de poder no se corresponden con los de poblacién. Espana es uno de los

paises mas equilibrado en la relacion poblacion/votos/poder. Sin embargo, existen

mayorias cualificadas que le permitirian t ener indices de poder superiores a su
indice de votacion. Los demas paises, por lo general, tienen un indice de poder y de
votacion superior a sus correspondientes indices de poblacion.

Rect@

Volumen 2 (2000)

22



P.I. Corcho Matematicas aplicadas a ...

INDICES DE PODER EN EL CONSEJO DE LA UNION EUROPEA
q 61 | 62 | 63 | 64 | 65 | 66 | 67 | 68 |

Alemania 0.119 | 0.117 0.12 0.119 | 0.121 | 0.118 | 0.115 | 0.124
Reino Unido | 0.119 | 0.117 0.12 0.119 | 0.121 | 0.118 | 0.115 | 0.124
Francia 0.119 | 0.117 0.12 0.119 | 0.121 | 0.118 | 0.115 | 0.124
Italia 0.119 | 0.117 0.12 0.119 | 0.121 | 0.118 | 0.115 | 0.124

Espafia__ | 0.0917 | 0.0955 | 0.0924 | 0.0884 | 0.0936 | 0.0921 | 0.0981 | 0.0911 |

Holanda 0.0558 | 0.0552 | 0.0566 | 0.0556 | 0.0566 | 0.0558 | 0.0542 | 0.055
Grecia 0.0558 | 0.0552 | 0.0566 | 0.0556 | 0.0566 | 0.0558 | 0.0542 | 0.055
Bélgica 0.0558 | 0.0552 | 0.0566 | 0.0556 | 0.0566 | 0.0558 | 0.0542 | 0.055

Portugal 0.0558 | 0.0552 | 0.0566 | 0.0556 | 0.0566 | 0.0558 | 0.0542 | 0.055

Suecia 0.0464 | 0.0454 | 0.0402 | 0.049 | 0.0398 | 0.0472 | 0.0463 | 0.0374
Austria 0.0464 | 0.0454 | 0.0402 | 0.049 | 0.0398 | 0.0472 | 0.0463 | 0.0374

Dinamarca | 0.0313 | 0.0353 | 0.0331 | 0.0306 | 0.0332 | 0.0316 | 0.0373 | 0.0374
Finlandia 0.0313 | 0.0353 | 0.0331 | 0.0306 | 0.0332 | 0.0316 | 0.0373 | 0.0374
Irlanda 0.0313 | 0.0353 | 0.0331 | 0.0306 | 0.0332 | 0.0316 | 0.0373 | 0.0374

Luxemburgo | 0.0218 [ 0.0207 | 0.0226 | 0.0237 [ 0.0185 | 0.022 | 0.0215 | 0.0237 |
TABLA 2

Los célculos realizados en las Tabla 2 presupone que se permite cualquier coalicion
entre distintos paises. Sin embargo, es razonable admitir que existiran coaliciones
factibles y otras que no. Las naciones se agruparan en bloques siguiendo intereses
politicos comunes, econémicos, ete, por lo tanto existird un modelo de cooperacion
parcial. Veamos como se modela formalmente un modelo de cooperacion por grafos.
El juego restringido por el grafo de cooperacién parcial (N, v%), para un juego de
votacion ponderada, viene dado por

v9(S) = mazx{v(S;) : S; € Cx(S)},

donde F es el conjunto de coaliciones factibles, F = {S C N : (S, E(S)) es
un subgrafo conexo de G}, dado un grafo de cooperacion G = (N, F). El
conjunto formado por todas las coaliciones maximales'® de S lo denotamos por
Cr(S). El indice del juego restringido por el grafo de cooperacién (N, v%), es el valor
de Meyerson'® (N, v, @), de la situacién de comunicacién que estamos analizando

I5Una coalicién factible T es maximal de S si se verifica que T € F y no existe h € F tal que
TCHCS.

16F] valor de Meyerson de la situacién de comunicacién (N, v, G) es el valor de Shapley del juego
restringido por el grafo.

Rect@ Volumen 2 (2000)
23



P.I. Corcho Matematicas aplicadas a ...

en esta parte de la seccion. Existen teoremas que ponen de manifiesto que el valor de
Meyerson es la inica regla de asignacién justa!” que puede definirse en el conjunto de
las situaciones de comunicacion asociadas a un juego (N, v), y que, en el caso de que
el juego (N, v) sea superaditivo, es una regla de asignacién estable!®. En la Tabla
3 podemos observar los valores de los indices de Meyerson para q=62 y q=65 (La
Unién Europea exige al menos 62 o 65 votos de un total de 87). Estos valores han
sido calculados!® con el programa de célculo Mathematica realizado por Wolfram en
1991. En la Figura 7 podemos construir con grafos un modelo de comunicacion en
la Unién Europea asumiendo las posibles coaliciones bilaterales que no son factibles
(Lane y Maeland, 1995). Evidentemente, la formacién de bloques puede ser muy
variada y abordar multiples posibilidades. En la Figura 7 se muestra un esquema de
formacion de bloques siguiendo intereses politicos comunes e influencia economica.
Este esquema es uno de los muchos posibles, lo que se intenta es formalizar a través
de un grafo las relaciones bilaterales entre distintos paises de la Uniéon Europea.

Figura 7

El siguiente paso consiste en determinar el valor de Meyerson®, para las diferen-
tes situaciones de comunicacion planteadas en el sistema de grafos anterior. En la

17Sea (N,v) un juego cooperativo y sea SCN el conjunto de todas las situaciones de comu-
nicacién definidas sobre el conjunto N; Una regla de asignacion para el juego v es una funcién
sobre SC™ definida, YV : SCY — RN, que verifica que }_, ¢ Yi(N,v,G) = v(S). La re-
gla de asignacién es justa si para cualquier (N,v,G) € SCV y cualquier arista (i,j) € E,
)/}(vav G) 7YVJ'(N7U7G\{Z.7]'}) - Y;'(vavG) 7)/1'(va7 G\{Zvj})

18La regla de decisién es estable si para cualquier (N,v,G) € SCV y cualquier arista (i, j) € E,
Yi(N. 0, G) > Vi (N, 0, G\{i,3}) y ViV, v, G) > Yi(N,v. G\[i. ).

9L o0s profesores Ferndndez, Jiménez y Lépez de la Universidad de Sevilla realizan en la actuali-
dad estudios del package de Carter (1993) que incorpora métodos para calcular diversos conceptos
de solucion, entre ellos el valor de Shapley.

208e calcula el valor de Shapley del juego restringido que resulta de tomar como sistema de
coaliciones factibles el que se deriva de considerar los subgrafos conexos.
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Tabla 3, suponiendo el modelo de cooperacion anterior, podemos apreciar un au-
mento de poder que experimenta Alemania y Francia. Esto puede deberse a que
este poder es mas real que el derivado de una supuesta cooperacion total y completa
por parte de todos los paises miembros. También, observamos que Espana pierde
esa caracteristica de pais equilibrado en relacién poblacion/votos/poder. Comen-
tar ademas que Italia y el Reino Unido pierden poder considerando estas nuevas
relaciones bilaterales.

VALOR DE MEYERSON EN EL CONSEJO DE LA UNION EUROPEA

q 62 | 65 |
Alemania 0.2925 0.2653
Reino Unido | 0.0628 0.0727
Francia 0.2925 0.2653
Italia 0.0628 0.0727
Espana, 0.0511 | 0.0567 |
Holanda 0.02824 | 0.03276
Grecia 0.02824 | 0.003276
Bélgica 0.02824 | 0.03276
Portugal 0.02824 | 0.03276
Suecia 0.01491 | 0.0155
Austria 0.02466 | 0.02288
Dinamarca 0.04499 | 0.05726
Finlandia 0.01106 | 0.01217
Irlanda 0.0018 0.0195
Luxemburgo | 0.0113 | 0.0086 |

TABLA 3

6 Conclusiones y comentarios

En las secciones anteriores, hemos ilustrado algunas de las aportaciones conceptua-
les, mas importantes, con las que se inicia el estudio de la Teoria de Juegos. Esta
proporciona las herramientas necesarias, tanto para modelar situaciones no coope-
rativas como situaciones de cooperacion y comunicacion. La Teoria de Juegos se
divide en dos grandes ramas: los juegos no cooperativos y los juegos cooperativos.
Ambos tipos de juegos son muy diferentes, aunque las ultimas investigaciones estan
encaminadas a establecer puentes de relacion entre soluciones cooperativas y no coo-
perativas, es decir, entre las dos partes en las que se divide actualmente la Teoria de
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Juegos. Las formas de representacion para los distintos tipos de juegos se explican
de forma simple en la segunda seccion. La forma normal y estratégica, para juegos
no cooperativos, difieren en el grado de detalle del que se sirven para describir el con-
flicto que se estudia. Para realizar estudios de alto alcance, se hace necesario utilizar
una descripcion completa de informacion y de los posibles movimientos secuenciales
de las acciones en la situacion bajo consideracion. Los elementos principales son los
jugadores, las reglas del juego y las soluciones del mismo. Para este ultimo concepto,
observamos que en los juegos no cooperativos se habla de equilibrio y en los juegos
cooperativos de solucion del juego. El primero se refiere a las estrategias elegidas por
cada jugador para conseguir el mejor pago posible (maximizar su ganancia) teniendo
en cuenta las posibilidades con las que cuentan los demas jugadores. El segundo,
se refiere a la forma de repartir lo conseguido en la cooperacion total o parcial de
los jugadores. La primera parte del trabajo esta dedicado al analisis de los juegos
no cooperativos y del equilibrio de Nash. Se define el equilibrio de Nash y se mues-
tran algunos ejemplos sencillos. Podemos observar que la propiedad de equilibrio
de Nash es unicamente un requisito minimo para una soluciéon racional del juego.
Por ello, aparecen problemas de unicidad. Para recomendar una estrategia unica,
la Teoria de Juegos tiene que imponer mas requisitos de racionalidad a la solucién
tedrica del juego. La obra de importantes matematicos, como Harsanyi y Selten,
proporcionan una teorfa coherente®! para la seleccién del equilibrio en los juegos.
La segunda parte introduce los juegos cooperativos de n personas y se proponen
algunos modelos de cooperacion parcial. El modelo clasico de la teoria cooperativa
presupone que todos los jugadores cooperan entre si y no hay ningun impedimento
para ello. Sin embargo, la realidad impone ciertos limites a la cooperacion total.
Esto ocurre en cualquier situacién en la que los jugadores no sean afines entre si.
Estas situaciones deben modelarse, mediante juegos de n personas entre las que la
cooperacion solo es parcial. Este andlisis, comienza con los trabajos de Meyerson,
que modela las relaciones entre los jugadores mediante grafos de cooperacion. En
la dltima seccién se hace un breve repaso a los juegos de votacion ponderada y se
estudia el indice de poder en estos juegos, entendido como la contribucién marginal
esperada por un jugador que convierte a una coalicion perdedora en ganadora. El
estudio de indices de poder en las ciencia s politicas se pone de manifiesto en nu-
merosos trabajos (Herne y Nurmi (1993), Bilbao y Lépez (1994), Carreras (1988),
Calvo y Lasaga (1997), etc.). En este trabajo se presenta, de forma ilustrativa, la
interpretacion de estos juegos de votacion ponderada en el caso del poder de las na-
ciones que constituyen la Unién Europea. En la actualidad, la Teoria de Juegos se
aplica en distintas areas de conocimiento como pueden ser la investigacion operativa,
ciencias politicas, modelos de contaminacion, mercados econd micos y otras muchas,
sin olvidar, en ningin momento, que el objetivo de esta teoria es construir modelos
(matematicos) que reflejen de la forma mas aproximada posible situaciones reales
donde los individuos se enfrentan a problemas de decision multipersonales. De esto,

?LCualquier teoria normativa del comportamiento racional sélo estara terminada cuando con-
tenga una teorfa que seleccione un tnico punto de equilibrio para cada juego (Nash, 1951).
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deducimos que estos modelos de juegos nos proporcionaran normas de actuacion
mas precisas en tanto el modelo refleje con mas perfeccion la realidad.
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