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RESUMEN:

Una propuesta concreta de uso de un Sistema de
Geometria Dindmica en un entorno educativo STEM
(Science, Technology, Engineering and
Mathematics) en general y en la asignatura de
Matematicas en particular, consiste en el estudio,
manipulacién y generacion de simulaciones digitales
de mecanismos articulados.

En este articulo recopilamos propuestas que
argumentan a favor del uso de modelos mecanicos o
articulados de mecanismos, en particular los
utilizados para dibujar o trazar curvas, como un
medio de generacion de ideas 0 nociones
matematicas  complejas  apoyados por las
posibilidades de la Geometria Dindmica. Ademas,
este enfoque supone un recurso muy efectivo para la
introduccion en el aula de contextos historicos de
recreacion de la experiencia cientifica.

Presentamos dos  repositorios  digitales de
mecanismos articulados, la Kinematics Models For
Design Digital Library y el Laboratorio delle
Macchine Matematiche asi como una revision de
propuestas didacticas del uso educativo de este tipo
de mecanismos.

PALABRAS CLAVE: GEOMETRIA,
EDUCACION STEM, SOFTWARE,
CINEMATICA.

ABSTRACT:

A concrete proposal for using a Dynamic Geometry
System at an educational setting in a STEM
environment (Science, Technology, Engineering and
Mathematics) and, particularly, in the subject of
Mathematics, consists on the generation and
handling of digital simulations of mechanical
linkages.

Herein, in this article we collect proposals

arguing for the teaching of mechanical models or
articulated mechanisms and curve drawing devices
in particular, as a path to apply complex
mathematical ideas and notions which are based on
Dynamic Geometry. In addition, this perspective
constitute a powerful resource for the iniciation and
reproduction of historical contexts of scientific
experience in the classroom.
We present two digital repositories of articulated
mechanisms, the Kinematics Models For Design
Digital Library and the Laboratorio delle Macchine
Matematiche together with a review of educative
proposals dealing with these mechanisms.
KEYWORDS: GEOMETRY, STEM
EDUCATION, SOFTWARE, KINETICS
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1 INTRODUCCION

En los ultimos tiempos y ante los retos de la
educacion en el siglo XXI en un entorno tecnoldgico
y en constante evolucién, se ha producido un notable
interés en la implementacion en los sistemas
educativos de lo que se conoce como “STEM
Education” (Bybee, 2010), es decir, el desarrollo de
proyectos educativos que incluyan las &reas de
Ciencia, Tecnologia, Ingenieria y Matematicas
(Science, Technology, Engineering, Mathematics en
sus siglas en inglés).

Por otro lado, el progresivo aumento Yy
generalizacion del uso de ordenadores en el aula ha
hecho que los sistemas de geometria dindmica
(SGD), desde sus comienzos, fuesen un ejemplo
generalizado de uso de las TIC en clase de
matematicas. De esta forma, una propuesta concreta
de implementacion de un proyecto STEM en el aula
consiste en la manipulacion, estudio y generacion,
mediante un SGD, de simulaciones digitales de
mecanismos articulados de cara a generar secuencias
didacticas.

Un mecanismo articulado es un sistema mecanico
compuesto por barras rigidas unidas mediante
articulaciones. Tales articulaciones pueden permitir
pivotar o deslizar las barras entre si. Mas
concretamente, Franz Reuleaux en su Theoretische
Kinematik: ~ Grundziige einer  Theorie  des
Maschinenwesens, obra con la que establecié los
cimientos tedricos de la Cinematica moderna,
defini6 un mecanismo como la combinacion de
cuerpos resistentes conectados por medio de
articulaciones mdoviles para formar una cadena
cinematica cerrada con un eslabon fijo y cuyo
propdsito es transformar el movimiento.

Un tipo particular de estos mecanismos
articulados son los utilizados para trazar curvas, es
decir, en los que hay un punto del mecanismo que
traza una trayectoria o locus. En general, un locus
geométrico es un conjunto de puntos que satisfacen
unas determinadas condiciones. Por ejemplo, como
lugar geométrico, una circunferencia es el conjunto
de puntos que equidistan de uno fijo llamado centro.
Otro ejemplo distinto es considerar una
circunferencia ¢ de centro C. Si Q es un punto
cualquiera de dicha circunferencia, podemos
considerar el locus generado por los puntos medios
P de los segmentos CQ mientras Q se mueve a lo
largo de la circunferencia c.

En Geometria Dinamica, el término locus
generalmente se refiere a trayectorias generadas
como en el segundo ejemplo, es decir, “a la
trayectoria determinada por las distintas posiciones
de un punto (the tracer, P en el ejemplo anterior)

que corresponden a las distintas posiciones de una
construccion determinada por el movimiento de un
segundo punto (the mover, Q en el ejemplo anterior)
a lo largo de un determinado camino (c en el
ejemplo anterior” (Abanades, 2014).

Este tipo de mecanismos capaces de trazar curvas
surgieron en la antigua Grecia para tratar de resolver
problemas irresolubles con regla y compas y se
desarrollaron a lo largo de la historia, pasando por
Descartes (1596-1650) que los utiliz6 para
establecer los principios de la Geometria Analitica y
llegando a Alfred Bray Kempe (1849-1922) que
establece en su Teorema de Universalidad que para
cualquier curva algebraica real plana y para cada
punto de la misma, existe un mecanismo articulado
que la traza en un entorno de dicho punto. Hoy en
dia, estos mecanismos tienen una gran aplicacion
préctica en el campo de la robatica.

Entender el funcionamiento de  dichos
mecanismos a través de su manipulacién o creacion
mediante un SGD va a permitir a los alumnos poder
realizar distintos estudios y obtener conclusiones
propias fomentando su curiosidad, creatividad y
rigor en dichos estudios. Asimismo, estos estudios
dan la oportunidad de reforzar relaciones entre el
Algebra y la Geometria solucionando la carencia de
visualizaciones y nociones geométricas en la
educacion matematica, asi como establecer
relaciones entre matematicas e ingenieria dado que
la Geometria y la Cineméatica han estado
intimamente relacionadas en su evolucion historica
(Farouki, 2000).

Cabe destacar que existe un denominador comin
en las propuestas analizadas en este articulo como es
el recrear el contexto histérico en el que este tipo de
mecanismos fueron creados. Se puede considerar
este trasfondo histérico como un apéndice del
curriculo tradicional y usarlo para motivar a los
estudiantes y mostrar, de un modo humanistico,
tanto la matematica como la ciencia para dar una
idea de su lugar en la cultura. Ademas, el uso de
fuentes originales para plantear problemas y recrear
los entornos intelectuales que dieron lugar a distintos
conceptos cientificos, puede ser utilizado para
plantear nuevos escenarios educativos (Bussi, 1998;
Dennis, 2000; Jahnke et al, 2002; Taimina et al,
2007).

Un mecanismo articulado clasico es el inversor
de Peaucellier para el trazado de una linea recta. En
la figura 1 puede verse el esquema del mecanismo.
Consta de siete barras articuladas con los puntos O y
Q fijos que transforman el movimiento circular de la
barra QC en uno rectilineo descrito por el punto P.
Matemaéticamente, el punto P es el inverso del punto
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C respecto a una circunferencia. Es por esto que a
este mecanismo se le suele conocer como inversor.
Un video del funcionamiento de este mecanismo
esta disponible en https://youtu.be/t93Ty9lIsSul.

r

Figura 1: inversor de Peaucellier que transforma un
movimiento circular en uno rectilineo. (Fuente:
elaboracion propia)

El objetivo del presente articulo consiste en
estudiar propuestas didacticas existentes y justificar
el uso, manipulacion y estudio de mecanismos
articulados y su generacion digital mediante un SGD
para generar actividades concretas de aplicacion al
aula y escenarios de aprendizaje en un entorno
educativo STEM.

2 ENTORNO EDUCATIVO STEM

En la actualidad, los gobiernos de todos los paises
desarrollados son conscientes de que no se esta
preparando a suficientes alumnos y profesores en las
areas de Ciencia, Tecnologia, Ingenieria y
Matematicas de cara a una economia basada en el
conocimiento tecnoldgico (European Parliament,
2015; Gonzalez y Kuenzi, 2012; Marginson et al,
2013; OECD Publishing, 2012; Rothwell, 2013).
Podemos hablar de alfabetizacion cientifica
(American Association of Advancement of Science
AAAS, 1993) como la capacidad de entender, tomar
decisiones y aplicar el conocimiento cientifico de la
ciencia al vivir diario. Asi, la alfabetizacion
cientifica de la poblacion es un factor crucial para el
desarrollo econémico de un pais ya que la
generacion de valor agregado va acompafiada de la
generacion de conocimiento cientifico, del

desarrollo tecnoldgico y de la innovacion (OCDE
2007).

Sin embargo, la realidad es que mientras que la
demanda de titulados universitarios en Ciencias,
Tecnologia, Ingenieria y Matematicas crecera en
Europa un 14% hasta 2020, en Europa solo el 17%
de los alumnos de ensefianzas superiores cursan
estas especialidades, mientras que en Corea del Sur
optan por ellas el 29% de los estudiantes y en China
y Taiwan el 31%. En Espafia solo 13 de cada 1000
personas han completado estudios en estos campos
(European Parliament, 2015).

Para dar respuesta a esta situacion, surge la
propuesta STEM como una estrategia coordinada

para la educacion en niveles anteriores a la
universidad en Ciencia, Tecnologia, Ingenieria y
Mateméaticas enfocado en el desarrollo de
competencias 'y habilidades tecnoldgicas y

personales (Bybee, 2010).

Rodger W. Bybee (2013) indica la ausencia de
una identificacion de este acr6nimo con unas
practicas educativas claras en los diferentes niveles
educativos y propone una serie de retos para llegar a
concretar dichas précticas. Uno de ellos consiste en
el uso de contextos, es decir, remarca la necesidad
de realizar una ensefianza basada en contextos que
enfrente al alumnado a problemas y situaciones que
le lleven a desarrollar sus competencias y utilizar las
cuatro areas que forman STEM, para entender las
situaciones que se le puedan plantear como
ciudadanos y construir soluciones a ellos.

Ademas, propone una serie de objetivos de una
educacion enfocada desde STEM referidos a qué se
pretende que alcance el alumnado, entre los que
destacan el de adquirir conocimientos, habilidades y
actitudes para identificar cuestiones y problemas en
la vida real, explicar el mundo natural y el
"disefiado" y obtener conclusiones basadas en
pruebas acerca de cuestiones relacionadas con
STEM.

La propuesta del uso de los mecanismos
articulados para generar esos contextos, supone una
solucién optima al reto planteado, a la vez que
permite alcanzar dicho objetivo.

La idea no es nueva. Jan Comenius (1592-1670)
ya defendia hace casi 400 afios en su Didactica
Magna (1657) la importancia de la manipulacion de
objetos concretos en toda experiencia individual de
construccion de conocimiento:

Whatever is to be done, must be learned by
doing it. Mechanics do not detain their
apprentices for a long time with meditations:
they put them to work at once, that they may
learn to forge by forging, to carve by carving,
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to paint by painting, etc. So the pupils should
also learn at school to write by writing, to
speak by speaking, to count by counting, etc.
Then the schools are workshops filled with
the sound of work (Comenius, 1657).

Franz Reuleaux (1829-1905), considerado como
el padre de la Cinematica, creia que hay principios
cientificos detras de la invenciéon y creacion de
nuevas maquinas, lo que se conoce actualmente
como sintesis de mecanismos. Asi, construy0 una
coleccion de maquetas de mecanismos articulados
con un proposito educativo en estudios de
ingenieria.

Sobre esta base, el uso y estudio de maquetas de
este tipo o, con las posibilidades de hoy en dia, de
simulaciones digitales de mecanismos articulados,
propicia una experiencia conjunta entre Ingenieria
(Cinematica) y  Matematicas (Geometria)
permitiendo la visualizacion de los efectos de la
variacion de parametros en un mecanismo
articulado, primero de forma cualitativa y, en ultima
instancia, de forma cuantitativa.

En el prélogo del libro de Brian Bolt se puede
leer:

Desde la revolucion industrial hemos estado
rodeados de multitud de maquinas vy
mecanismos a cual mas ingenioso, de un
verdadero tesoro de formas, objetos y perfiles
moviles en interaccion mutua, cuyo estudio
proporcionaria un gran entendimiento de las
relaciones geométricas con el plano y el
espacio (Bolt, 1992).

Presenta una interesante  coleccion de
matemaquinas, es decir, de artilugios mecanicos
corrientes con la interpretacion matematica que hay
detras de sus movimientos, abriendo un campo
magnifico para profundizar en aspectos geométricos
y tecnoldgicos de una forma sencilla.

Por su parte, John Bryant and Chris Sangwin
tratan de mostrar porqué los matematicos deben
tratar seriamente los problemas préacticos de la
ingenieria en base a los retos matematicos reales que
estos presentan (Bryant y Sangwin, 2011) vy
proponen una serie de recursos para un trabajo
conjunto. Los mecanismos articulados aparecen en
el capitulo 2 (mecanismos para trazar una linea
recta) y en el capitulo 3 (mecanismos articulados de
cuatros barras) con explicaciones matematicas de su
funcionamiento y sus aplicaciones en ingenieria,
resaltando los autores el valor didactico de la
realizacion de los modelos fisicos como
experimentos matematicos y recomendando el uso
de un SGD para su simulacion digital.

De cara a implementar en Secundaria actividades
STEM, tenemos el libro de Banks y Barlex (2014),
donde se concretan propuestas de aplicacion al aula
bajo la metodologia de aprendizaje basado en
proyectos. En el capitulo sobre matematicas, los
autores resaltan las oportunidades didacticas del uso
de mecanismos articulados de cuatro barras y su
andlisis matematico en un proyecto de generacion
digital de los mismos como partes de juguetes
animados (pp. 122, 123).

También podemos ver propuestas de uso de un
SGD (Geogebra en este caso) en Didactica de
Mecanismos y Teoria de Maquinas (lIriarte et al,
2014) para simular mecanismos e interactuar con
ellos en el Grado de Ingenieria Mecanica de la
Universidad Puablica de Navarra con resultados
satisfactorios.

De esta forma, vemos que la implementacion de
propuestas educativas basadas en el uso, generacion
digital y estudio de mecanismos articulados dan
lugar a préacticas de aula coherentes con los
principios y objetivos de un entorno educativo
STEM.

3 VISUALIZACION Y MATEMATICAS

La mayoria de matematicos estardn de acuerdo en
qgue son las demostraciones las que marcan la
diferencia entre las matematicas y el resto de
disciplinas cientificas. Por otro lado, todos los
sistemas educativos inciden en la necesidad de que
los estudiantes justifiguen y expliquen sus
razonamientos.

Sin embargo, casi todos los estudiantes suelen no
entender el prop6sito de las demostraciones
matematicas. En el caso particular de la Geometria,
los SGD estdn contribuyendo de forma muy
importante a un acercamiento empirico a la misma y
suponen una  herramienta de aprendizaje
constructivista con el potencial de transformar el
proceso de ensefianza y aprendizaje de la Geometria.

De Villiers (1998) critica la excesiva atencion
gue se presta a la verificacion de una demostracion
en las clases de matematicas, asegurando que en un
entorno de geometria dinamica hay que considerar
las demostraciones mas como una explicacion que
como una verificacion de un resultado concreto.

Por otro lado, Laborde et al (2006) analizan las
posibilidades de la Geometria Dindmica a la hora de
generar escenarios educativos en los que sea
necesaria una demostracion matematica para
explicar lo que se observa en una pantalla de
ordenador. Asi, el uso de un entorno educativo de
Geometria Dinamica rompe la separacion tradicional
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entre accion (manipulacion asociada a la
observacion y la descripcion) y deducciéon (como
actividad intelectual generado a partir de objetos
especificos).

Cabe destacar que histéricamente el concepto de
funcion se desarroll6 desde la creacion de una curva
a través de un movimiento geométrico o fisico, por
ejemplo, con un mecanismo articulado. Después, la
curva es analizada segin sus propiedades
geométricas para llegar a su representacion
algebraica (ecuacion). Descartes utiliz6 mecanismos
articulados para construir curvas y, estudiando las
propiedades de la construccion, obtuvo la ecuacién
de la curva en relacion a un sistema de coordenadas
dando lugar a la Geometria Analitica.

Durante el siglo XIXy principios del siglo XX se
produjo en los sistemas educativos una
“algebrizacion de las matematicas” fomentandose el
trabajo simbdlico de una forma casi absoluta en
perjuicio de los  razonamientos  visuales
traduciéndose en la escasa implantacion de la
Geometria y las aproximaciones visuales. Sin
embargo,

la intuicibn que provee la visualizacion
matematica no es (...) un sustituto superficial
del razonamiento sino el tipo de intuicién que
penetra en el corazon de una idea dando
profundidad y sentido al entendimiento,
ayudando a la resolucion de problemas e
inspirando descubrimientos creativos
(Zimmermann y Cunningham, 1991).

En este sentido, cabe citar la frase de Stephen
Hawking: Equations are just the boring part of
Mathematics. | attempt to see things in terms of
Geometry.

Por otro lado, la cinematica florecié en el siglo
XIX en la medida en que los inventores de maquinas
aprendieron a transmitir potencia de un elemento de
la maquina a otro. El disefio y construccion de
maquinas de vapor y de agua supuso una revolucion
en el siglo XIX. Esta fuente de energia genera un
movimiento circular continuo que es necesario
convertir en otro movimiento no continuo linear o
curvo para su aplicacion industrial. Asi, ingenieros y

matematicos idearon, diseflaron y construyeron
multitud de  mecanismos articulados  que
transformaban un  movimiento  circular en
movimientos no circulares, rectilineos,

tridimensionales, intermitentes, etc. en funcion de la
necesidad mecénica (Moon, 2003).

En el caso que nos ocupa, la construccion y
estudio de este tipo de sistemas articulados va a
generar una relacion entre los razonamientos
deductivos y la experimentacion con simulaciones

digitales (construcciones geométricas dindmicas).
Este tipo de mecanismos pueden inscribirse en la
frontera entre el campo de la experiencia mecanica y
la experiencia geométrica. Ademas, la construccion
de modelos geométricos dinamicos requiere que los
alumnos analicen, recuerden y apliquen propiedades
geométricas basicas.

Los mecanismos articulados presentes en la
realidad cotidiana, asi como en maquinas historicas,
suponen un contexto Gptimo para el desarrollo de las
habilidades visuales de los alumnos. Los
mecanismos articulados contienen una carga
geométrica muy apropiada para el aprendizaje de las
matematicas en Secundaria y Bachillerato ademas de
que, trabajando con simulaciones dinamicas, se
permite a los alumnos analizar relaciones y elaborar
conjeturas. Explicar por qué los sistemas articulados
funcionan como lo hacen va a propiciar en los
alumnos el entendimiento de conceptos geométricos,
el razonamiento deductivo y la motivacion por las
demostraciones matematicas.

4 RECURSOS Y PROPUESTAS

Presentamos en este apartado dos colecciones de
modelos de mecanismos articulados y analizamos
varias propuestas didacticas concretas y recursos
para su uso en el aula.

4.1 Kinematics Models For Design Digital
Library (KMODDL)

Dependiente de la Universidad de Cornell (Ithaca,
NY, Estados Unidos), KMODDL es un recurso
multimedia de libre acceso para la ensefianza y el
aprendizaje de los principios de la cinematica - la
geometria del movimiento - asi como la historia y
teoria de maquinas. En su pagina web
http://kmoddl.library.cornell.edu, podemos encontrar
un espacio pedagégico disefiado para profesores e
investigadores. El origen de este recurso es la
Coleccion de Mecanismos Cinematicos de
Reuleaux.

Franz Reuleaux establecié los cimientos de la
cinematica siendo el primer ingeniero en aplicar
ideas topolégicas en cinematica. Creia en el uso
didactico de estos modelos para presentar conceptos
matematicos y  cinematicos. La  principal
contribucién de Reuleaux a la cinematica (Moon,
2003) fue su uso de restricciones y topologia
geométrica de cara a generar herramientas para la
sintesis cinematica. Decia que una maquina esta
formada por uno 0 més mecanismos que pueden ser
descompuestos en cadenas cinematicas. Asi cred un
lenguaje simbdlico con el que clasificar una maquina
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(mediante letras del alfabeto) y una sintaxis para
cadenas cinematicas que propuso como lenguaje
para la invencion de maquinas. Por ejemplo, la letra
S corresponde a mecanismos para trazar la linea
recta (Straight-line mechanisms).

De este modo, disefi0 y construy6 una coleccion
de 800 modelos fisicos (figura 2) y envié 350 a
universidades de todo el mundo. Aungue gran parte
de su coleccion fue destruida en la Segunda Guerra
Mundial, la mayor parte que Se conserva
corresponde a la de la Universidad de Cornell que,
desde 2002, lleva trabajando en el proyecto
KMODDL presentando estos modelos en Internet
con imagenes, informacion historica y videos
interactivos que permiten explorar cdmo funcionan.
Una parte importante de este proyecto es explicar los
principios matematicos presentes en cada modelo
para su uso en el aula (Taimina et al, 2007).

| gl

Figura 2: inversor de Peaucellier. Modelo de la
Coleccidon Reuleaux. (Fuente: KMODDL)

Complementario a la coleccién de Reuleaux,
KMODDL también presenta como recursos la
Coleccion Clark de Movimientos Mecanicos (Museo
de Ciencias de Boston) y la Coleccion Redtenbacher
de Mecanismos (Universidad de Karslruhe) y esta
digitalizando la Coleccion |Illinois de ruedas
dentadas (Universidad de Cornell), la Coleccion
Reuleaux (Universidad Técnica Estatal Bauman de
MoscU) y la Coleccion Schroder (Fundacion para la
Ciencia y la Tecnologia de Florencia). Ademas,
presenta una coleccion de cincuenta textos

completos en formato electronico abierto sobre
cinematica e historia y teoria de maquinas.

Las propuestas didacticas estan presentes en el
apartado “Tutorials” donde, en estos momentos,
podemos encontrar nueve propuestas entre las que
destacamos las dos més relacionadas con el tema del
presente articulo: “Machine Motion Design” donde
se presenta un proyecto didactico de 9 semanas de
duracion para la clase de Tecnologia acerca del uso
de mecanismos articulados con alumnos de los
grados 7 y 8 (1° y 2° de ESO) y “Example of
KMODDL Use in Geometry Course” donde
encontramos applets de Java con simulaciones
digitales de mecanismos articulados realizados con
el SGD Cinderella.2. Mediante su manipulacion se
trabaja el concepto de la inversion de circunferencias
y su aplicacion en el mecanismo de Peaucellier para
el trazado de la linea recta mostrando las
posibilidades educativas de este recurso.

4.2 Laboratorio delle Macchine
Matematiche

El Laboratorio de Maquinas Matematicas de la
Universidad de Modena y Reggio Emilia
(http://www.mmlab.unimore.it/site/home.html) es un
laboratorio de investigacion en Didactica de las
Matematicas (en particular de la geometria)
mediante el uso de la coleccion de reconstrucciones
artesanales de instrumentos matematicos antiguos.

A comienzos de los afios 80, un grupo de
profesores del Liceo Tassoni de Mddena inicié la
construccion de copias funcionales de antiguos
mecanismos geométricos en colaboracion con
algunos docentes del Departamento de Matematicas
de la Universidad. De esta forma, surgidé la
Associazione Macchine Matematiche cuya web es
http://www.macchinematematiche.org/. Desde
entonces ha estado desarrollando material educativo
relacionado con los mecanismos presentes en la
coleccion.

La Coleccion de Maquinas Matematicas del
Laboratorio se construy6 tras haber experimentado
acerca de su posible utilidad didactica, basandose en
indicaciones extraidas de la literatura cientifica y
técnica desde la Grecia clasica hasta principios del
siglo XX (Quevedo, 2005).

El proyecto educativo pretende disefiar,
implementar y analizar experiencias didacticas
efectivas que introduzcan a los alumnos en la
dimension tedrica de las matematicas y en
razonamientos de pruebas y teoremas mediante la
manipulacion de mecanismos articulados y otros
instrumentos que tracen curvas (Bussi, 1998).
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En la web de la Associazione, en el apartado
“Macchine e Simulazioni”, encontramos la
coleccion de mas de 150 Matemaquinas (Macchine
Matematiche) divididas en seis apartados (aunque
algunos se solapan):

Conicografos (mecanismos que trazan conicas).
Transformaciones.

Mecanismos que trazan curvas planas.
Perspectiva.

Solucién mecanica de problemas.

Teorema de Pitagoras.
Los aparatos mas relacionados con el tema del
presente articulo son tanto los conicégrafos como los
mecanismos articulados que trazan curvas planas
(figura 3).

Figura 3: reconstruccion del mecanismo articulado de
Newton para trazar la cisoide y la estrofoide y simulacién
digital del mismo. (Fuente: Laboratorio delle Macchine
Matematiche)

En cada apartado se presentan numerosos
mecanismos presentando una reproduccion de cada
aparato, una explicacion del funcionamiento y
justificacion matematica del mismo y una
simulacién digital manipulable del aparato (Esplora
la macchina) realizada con el SGD Geogebra.

Presenta una seccion de material didactico y una
seccion de fuentes historicas. Mas interesante es el
material “Coniche e conicografi” de la seccion
“Visite in Laboratorio” en el que se pueden
encontrar hojas de trabajo (nivel basico y avanzado)
sobre cinco conicografos que, o bien se pueden ver
fisicamente en una visita o bien se pueden investigar
a través de videos o simulaciones en Geogebra de
cada aparato.

4.3 Propuestas didacticas y mas recursos

Como hemos comentado, Reuleaux fue el primer
ingeniero e aplicar ideas topoldgicas en cinematica
(Taimina et al, 2007). Ademés, prestd6 mucha

atencion a la educacion y al de las

matematicas. Asi, escribio:
The instruction in the polytechnic school has
of necessity to adopt as fundamental
principles the three natural sciences -
mechanics, physics, and chemistry, and the
all- measuring master art of mathematics
(Reuleaux, 1885).

anticipando un entorno educativo STEM.

Robert C. Yates (1904 - 1963) fue un ingeniero
estadounidense que en 1941 publica una tratado con
gjercicios de Geometria para futuros profesores de
Matematicas en el que hace un estudio de distintas
curvas y propone una serie de mecanismos
articulados muy sencillos que describen algunas de

ellas (Figura 4).

papel

|-

Figura 4: Lamina relativa al inversor de Peaucellier.
(Fuente: Geometrical Tools: A Mathematical Sketch
and Model Book de R. C. Yates)

Incidiendo en las posibilidades didacticas de los
mecanismos articulados, consta en el prefacio del
libro:

Somewhat in the nature of an experiment, this
book has been designed specially for college
students who are prospective teachers of
mathematics. It serves not only to focus their
attention upon the geometrical tool and the
precise manner in wich it is used, but also
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furnishes them with abundant material that
can and should be introduced into high school
work (Yates, 1941).

Hoy en dia, complementar este trabajo con las
posibilidades de un SGD ofrece una oportunidad
para el desarrollo de secuencias didacticas en un
entorno STEM.

Ivan lvanovich Artobolevski, ingeniero mecanico
y cientifico ruso y primer presidente de la
Federacion Internacional de Teoria de Maquinas y
Mecanismos, public6 en 1959 un tratado
enciclopédico donde, ademas de generalizar el
trabajo de sus predecesores, desarrolla una teoria
para el compendio de mecanismos para la
generacion de curvas planas. Este método para la
busqueda de las soluciones mas simples se obtiene
del estudio de las propiedades geométricas
individuales de cadenas cinematicas (mecanismos
articulados) combinado con las propiedades
analiticas y geométricas de las curvas a generar
como trayectorias de dichos  mecanismos.
Artobolevski lo llama método geometro-algebraico
ya que combina métodos geométricos de
construccion con el andlisis tedrico de curvas
algebraicas y transcendentes (Artobolevski, 1964).
En el prefacio de la edicion en inglés, se reconoce la
supremacia de Rusia en teoria de mecanismos a
fecha de su publicacion e indica que la traduccion
del libro estimulara nuevos enfoques en la ensefianza
del disefio cinematico, de la sintesis de mecanismos
en paises anglosajones.

David Dennis de la Universidad de Cornell
(Dennis, 1995) propone experimentar con
mecanismos articulados que tracen curvas ya que
este tipo de aparatos jugaron un papel histérico
fundamental en el desarrollo de la Geometria
Analitica, el simbolismo algebraico, el célculo y el
desarrollo del concepto de funcién. Presenta una
estudio de caso con dos alumnos de Bachillerato que
trabajaron con maquetas en plexiglas de tres
elipsografos diferentes con los que, simplemente
indicandoles el funcionamiento de dichos aparatos,
fueron preguntados acerca de las curvas que
trazaban, las posibles situaciones en las que distintos
mecanismos podian o no trazar la misma curva y
cémo el movimiento de cada mecanismo se podria
representar algebraicamente (figura 5).
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Figura 5: apuntes de un estudiante trabajando con
maquetas de elipsografos. (Fuente: Dennis, 1995)

En sus conclusiones del trabajo con los alumnos,
Dennis sefiala que la efectividad de promover un
didlogo equilibrado entre movimientos fisicos
coordinados (mecanismos articulados) y el lenguaje
algebraico (Geometria Analitica) para que los
alumnos  entiendan  contenidos  matematicos
profundos. Por otro lado, deja en el aire trabajar con
este tipo de mecanismos, en vez de con maguetas
fisicas, mediante simulaciones digitales realizadas
con un SGD. Cabe destacar que en 1995 no existia la
gran variedad de SGD disponibles hoy en dia.
Dennis trabajé con las primeras versiones de
Geometer's Sketchpad (presentado en 1989). Tal y
como indica, ojala que aparezcan nuevos programas
informaticos que sean capaces de simular
mecanismos articulados de una forma sencilla
(Dennis, 1995).

Hoy en dia, tanto Geogebra como Cinderella.2,
por ejemplo, cumplen con creces (y de forma
gratuita) este objetivo. En este sentido, en
https://vimeo.com/channels/732336 se tiene acceso a
un canal de cinco videotutoriales para generar
animaciones de sistemas articulados y las curvas
generadas por los mismos mediante el programa de
geometria dindmica Cinderella.2.

Ya hemos comentado el trabajo que llevan
realizando desde hace afios las docentes Daina
Taimina con la Kinematics Models For Design
Digital Library de la Universidad de Cornell
(Taimina et al, 2007) y Maria Bartolini Bussi desde
el Laboratorio delle Macchine Matematiche de la
Universidad de Mdédena y Reggio Emilia (Bussi,
1998; Bussi et al, 2004).

Relativo al uso educativo de mecanismos
articulados enfocado en trabajar las demostraciones
matematicas con el alumnado mediante un Sistema
de Geometria Dinamica, destacamos el trabajo de
Jill Vincent y Barry McCrae de la Universidad de
Melbourne (Vincent y McCrae, 2000). Sostienen
que el uso de mecanismos articulados es un
excelente recurso educativo para trabajar conceptos,
demostraciones geométricas y realizar
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razonamientos y deducciones y resaltan la
motivacion que supone para los alumnos el uso de
este recurso. Vincent (2003) presenta un estudio con
alumnos de grado 8 (1° de ESO) en la linea del
trabajo de Dennis antes mencionado enfocandolo, en
este caso, en la elaboracién por parte de los alumnos
de conjeturas y su posterior comprobacion. Para su
estudio, utiliz6 tanto maquetas fisicas como
simulaciones digitales (realizadas con Cabri) de
mecanismos articulados como un trisector de Pascal
0 un pantografo de Sylvester. El trabajo completo
puede verse en su tesis doctoral Mechanical
linkages, dynamic geometry software, and
argumentation: Supporting a classroom culture of
mathematical proof.

En la misma linea de Didactica de las
Matematicas y como recurso online con
simulaciones digitales, esta el trabajo realizado en
los Gltimos afios por el grupo G4D sobre Geometria
Dinamica. Relativo al tema del presente articulo,
tenemos Matemaquinas, inspirado en el libro de Bolt
(Mora Sanchez, 2007) en el que el autor, José
Antonio Mora Sanchez del IES Sant Blai de
Alicante, presenta simulaciones de objetos
mecanicos (figura 6) de la vida cotidiana (el gato
elevador, el funcionamiento del motor de la maquina
de vapor, el mecanismo de brazo oscilatorio o el
cilindro hidraulico) que sirven de base para estudiar
distintas formas de construir el tridngulo que tiene
un lado de longitud variable y aplicarlo a nuevas
situaciones, como la puerta levadiza de los garajes,
la aguja en la magquina de coser, la limadora o las
maquinas utilizadas en la construccién que utilizan
brazos articulados. Para cada disefio se relata la
secuencia de construccion con Geometria Dinamica,
de forma que se resaltan sus propiedades y se analiza
la forma en que esta construccion geométrica se
utiliza en mecanismos de la tecnologia.

B (mowver)

Figura 6: Simulacidn en Geogebra de un motor de doble
recorrido. (Fuente:
http://jmora7.com/Mecan/Mecan/index6.htm)

El acceso al recurso estd disponible en
http://jmora7.com/Mecan/Mecan/index9.htm.  Las
simulaciones estan realizadas con Geogebra aunque
en sus primeros tiempos, se realizaron con Cabri II.
Como indica el autor en la Guia Didactica:

Los mecanismos se convierten en un contexto
para hacer Geometria y para comprender el
funcionamiento de muchos de los objetos que
nos rodean. Es muy importante poder trabajar
estos temas desde la optica de las matematicas
y completarla con aportaciones de otras areas
como la fisica, la tecnologia, la educacion
fisica, la plastica o la informatica.

En la tesis doctoral de Héctor Arturo Soto
Rodriguez (2010), podemos encontrar un pequefio
estudio histérico de mecanismos articulados y una
investigacion con alumnos de Bachillerato utilizando
maquetas fisicas de dos elipsografos y un
paraboldgrafo: elipségrafo de palancas y colisa de
inwards, antiparalelogramo articulado de Van
Schooten y parabolografo de palancas y colisa de
inwards (figura 7). Realiza simulaciones digitales de
los mismos (con Geogebra) y presenta hojas para el
trabajo con los alumnos con actividades enfocadas al
concepto geométrico de conica.

Figura 7: mecanismos articulados construidos en acrilico.
(Fuente: Soto Rodriguez, 2010)

Complementario a esta tesis, en el articulo de
José Carlos Cortés Zavala y Héctor Arturo Soto
Rodriguez (Zavala y Rodriguez, 2012), se presentan
los resultados de la investigacién con alumnos
relativa a Geometria Analitica con el elipsografo de
palancas y colisa de inwards y el antiparalelogramo
articulado de Van Schooten. Se implementé una
actividad por cada uno de los artefactos a través del
uso de hojas de trabajo, las cuales guiaban a los
estudiantes para que ellos pudieran construir el
concepto formal de elipse, respondiendo las
preguntas correspondientes en cada actividad, asi
como manipulando el elipsdgrafo en cuestion
mediante un aprendizaje cooperativo. Concluyen
que:

Trabajar  con  instrumentos  concretos
(mecanismos articulados) en el aprendizaje es
viable ya que, se observé que la mayoria de
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los estudiantes se motivan trabajando con
ellos, es una dindmica muy distinta a la de una
clase cotidiana, ademéas el concepto en
cuestion es construido por ellos mismos por lo
que este puede ser mas duradero.

Incidiendo en la eficacia del uso de simulaciones
digitales de mecanismos en un entorno educativo
STEM pero enfocado a la Ingenieria, tenemos el
trabajo de Peron et al (2011). Realiza una
simulacion digital de un mecanismo de vélvulas de
un motor de combustion interna mediante el
software Adams de modelado de sistemas mecanicos
(figura 8) y justifica las posibilidades didacticas de
este tipo de recurso para estudiantes de Ingenieria.

Name
1 Came
2 Rod
3 Rocker
4

5

Tool
Spline
Cilinder
Spline
Revolution
Revolution/circle

Valve
Supports

Figura 8: simulacion digital de un mecanismo de valvulas
realizado con Adams/View. (Fuente: Peron et al, 2011)

Esta simulacidén permite entender qué ocurre en
el mecanismo en términos de desplazamiento,
velocidad y aceleracion de la valvula en funcion del
tiempo. Ademas, permite determinar las fuerzas
dinamicas que actGan durante el movimiento del
mecanismo. La combinacion de dos herramientas del
software, Adams/View que crea las simulaciones y
Adams/Postprocessor que permite generar videos del
mecanismo en funcionamiento con las gréaficas de
distintos parametros, supone una interesante
metodologia para la ensefianza de la cinematica de
mecanismos.

Otra propuesta didactica enfocada al ambito de la
Ingenieria es la relativa al trazado de cicloides,
hipocicloides y epicicloides (Flérez et al, 2011) de la
Universidad Politécnica de Madrid. Mediante el
SGD Geogebra, se realizan construcciones
dindmicas del trazado de estas curvas con
aplicaciones practicas en Ingenieria para el disefio de
partes mecanicas con engranajes. Concluyen
indicando que el uso de simulaciones digitales de
estos mecanismos ayudan a entender distintos
conceptos mecanicos, permiten al profesorado
disefiar su propio itinerario didactico y esperan que
otros docentes hagan uso de este tipo de recurso para
desarrollar el pensamiento critico en sus alumnos.

Relativa a la Didactica de las Matematicas y las
transformaciones en el plano, tenemos la tesis
doctoral de Fontes (2012) en la que hace uso de

simulaciones digitales de distintos mecanismos
articulados (figura 9) para presentar una secuencia
didactica para ensefianza media analizando el
proceso de aprendizaje de los alumnos mediante la
teoria de pensamiento geométrico de Van Hiele y la
teoria de Duval sobre registros de representaciones
semidticas.

Los mecanismos articulados utilizados para cada
transformacion en el plano fueron:
Rombo articulado (simetria axial).
Pantdgrafo de Sylvester (rotacion).
Trasladador de Kempe (traslacion).
Pantdgrafo de Scheiner (homotecia).

Figura 9: pantdgrafo de Sylvester para realizar rotaciones
en el plano. (Fuente: Fontes, 2012)

La secuencia didactica esta compuesta de tres
etapas:

1. Exploracion, en la que los alumnos
manipulan  las  simulaciones  digitales
entendiendo su  funcionamiento y la

transformacién que realizan
Construccion, en la que los alumnos generan
digitalmente en Geogebra las simulaciones
de los mecanismos siguiendo un protocolo de
construccion
Argumentacién, en la que hay que explicar
porqué los mecanismos realizan las
transformaciones correspondientes

Concluye incidiendo en el alto grado de
motivacion para el alumnado y la eficacia que
supone el uso de este recurso remarcando que se
debe trabajar mas en esta etapa educativa la
argumentacion geométrica.

Como propuesta y recurso digital online relativa
a mecanismos articulados que trazan curvas y su
relacion con el concepto de funcion, tenemos la de
Sanchis (2014) que se puede consultar en la web de
la  Mathematical  Association of  America
http://www.maa.org/press/periodicals/convergence/h
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istorical-activities-for-calculus-module-1-curve-
drawing-then-and-now.

Comienza recordando el proceso seguido por
Descartes para establecer los cimientos de la
Geometria Analitica, es decir, obtener ecuaciones de
curvas obtenidas mecanicamente mediante el
movimiento de un mecanismo articulado. Presenta
después tres conicografos de los seis que disefid
Franz van Schooten el joven en su tratado De
organica conicarum sectionum in plano descriptione
tractatus publicado en 1675 (figura 10). Del
parabolografo hace una simulacién digital con
Geogebra, muestra cuatro métodos para el trazado
de elipses y presenta una serie de ejercicios al
respecto apoyados con applets online de Geogebra.

Figura 10: conicégrafos de van Schooten. (Fuente: De
organica conicarum sectionum in plano descriptione
tractatus)

Terminamos esta recopilacion de propuestas
didacticas relativas al uso de mecanismos
articulados con una secuencia didactica relativa a la
utilizacion de conicografos del siglo XVII para
Secundaria y Bachillerato (Manzano, 2016). Se
describen los seis conicografos disefiados por Franz
van Schooten y se presentan tres actividades a
realizar con los alumnos al respecto con los
objetivos de:

e Conocer las conicas y los elementos de las

conicas.

e Consultar documentacion original del siglo
XVII e interpretar la informacion contenida
en ella.

e Construir digitalmente los conicdgrafos de
Van Schooten.

e Conocer las ecuaciones algebraicas de las
conicas.

o Relacionar estas ecuaciones
conicégrafos que las generan.

con los

Figura 11: elipségrafo de VVan Schooten en el que se
pueden cambiar las medidas y posicion para ajustarlo a la
grafica de una elipse. (Fuente: Manzano, 2016)

Tomando como base el SGD Cinderella.2, se
presentan tres actividades:
1. Las conicas, utilizando las herramientas de
trazado de conicas de Cinderella.2.

2. Generacion digital de conicografos, tomando
como base la fuente original del tratado de
van Schooten.

3. Relacionando curvas y ecuaciones, mediante

simulaciones digitales de los conicégrafos y
conicas generadas algebraicamente (figura
11).
Se concluye diciendo que:

Entender el funcionamiento de este tipo de
mecanismos con la ayuda de la Geometria
Dinamica en un entorno de aprendizaje por
descubrimiento, supone una motivacion para
el alumnado con el objetivo de llegar a
demostraciones matematicas rigurosas a la
vez que muestra las relaciones entre el
Algebra y la Geometria (Manzano, 2016).

5 DISCUSION

Una propuesta metodolégica STEM debe potenciar
la comprension de como funcionan las cosas y
mejorar el uso de la Tecnologia y mas en programas
educativos referidos a un entorno tecnolégico.

La propuesta de uso de mecanismos articulados,
ademéas del interés que tienen por si mismos,
constituye un recurso excelente para relacionar
problemas actuales de disefio geométrico y control
de movimiento mediante el uso de recursos de
Geometria Dindmica y fomenta el disefio actividades
gue conectan las Matematicas y la Tecnologia. Estas
actividades permiten trabajar conceptos basicos, la
resolucion de problemas y un aprendizaje basado en
la investigacion.

Hemos visto que el uso de maquetas o
simulaciones digitales de estos mecanismos y el
estudio de su movimiento, supone una motivacion
en el alumnado para su trabajo en el aula. También,
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da lugar a la recreacion de contextos historicos de
generacion de ideas en la ciencia lo que permite
realizar propuestas de trabajo de forma
interdisciplinar.

Hemos realizado una recopilacion de recursos y
trabajos que, haciendo uso de mecanismos
concretos, permiten trabajar conceptos abstractos y
complejos desde el punto de vista de la Geometria y
la Cinematica.

De cara a desarrollar secuencias didacticas
STEM, creemos que las propuestas presentadas,
principalmente enfocadas en la Didactica de las
Matematicas, deben ser complementadas con
actividades relativas a tecnologia abriendo un
camino muy interesante para innovar en el aula.
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