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RESUMEN
Analizamos la actual en tomo a | i6n matemdtica, con particular énfa-
sis on as ideas introducidas por s demostraciones sistida por ordenador y por Ia llamada
ademés la pucden e esas ides sobre
el concepto d i diferentes fun-
ciones que puedc dcsempenur Ia demostracidn en su vertientes :xplxcnnva comunicativa,
la de resultados y como transmisora de
conocimientoy. conviocéns Fma]meme se ofrecen algunas conclusiones sobre problemas rela-
cionados con Ia inuici6n, Ia 16gica, I certeza, el conocimiento y el falibilismo, desde la pers-
pectiva de las que favorecen pirista de la matemética.
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ABSTRACT
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addition, the influence that those ideas may have on the concept of proof is examined, and a
characterization is proposed taking into consideration the functions that such a concept of proof
may perform according to its different aspects as explanation, communication, systematization,
as a way to increase understanding of results, and as a way to transmit knowledge and conviction.
Finally, and from this perspective on proofs, some conclusions are offered about problems
connected with intuition, logic, certainty, knowledge and fallibilism, that favor a quasi-empirical
view on mathematics.
KEYWORDS
PROOF, COMPUTER-ASSISTED PROOF, MATHEMATICAL KNOWLEDGE, QUASI-
EMPIRICISM.

I. INTRODUCCION

DESDE QUE LAKATOS ESCRIBIERA SU POLEMICA TESIS sobre la 16gica del descu-
brimiento matematico y desde que los mateméticos comenzaran a aceptar de-
mostraciones asistidas por ordenador, la idea de demostracién ha sido objeto
de debate matematico y filoséfico. El problema, no obstante, se puede remon-
tar hasta finales del siglo XIX cuando surgieron las paradojas, cuya solucién
trajo consigo un refinamiento de la idea fregeana de demostracién, que se con-
vertiria en objeto de estudio matematico desde la perspectiva de la teoria de la
demostracion. Aunque estos desarrollos han propiciado una idea de demostra-
cion formal absolutamente rigurosa, en principio no han evitado que la polé-
mica continuara. Asi, desde la misma matemitica han surgido algunas voces
que discrepan de los valores de esta idea de demostracion. Los ejemplos que
tlustran las ideas que los materndticos tienen sobre lo que sea la demostracién
en ese periplo la alejan de la idea de demostracién formal, y en todo caso no se
confunden con ésta, y la acercan mds a la idea de argumento que transmite la
suficiente conviccion como para forzar a los expertos en el tema al asentimien-
to. Una demostracién matemitica no es una demostracién formal porque los
matematicos no suelen presentar sus demostraciones formalizadas y porque
estas no juegan un papel significativo en la prictica matematica real. Que algo
sea formalizable en principio, no significa que sea formalizable en la prictica.
Ademas, la formalizacién introduce més complejidad, ocultando el sentido de
la demostracién, y lo que los matematicos realmente buscan es comprensién,
para la cual es relevante el significado y no s6lo la forma.

La dificultad de formalizarlo todo y la complejidad y longitud que adquie-
ren algunas demostraciones matematicas parecen inclinar la balanza hacia una
idea diferente de la formal, pero sin que haya acuerdo definitivo. Quizis la de
argumento convincente sea viable en la medida en que satisface a los matema-
ticos de un campo que son capaces de reconocer y aceptar una demostracién
nueva, bien porque los lideres del drea la aceptan, o bien porque pueden exa-
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minarla por si mismos. La adopcion de una determinada posicion sobre esta
idea tiene mucho que ver con la influencia de determinados desarrollos sobre
los propios matematicos y la educacién que han recibido. El caso de las de-
mostraciones asistidas por ordenador se impone por la masiva introduccién de
ideas de la ciencia de la computacién y sobre todo por la eclosidn de la llamada
matemdtica experimental, hasta el punto de que algunos ya predican impiamente
el fin de la demostracion (Horgan 1993), otros anuncian la escritura de un
nuevo testamento sobre la matematica (Zeilberger 1994), y ain otros siguen
proclamando que la demostracion es esencial y eterna, porque sin ella no hay
matemadtica (Mac Lane 1997). La influencia de estos desarrollos ha sido refor-
zada por las declaraciones de algunos matematicos, inspirados en parte por
Lakatos, que sostienen que la demostracion deductiva no es fundamental en el
descubrimiento, que la matematica es falible y que la demostracién es una
afrenta autoritaria a los valores sociales modernos, que incluso puede impedir
el aprendizaje entre ciertos grupos culturales (Cf. Ernest 1997 y Hersh 1997).
Con todo, no habria que olvidar la importancia epistemolégica de la demostra-
cion, que la hace merecedora de un lugar clave en la matematica y en su expo-
sicién, porque sigue siendo uno de sus rasgos fundamentales, porque es el
método preferido de verificacién y porgue es un instrumento valioso para dar
la credencial de matematica a todo lo que quiere llegar a formar parte de esta
ciencia. Lejos entonces de decir como tengan que suceder las cosas, nuestra
mision es mds modesta. Solo pretendemos dar cuenta, sin duda alguna parcial,
de los problemas actuales, y en todo caso, aparte de senalar al signo de los
tiempos, pues no sabemos lo que las nuevas tecnologias nos depararan, sefialar
como la idea propuesta de demostracién, pragmitica como es, puede contri-
buir a un principio, si no de acuerdo, si al menos de tolerancia.

[I. LA SEPARACION DE LA HEURISTICA Y EL SUPUESTO RIGOR

Un paseo por la historia pone de relieve algunos «defectos» de la matema-
tica desde el punto de vista del rigor y la imposibilidad de prescindir de la
experimentacion. Sin embargo, hoy a muchos matematicos les preocupa que el
reconocimiento de la experimentacion como actividad vilida pueda oscurecer
el hecho de que sus resultados no satisfagan los criterios tradicionales de de-
mostracion. Por ello, algunos, como Jaffe y Quinn (1993), resaltan la impor-
tancia de distinguir entre resultados basados en una demostracion rigurosa y
los basados en argumentos heuristicos o no rigurosos. Para ello, proponen una
nueva divisién del trabajo matematico y sugieren que la parte no rigurosa se
acepte como rama vilida de la matemadtica con pleno derecho y que los mate-
miticos sean evaluados mediante los canones de la rama a la que decidan per-
tenecer.
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La sugerencia produjo reacciones rdpidas y de diversa indole. Thurston
(1994), por ejemplo, respondié oponiéndose a la divisién. En su opinién lo
importante no es cémo los matemaéticos demuestran teoremas, o cémo hacen
que la matematica progrese, sino c6mo hacen que avance la comprensién hu-
mana de la matematica, y por ello cree que es erréneo dividirla partiendo de los
cdnones de rigor. Aunque no cuestiona el papel de la demostracién en la vali-
dacién, reconoce que su mayor valor radica en la comunicacién de ideas y en
la generacion de comprension. Por ello, propone a los mateméticos que todos
comiencen a reconocer y valorar el amplio espectro de actividades que permi-
tan el avance de la comprension. Otros mateméticos respondieron de forma
mds breve y la mayoria de ellos rechaz6 la propuesta (Atiyah et al., 1994).
Glimm sostenia que, si la matemdtica se ha de desarrollar con cierta dosis de
especulacion, lo cual puede tener consecuencias positivas, serd necesario ad-
herirse a los canones absolutos de razonamiento l6gico que se han «desarrolla-
do y contrastado en el crisol de la historia» y son «una contribucién dnica de la
matematica a la cultura cientifica» (p. 184). Aunque se ha inspirado, como
Jaffe y Quinn, en el crecimiento de la matematica experimental y estd preocu-
pado por los problemas del rigor, es obvio que Glimm ha llegado precisamente
a la conclusion opuesta.

Pero las réplicas también revelaron diferentes ideas sobre el papel de la
demostracion rigurosa. Asf, MacLane declaraba que «la fisica ha proporcionado
a la matematica muchas finas sugerencias y nuevas iniciativas, pero la matemati-
ca no necesita copiar el estilo de la fisica experimental. La matemdtica descansa
sobre la demostracion y la demostraci6n es eterna» (p. 193), mientras que Atiyah
concedia que «quizds debamos aspirar ahora a cdnones elevados de demostra-
cion, pero, en las fases iniciales de los nuevos desarrollos, debemos estar prepa-
rados para actuar con un estilo mds bucanero» (p. 178). Por ello, no resultaba
sorprendente que Mandelbrot se mostrara partidario de calificar al rigor mate-
matico de «irrelevante e imposible», precisando que «no viene al caso y que
normalmente distrae la atencién, incluso donde es posible» (p. 194). Con todo,
en la discusién planteada hay tal vez un sorprendente grado de consenso: Todos
los que intervinieron en el turno de réplicas parecian estar de acuerdo con Schwartz
en la importancia de «subrayar que la heuristica matemtica es una parte legiti-
ma de la matematica» (p. 198). Pero ninguno sugirié que los matematicos lleva-
ran a cabo su obra sin tener presente que un objetivo fundamental es la
contrastacion tltima mediante demostracién. Los que estuvieron de acuerdo en
que los matematicos deberian otorgar un mayor reconocimiento a los que propo-
nen resultados heuristicos interesantes y productivos, eran, sin embargo, de la
opinion de que tales resultados siguen siendo conjeturas mientras no sean valida-
dos por la demostracién. Como vamos a ver, las ideas de Lakatos no son ajenas a
este mayor reconocimiento de la heuristica (Cf. Alcolea 2001).
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II. ALGUNOS PROBLEMAS CON LAS DEMOSTRACIONES Y LA
MATEMATICA EXPERIMENTAL

El eje central de la l6gica del descubrimiento matematico de Lakatos radi-
caba en el hecho de que la demostracién de una conjetura conlleva una perma-
nente reelaboracion y una serie de explicaciones que hacen que la conjetura se
torne cada vez mis plausible y convincente. Al mismo tiempo, el matemaitico
refina y refuerza la conjetura al sujetarla a la presién que imprime la bisqueda
de contraejemplos que, en principio, la falsarian. Asi, la prictica constituye un
proceso de conjetura, refutacién, desarrollo y descubrimiento. Esta concep-
cién «cuasi-empirica» del proceso presenta a los matemadticos en el momento
de usar métodos andlogos a los del fisico, con la excepcidn de que las conclu-
siones son verificadas mediante una demostracién en lugar de ser producto de
observaciones. Por ejemplo, si aceptamos una conjetura como la de los primos
gemelos, porque no se ha conseguido obtener un contraejemplo con la ayuda
de un ordenador o se ha conseguido comprobar para determinados casos, en-
tonces diremos que la conjetura ha sido verificada o confirmada con métodos
cuasi-empiricos. Ahora bien, puesto que para Lakatos resultaba crucial encon-
trar falsadores potenciales para las teorias, falsadores que son los teoremas de
la matemitica informal, las investigaciones computacionales de dicha conjetu-
ra servirian como falsadores potenciales de una supuesta refutacién de la con-
jetura mediante procedimientos mds formales. Obsérvese, sin embargo, que
aceptar la concepcion cuasi-empirica de la verdad, de acuerdo con la cual una
proposicion particular queda establecida apelando a la evidencia empirica,
conlleva abandonar o modificar drdsticamente algunas creencias tradicionales
como: (1) Todos los teoremas son conocidos a priori. (2) La matematica, en
oposicion a la ciencia, en general, carece de contenido empirico. (3) La mate-
matica solo se apoya en las demostraciones, mientras que las ciencias hacen
uso de experimentos. (4) Los teoremas son ciertos hasta un punto en que no se
les puede equiparar con ninguna ley cientifica. (Es obvio que el rechazo de (1)
implicaria un rechazo de la posicién platonista, mientras que la negacién de
(2) iria contra las concepciones formalistas y logicistas).

Una sorprendente ilustracion, particularmente relacionada con el cuasi-
empirismo, de las nuevas tendencias acerca de lo que constituye una demostra-
cion se present6 en 1976 con la demostracion asistida por ordenador que Appel
y Haken (1989) llevaron a cabo de la conjetura de los cuatro colores. Esta
afirmaba que bastan cuatro colores para colorear un mapa trazado sobre una
superficie plana de modo que dos paises adyacentes con mas de un punto en
comiin no compartan el mismo color. Los autores intentaron mostrar cémo el
problema se podria reducir a la comprobacién de casi dos millares de configu-
raciones especiales. Si cada configuracion poseia determinadas propiedades,
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entonces la conjetura serfa verdadera. Como ningtn ser humano podria llevar a
cabo el examen de cada configuracién, Appel y Haken escribieron un largo e
ingenioso programa para llevar a cabo la computacion. El programa funcioné
durante mas de 1200 horas de maquina, y emitié el veredicto de que cada
configuracion poseia de hecho las propiedades requeridas. Cabe observar que
el ordenador verifica realmente algo que resulta imposible para un ser humano
—a pesar de que éste lo ha programado-, mientras que en una demostracion
tradicional, los expertos verifican que lo que ha hecho un ser humano es co-
rrecto y que la conjetura ha sido demostrada. Lo verificado por el ordenador
puede ser verificado por otro ordenador, pero no por un ser humano. De hecho,
se ha obtenido una nueva y mis simple demostracion, cuyos autores (Robertson
et alii 1996) reconocen los problemas generados en los términos en que aqui se
plantean. En el caso de una demostracion tradicional, lo verificado por unos
expertos puede ser verificado por otros, y lo demostrado puede ser confirmado
por un matemdtico con una demostracion alternativa, si fuera preciso.

En 1988 se alcanzé otro resultado tras programar Lam (1990) un ordena-
dor que dio como veredicto que no hay planos proyectivos finitos de orden 10,
confirmando asf una conjetura que habia formulado Gauss. Aunque se sabia
que el superordenador Cray que habia llevado a cabo el experimento tenia
errores no detectables a razén de aproximadamente uno por cada mil horas de
computacién, Lam verificé la consistencia de los programas. Sin embargo,
ello no impide la posible aparicién de errores o fallos no detectados previa-
mente (en el software o en el hardware), algo que también sucede en las de-
mostraciones tradicionales. Por ello, Lam reconocia que se trataba de un resul-
tado experimental y no de una demostracion absoluta.

Un foco de problemas aiadido lo constituye la matematica experimental
tal como se recoge en la revista Experimental Mathematics, editada por Epstein.
El adjetivo ‘experimental’ se explica asi: «El experimento siempre ha sido, y
es de forma creciente, un método importante de descubrimiento matematico»
que «tiende a quedar oculto por la idea tradicional de presentar solo resultados
elegantes, acabados y rigurosos». Por ello, «aunque no nos separamos de la
idea establecida de que un resultado sélo puede llegar a formar parte del cono-
cimiento matemaético una vez esté apoyado por una demostracion logica, con-
sideramos que es anémalo que un componente importante del proceso de crea-
cién matemética quede oculto a la discusién piiblica», pues es valioso «no s6lo
en el descubrimiento mismo, sino también en el camino que lleva hasta El»
(Epstein, Levy & Llave). Observemos que estos autores defienden un cambio
en la forma de escribir la matemitica, similar al que Lakatos (1978) defendia
al expresar sus ideas sobre la metodologia euclidea: Esta metodologia «co-
mienza con la enunciacién de una penosa lista de axiomas, lemas y/o defini-
ciones. Los axiomas y definiciones aparecen con frecuencia artificiales y
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mistificadoramente complicados. Nunca se nos dice como surgieron esas com-
plicaciones. La lista de axiomas y definiciones va seguida por teoremas cuida-
dosamente expresados. Estos estin cargados de pesadas condiciones; parece
imposible que alguien los haya barruntado alguna vez. El teorema va seguido
por la prueba» (p.165). Esas complicaciones surgieron en la fase de desarrollo,
que no se puede comprender «sin haber comprendido el método de pruebas y
refutaciones y sin adoptar un enfoque falibilista» (p.163). Para Lakatos, sabe-
mos que los resultados son verdaderos porque hemos pasado por el crisol del
proceso matemitico y lo que queda es la esencia de la verdad. Pero con esa
metodologia, «las sucesivas formulaciones tentativas del teorema a lo largo
del procedimiento probatorio se condenan al olvido, mientras que el resultado
final se exalta al estado de infalibilidad sagrada» (p.166). Y la infalibilidad
sagrada tiene sus costes y no bajos. Zeilberger, «matematico experimental», ha
mostrado que la conjetura de Goldbach es verdadera con una probabilidad mayor
que 0.99999 y ha introducido la idea de «coste» para valorar lo que podria
costar establecer la verdad de determinadas conjeturas. En el caso de la de
Goldbach habla de un presupuesto de 10 billones de délares, de modo que «es
un derroche de dinero conseguir la certeza absoluta» (1994, p.13). Por tanto, es
conveniente preguntarse por los beneficios de la seguridad en matemdticas, y
si no seria prudente limitarse a la mera probabilidad.

Otro concepto sorprendente es el de demostracién de conocimiento cero.
Se trata de «un protocolo probabilistico interactivo que ofrece evidencia alta-
mente convincente (pero no absolutamente cierta) de que un teorema es verda-
dero y que el demostrador sabe de una demostracién (una demostracién
«estandar» en un determinado sistema 16gico), mientras que no proporciona ni
un solo bit adicional de informacion sobre la demostracién» (Blum 1987, p.
1444). El protocolo implica a dos partes: un demostrador que proporciona a un
verificador evidencia convincente de que existe una demostracion, sin revelar
informacién sobre ella. Como resultado, el verificador queda convencido de la
verdad del teorema y el demostrador conoce una demostracion, pero el verifi-
cador tiene conocimiento cero de la demostracién misma y asi no puede con-
vencer a otros. Lo mds significativo de este método es que choca con el caric-
ter social de la idea tradicional de demostracion, eliminando el intercambio de
opinién mediante el que se acepta. Algo parecido sucede con la idea de demos-
tracion transparente u hologrdfica (Babai 1994), que consiste en transformar
una demostracién en otra bajo una forma transparente u hologrifica que es
verificada mediante comprobaciones puntuales, en lugar de verificar cada li-
nea. Para determinar si tiene errores se comprueban al azar lineas selecciona-
das de la forma transparente, pero quedando en una cuasi-certeza que, aunque
se puede cuantificar, tampoco nos permite el examen. Es obvio que la natura-
leza de los enunciados asi establecidos es equiparable a la de los cldsicos ejem-
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plos de enunciados probablemente verdaderos que surgen en los tests
probabilisticos de primalidad tipo Rabin (1980). Sin embargo, como Babai
(1994, p. 454) senala, las llamadas «demostraciones casi ciertas» difieren en
algunos aspectos de la actividad desarrollada en la matemdtica experimental
en general: Mientras que ésta se sirve de experimentos fisicos o con ordenado-
res para iluminar el camino a seguir o ilustrar determinados desarrollos, las
demostraciones casi-ciertas ni iluminan ni ilustran, sino que demuestran enun-
ciados. Con todo, ambos tipos de actividad tienen en comdin la falta de fiabili-
dad. Por ello, aunque se puede determinar, por ejemplo, que un nimero es
primo de forma muy probable o que una identidad complicada es verdadera,
resulta que, sin que importe demasiado cuan alta sea la probabilidad, serfa
peligroso afirmar la primalidad o la verdad sin la advertencia de que no es
completamente fiable. Esta era la idea que Jaffe y Quinn defendian, y por ello
los argumentos con pasos probablemente verdaderos deberfan ser tratados como
los argumentos cientificos o como inferencias a la mejor explicacién (Cf. Resnik 1989
y Tymoczko 1997): Las conclusiones no dejan de ser hip6tesis que pueden necesitar de
ulterior comprobacion incluso para concluir que son probablemente verdaderas.

Los anteriores datos reflejan que el supuesto cardcter monolitico de la
matematica es mds un suefio que una realidad. Desde luego no impiden que se
planteen demasiadas preguntas relacionadas con la posibilidad de error y sobre
el cardcter demostrativo de los resultados computarizados. Como se pregunta-
ba el matemitico Graham cuando reflexionaba sobre el resultado de Lam: «La
auténtica cuestion es ésta: si ningiin ser humano puede nunca esperar compro-
bar una demostracion, ;es ésta realmente una demostracién?» (Dunham 1995,
p- 186). Y suponiendo que lo es, porque hay matemiticos que la aceptan como
tal, ;cudn buena es? Resnik dice que una buena demostracién consigue forzar
al lector a aceptar su conclusién por su particular organizacién y formulacién
de ideas. Podrfamos aceptar que este requisito también es satisfecho por las
demostraciones computarizadas. Sin embargo, en el mundo matemadtico no seria
dificil llegar a un consenso comiin y considerar que una demostracién buena se
caracteriza por ser convincente, escrutable, y formalizable (T ymoczko 1979).
El primer requisito significa simplemente que los matemiticos lo creen cuan-
do lo ven. Wittgenstein sostenia que, en la practica, éste es el tinico requisito
para una demostracion. Pero la mayoria de los matemdticos exigen algo mis
que la mera plausibilidad o la creencia. Es preciso entender, comunicar y veri-
ficar mediante un andlisis racional la demostracién: debe ser escrutable, se
debe poder examinar cuidadosamente. Finalmente, la formalizabilidad signifi-
ca que siempre podemos hallar un sistema formal adecuado en el que represen-
tar una demostracién informal.

Estos tres rasgos de una buena demostracion reflejan tres aspectos muy
diferentes de la préctica, cada uno de los cuales es un componente crucial de la
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forma en que la matematica se lleva realmente a cabo. Que una demostracion
deba ser convincente es parte de la psicologia y la sociologia de la matemitica,
que proporcionan la clave para entender la matemdtica como una actividad
humana. La epistemologia de la matemitica entra en juego con el requisito de
que una demostracion debe ser escrutable, pues no podemos decir que hemos
creado un fragmento genuino de conocimiento a menos que pueda ser exami-
nado y verificado por otros. En fin, invocamos a la 16gica matematica para la
formalizacién y para un incremento del rigor. En este sentido, y ante la pregun-
ta de si la demostracién del teorema de los cuatro colores es un nuevo tipo de
demostracion, Haken (1981, p.119) respondia: «Si se considera que una de-
mostracion matemadtica es una cadena finita de deducciones légicas formales,
entonces la demostracion del teorema de los cuatro colores no es nada excep-
cional; sélo la cadena de deducciones es algo mds larga que lo habitual debido
al gran nimero de distinciones que hay que hacer entre los casos. Pero si se
anade el requisito de que una demostracién matemdtica debe ser «escrutable»
en el sentido de que un matemdtico solo, sin la ayuda de ningtn instrumento
fisico para escrutar, puede comprobar todos los detalles en un tiempo limitado,
entonces las cosas parecen diferentes». Es obvio que el gran nimero de nuevos
teoremas plantea un problema de escrutinio que parece ser bastante serio, con
independencia de cuan corta o cuan larga sea cada demostracion. Por ello,
Haken acababa aconsejando el uso de ordenadores como instrumento adecua-
do para el escrutinio.

En este contexto se plantea una cuestion relevante: Se trata de evaluar
hasta qué punto la matematica puede proporcionar explicaciones racionales de
sus verdades. La cuestion depende de si nuestros métodos ordinarios de de-
mostracion ofrecen reglas o procedimientos sistemdticos para generar buenas
demostraciones. Sopesando las tesis competentes a este respecto desde los
logicistas a los cuasi-empiristas, y deteniéndonos en la ligera incertidumbre
inherente a la matematica experimental y a las demostraciones computarizadas
llegamos al juicio final sobre la explicacién matemética: En la blisqueda de la
certeza, eso que podriamos llamar los cinones de rigor, podemos concluir que
la matematica no ofrece un camino completamente seguro para la salvacién
epistemoldgica. Con todo, el patrén de demostracion, con o sin ordenador, es
un patroén inigualado en ninguna otra rama del saber, aunque resulta dificil
entender como su uso puede fortalecer la idea de que la matemitica es infali-
ble. De hecho, la demostracion es infalible en teoria, pero falible en la prictica.
Examinando la cuestion primero desde el punto de vista de la teoria, esta claro
que cualquier verdad a la que se llegue a través de una demostracién es una
verdad contingente, antes que una verdad absoluta, en el sentido de que su
validez depende de otras supuestas verdades y reglas de razonamiento. Tam-
poco parece que la infalibilidad sea un problema desde el punto de vista de la
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prictica. Los matemdticos son tan propensos a cometer errores como casi todo
el mundo. La historia suministra ejemplos de resultados con errores que tuvie-
ron que ser posteriormente corregidos. La reciente demostracion del Gltimo
teorema de Fermat por parte de Wiles es un buen ejemplo (Jackson 1994). En
realidad, si se repara en el hecho de que la matemética es una creacion humana
puede resultar coherente prescindir de cualquier concepcion que la considere
como un conjunto de conocimientos absolutamente ciertos. En este sentido,
decir que una demostraci6n establece la verdad de un teorema podria signifi-
car que la demostracion es la garantia de que el teorema no se verd abocado a
la refutacién. Ademds, la incertidumbre se cuela en J]a matemdtica actual esen-
cialmente por dos razones: (1) Demostraciones largas y complicadas de dificil
evaluacién (ejemplo, el teorema enorme sobre la clasificacion de los grupos
finitos simples). (2) El uso del ordenador ha permitido cdlculos enormes exigi-
dos por ciertas demostraciones y ha posibilitado otras demostraciones
probabilisticas, transparentes y de conocimiento cero. A ello hay que anadir
que los matemdticos ven ciertas similitudes generales entre las demostraciones
(tradicionales) formales largas y las demostraciones computarizadas: (1) Al-
gunos creen que con ellas se consigue la verdad, aunque confian en la obten-
cién de alternativas algo més cortas y simples. (2) Con ambos tipos se pierde el
nivel de comprensién ms intuitivo. (3) Con ninguna se elimina la posibilidad
de error.

Ello confirma la idea de que la demostracion matematica es inevitable-
mente una nocién informal que se ha desarrollado a lo largo de la historia.
Como contrapartida, los 16gicos han desarrollado la idea de demostracion en
un sistema formal. La caracteristica de semejante sistema es que tenemos un
lenguaje con una sintaxis definida de forma precisa, con reglas de inferencia y
una definicion rigurosa de demostracion formal en ese sistema. Puede ser difi-
cil decidir qué regla aplicar y asi hallar una demostracion formal, pero una vez
se presenta la pretendida demostracion a examen, hay un método mecanico,
algoritmico, para comprobar si es una tal demostracion formal en el sistema.
Con todo, estas demostraciones a veces resultan ininteligibles. Asi, hablando
de la demostracién rigurosa como objetivo esencial y producto final de la ma-
temitica, Mac Lane precisa que es un tipo de demostracién que los matemati-
cos pueden y saben reconocer sin el aparato formal de los 16gicos (en Atiyah et
al. 1994, p. 191). Hay matemdticos —Davis y Hersh, por ejemplo— que incluso
elevan al rango de mito la idea de que la matemitica sea total y potencialmente
formalizable y que, en consecuencia, se pueda decir de antemano lo que sea
una demostracién y el modo en que ha de funcionar. Ademds, una posible
demostracién informal bien descrita puede tener muchos mds beneficios que
una demostracion formal. De hecho, los matematicos reclaman funciones a la
demostracién que se pierden con la formalizacién y por ello nadie sugiere se-
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riamente que se deban publicar demostraciones formales de los teoremas. Sin
embargo, como ya se ha indicado, la demostracién formal tiene el beneficio
particular de convertirse en objeto de estudio matematico y las ideas que deri-
van de los sistemas formales han influido enormemente en la forma que los
matemadticos tienen de pensar sobre las matematicas.

El uso de la demostracién formal también se ha cuestionado porque alen-
taria la idea de que la matemitica pertenece al @mbito de lo a priori y necesa-
rio. Los partidarios de esta tesis (Barnes er alii 1996 o Ernest 1997) ven un
conflicto entre esta idea y su propia concepeion de que la matemadtica se cons-
truye socialmente. Aunque su uso del término a priori no estd claro, parece que
lo que rechazan no es que la matemitica sea a priori en el sentido de ser anali-
tica, no empirica, sino que es a priori en el sentido de dado, preexistente, que
espera al descubrimiento. Por supuesto que ésta es una concepcién que muy
bien podria oponerse a la idea de socialmente construida. En este punto, sin
embargo, Kitcher (1983) estd en lo cierto cuando sefala que el interés por la
demostracion y el rigor no incluye el compromiso de considerar que la mate-
madtica es un conjunto de conocimientos a priori: «Exigir rigor en matematicas
significa reclamar un conjunto de razonamientos que estd en una relacién par-
ticular con el conjunto de razonamientos actualmente aceptados» (p. 213) (Cf.
Gonzilez 1998). Que se considere que este conjunto de razonamientos viene
dado a priori o se construye socialmente tiene poco que ver con el valor que los
matemdticos asignan a la demostracién como garante de ciertos conocimien-
tos. Ademis, el nivel de rigor es a menudo una opcién pragmitica. Por ello, es
perfectamente racional aceptar el razonamiento no riguroso cuando demuestra
su valor en la resolucién de problemas, como sucede en fisica. Los matemati-
cos se preocupan por los defectos del rigor sélo cuando se percatan de que su
comprension es tan inadecuada que les impide abordar problemas importantes.
Asi, es racional reemplazar el razonamiento no riguroso con el riguroso cuan-
do los beneficios que la rigorizacién aporta en términos de fortalecer la com-
prension «sobrepasan los costes implicados en el sacrificio de la capacidad de
resolver problemas» (p. 217). Los matemdticos, cuyo objetivo es fortalecer la
comprension, siguen correctamente estas pautas. En cualquier caso, el rigor es
cuestion de grados. Al hacer matemdticas no es necesario proporcionar rigor
absoluto, sino el suficiente para alcanzar la comprensién y convencer. Es decir,
un argumento presentado con rigor suficiente ilustrard y convenceri a los ma-
temadticos competentes. Son éstos los que deben juzgar cuando vale la pena
insistir en una demostracion mds cuidadosa para promover el elusivo, pero
mds importante, objetivo de la actividad matemdtica, esto es, la comprensién
(CFf. Alcolea 1996).

Hay un aspecto del contexto social de la matematica que resulta de interés
al hablar de la demostracién. Esta se aprende en un medio social matemtico,
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que comienza por ser la escuela y se prolonga en el instituto y, eventualmente,
en la universidad. Dicho medio es vital y los profesores son responsables de
que los estudiantes dominen las habilidades necesarias. Aprender a demostrar
conlleva no s6lo el aprendizaje de una determinada acci6én en un medio social
_recordemos el Mendn—, sino lo que significa esa accion y sus funciones para
la propia matemitica. Después de Platén y Wittgenstein, Tymoczko (1997) ha
sido uno de los pocos filésofos que ha llamado la atencion sobre el hecho de
que la ensefianza de la matemdtica tiene algo que decir a la filosofia de la
matemadtica, y no sélo ésta a aquélla. Creemos que el papel fundamental que
juega la demostracion en matemiticas, como signo identificador de esta cien-
cia, el interés que ponen los matemdticos en ella y su importancia filoséfica, al
ser f4cilmente reconocible como una nocién epistémica, Son razones suficien-
tes para convertirla también en ¢je central de cualquier filosoffa de la matema-
tica. Curiosamente, y al preguntarse cOmo es que una demostracién nos induce
a creer su conclusién y nos da buenas razones para persistir en esta creencia,
Resnik afirma que esto sucede porque «en el curso de nuestra educacion mate-
mética hemos sido preparados para comprender los enunciados que la compo-
nen y a Seguir su razonamiento» (1992, p. 335).

IV. CARACTERIZACION Y FUNCIONES DE LA DEMOSTRACION

Ahora bien, ¢hay alguna forma de decir qué sea una demostracién o de
llegar a una caracterizacion que pudiera suscitar el consenso? Una primera
aproximacién podria ser indicar que s un argumento nitido y convincente, en
el que toda la informacion que se usa y todas las reglas de razonamiento estan
claramente expuestas y abiertas a la critica. En su naturaleza radica el hecho de
que la validez de la conclusion fluya de la demostracion misma y nos fuerce a
la creencia. Por ello, debe contener elementos suficientes para seguirla, repro-
ducirla y someterla a la critica. Por supuesto que s¢ puede dudar de una demos-
traci6n, pero en tltimo término esa duda seria transferible a las propias reglas
de razonamiento e incluso a la propia racionalidad. En este sentido, una de-
mostracién es un argumento correcio y convincente. Que un argumento sea
correcto es cuestién de l6gica: la conclusién debe ser consecuencia légica de
las premisas. Lo que cuenta como convincente variard de una persona a otra y
puede cambiar con el tiempo. En un momento determinado, uno o varios ma-
teméticos pueden dar el paso final en la obtencién de una demostracion, pero
este paso da lugar al primero de la comunidad matematica, pues, como dice
Krantz (1994, p. 11), es la comunidad entera la que lleva el baldn y se asegura
de que el balén tiene aire. Ahora bien, como filosofos podemos conformarnos
con la definicion de demostracion formal para caracterizar a la matematica
como una ciencia analitica a priori. Pero, so pena de dejar fuera resultados
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matematicos, ello sélo se adecuaria parcialmente a la matemdtica actual. Por
tanto, se impone una reconsideracion de la idea de demostracidn que vaya mas
alld de la pura definicion formal y que ponga mds el acento en la capacidad de
convencer a la comunidad de expertos y en su apertura a la critica.

La riqueza y variedad de esa idea de demostracion ya estaba prefigurada
en la obra de matematicos como Gauss, Euler y Riemann. Algo que Lakatos ya
supo ver y algo que la matematica actual, en particular, la experimental, viene
a confirmar. El valor y privilegio de la demostracion tradicional es su indepen-
dencia de cualquier instrumento y, precisamente por ello, permanece para siem-
pre. Pero es preciso observar que lo que permanece es la idea misma de demos-
tracién, no las demostraciones, en plural. Cada demostracion es hija de su tiempo
y se ve sometida a la evolucion de la matematica y sus técnicas. Ello nos per-
mite apreciar la existencia de demostraciones alternativas de un mismo teore-
ma y la busqueda de demostraciones que simplifiquen o acorten demostracio-
nes anteriores de un mismo teorema. Esto sugiere la idea de que lo que real-
mente permanece son los teoremas: Las demostraciones pasan, los teoremas
quedan. De hecho, la demostracion da validez a los teoremas al basarse en los
axiomas. De este modo, el conocimiento matemético es un conocimiento rela-
cionado, relativo, pero nunca absoluto. Hay demostraciones que no fueron ta-
les, porque no consiguieron su propdsito, esto es, validar un determinado re-
sultado y, sin embargo, produjeron un avance en el conocimiento. Como decia
Lakatos, una demostracion «puede ser respetable sin ser intachable» (1978, p.
162). La demostracién de Wiles del dltimo teorema de Fermat es apreciada por
los expertos no tanto por ser tal demostracién como por el conjunto de nuevas
técnicas que introduce y las nuevas relaciones que establece entre diferentes
conceptos y dominios. Es obvio que por razones similares son apreciadas las
demostraciones computarizadas. No pueden gozar, ni gozardn, del mismo estatus
que las demostraciones tradicionales, pero mientras permitan un avance del
conocimiento dificilmente se resistirdn los matemalticos a usarlas. No debemos
olvidar que al ser la herramienta mds valiosa para promover a la categoria de
matemadtico a todo lo que quiere llegar a ser matemético, la demostracion no es
un fin en si mismo, sino un medio.

Ahora podemos abordar el tema de las condiciones para aceptar una de-
mostracion y de sus funciones. Para ello, podemos comenzar adoptando dos
posiciones sobre el papel de la demostracion, que se hacen eco de las ideas de
Lakatos: (1) La posicion euclidea sostiene que los enunciados son verificados
mediante demostraciones, después de que se establezca su verdad dentro de un
sistema axiomatico aceptado. (2) La posicién cuasi-empirica sostiene que la
demostracion es el medio a través del cual se explora la matematica, no el
medio a través del cual se verifican los teoremas. Lo que nos gustaria sugerir
es que ninguna de las dos posiciones puede pretender describir el papel de la
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demostracién con certeza. De hecho, y puesto que se trata en dltimo término de
un problema de verificacién, en la préctica la aceptacién de la verificacidn de
un enunciado puede venir condicionada por diversos factores: (1) su plausibi-
lidad; (2) su relevancia; (3) el prestigio del matemitico que propone la verifi-
cacion; (4) la produccidn de una verificacién independiente; (5) la riqueza con-
ceptual de la demostracion y las conexiones intra e interteGricas que propicia;
(6) su elegancia y su simplicidad; y (7) el hecho de forzar al asentimiento a los
expertos en el tema. Pero, a pesar de las diferencias, las dos posiciones tienen
mucho en comin: (1) Ambas consideran que la demostracién ocupa un lugar
central en matemdticas. (2) Que solo difieren en si el papel de la demostracién
se debe reducir al de simple verificacion o al de exploracion. (3) Ambas acep-
tarian que el modo mds acabado, riguroso y preciso de presentar una demostra-
cion es bajo la forma de un argumento deductivo formal. Creemos que esta
perspectiva encierra lo suficiente como para sugerir un modelo de demostra-
cion que puede ser un fiel reflejo del modelo real de la prictica matematica. Al
menos, nuestra intencién fue partir de la practica y de la propia actividad de los
matemdticos para tal propdsito. Pero atin nos gustaria precisar algunas funcio-
nes de la demostracion, lo que permitiria aclarar mds el modelo. Tradicional-
mente se ha considerado que una demostracion es un argumento que valida un
teorema. De ahi que siempre se le haya adscrito, como deciamos, la funcidén de
verificar o justificar la correccion de los enunciados, y ello a titulo casi exclu-
sivo como tnica funcién. Sin embargo, a partir de ciertas consideraciones
epistemologicas y de los testimonios de algunos mateméticos y fildsofos de
diferente signo, se le pueden adscribir otras funciones:

1) Convencer y eliminar la duda personal o la de cualquier escéptico ex-
perto en el tema sobre la verdad de un enunciado. Ya Godel (1995, p. 197)
decia que «en su significado «material» [inhaltlich], «demostracién» no signi-
fica una sucesion de expresiones que satisfacen ciertas condiciones formales,
sino una sucesion de pensamientos (o mds bien formas de pensamiento) que
crean conviccion en una mente razonable», Mientras que Davis (1986, p.167)
precisa que «demostrar es establecer mds alld de toda duda». Es obvio que
resulta clave la idea de comunidad, a la que pertenecen los matematicos que
han de ser convencidos. Estos prefieren pensar en una demostracién que estd
no mas alld de una duda razonable, sino mds alld de toda duda. Pero, a veces
ello resulta imposible,

2) Explicar por qué un enunciado es verdadero: La demostracién conecta
e ilumina los conceptos relevantes al tiempo que explica el resultado. Hablan-
do de los descubrimientos experimentales de Feigenbaum en geometria fractal,
Gale (1990, p. 4) indica que «hay todo un mundo de diferencias entre validar y
explicar. [...] En matemiticas la explicacion es la demostracién». Y Steiner
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(1978, p.143) caracteriza una demostracién explicativa como aquella que «<hace
referencia a una propiedad caracteristica de una entidad o estructura mencio-
nada en el teorema, tal que por la propia demostracion resulta evidente que el
resultado depende de la propiedad».

3) Descubrir o inventar nuevos resultados. «Hay una bisqueda perma-
nente —dice Mac Lane (1986, p.432)— para conseguir mejores demostraciones
de conocidos teoremas-no solo demostraciones mas breves, sino demostracio-
nes que hagan mis por revelar por qué el teorema es verdadero. Este estudio
puede llevar al descubrimiento de axiomas cruciales usados en la demostra-
cién». No deberiamos olvidar que el método de pruebas y refutaciones tiene
como uno de sus objetivos la permanente mejora de los resultados obtenidos e
incluso el descubrimiento de otros.

4) Comunicar y transmitir (nuevo) conocimiento. «Los matematicos —dice
Thurston (1994, p.346)— necesitamos dedicar un esfuerzo mucho mayor a co-
municar ideas matemalicas. [...| Parte de esta comunicacion es a través de las
demostraciones»,

5) Incrementar la comprensién de antiguos y nuevos resultados. Segin
Halmos (1990, p.577), la demostraciéon computarizada de la conjetura de los
cuatro colores no nos ha ensenado nada y hay que esperar a una mis breve que
«profundice la comprensién con el descubrimiento de nuevos conceptos y la
subsuncién de antiguos...». Detlefsen (1992) se ha puesto de parte de Poincaré
para poner algunas restricciones al papel de la inferencia l6gica en la demos-
tracion y argumenta que lo que realmente se pretende encontrar en ella es dis-
cernimiento, intuicion, claridad y comprensién. Precisamente Thom (1973,
p.150) aclara que una demostracion se rechaza antes por ser incomprensible
que por ser falsa.

6) Sistematizar u organizar los diferentes resultados en un sistema deduc-
tivo. Esta funcidn expresa la peculiar afinidad entre este tipo de demostracion
y el tipo de ciencia que es la matemdtica, Permite unificar, simplificar y dotar
de flexibilidad a las teorias, proporcionandoles una perspectiva global a través
de su estructura axiomatica, al tiempo que permite detectar inconsistencias y
errores y aumentar la seguridad de los resultados. Asi, «la demostracion rigu-
rosa sirve para evitar los errores» (Mac Lane 1986, p. 379), y «tiene la gran
ventaja de no incrementar el riesgo de contradiccidn, mientras que la introduc-

cion de nuevos axiomas o nuevos objetos si incrementa el riesgo de contradic-
cion» (Putnam 1975, p.76).

Estas funciones muestran que las demostraciones que hacen algo mds que
demostrar la correccion del resultado, como seria el caso de las formales, son
mds interesantes y valiosas y son mds apreciadas por los matematicos. Pero
también que la demostracién no es un simple conjunto de nexos axiomiticos,
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sino una forma de discurso entre los matematicos. Por tanto, las propiedades
I6gicas de las demostraciones no bastan por si solas para establecer ¢l conoci-
miento sin referencia al agente humano o al contexto social. El debate publico
es el foro en el que la demostracion se crea, se justifica y se aprende al tiempo
que influye en nuestra percepcion del valor que cabe asignarle como via de
acceso a la actividad y al conocimiento matemdticos.

IV. ConcLusION

A partir de las anteriores reflexiones y de los datos proporcionados nos
gustarfa acabar con las siguientes conclusiones:

1) En mateméticas es necesaria una combinacién de experiencia, intui-
cién y 16gica. Una no puede funcionar adecuadamente sin las otras. Aunque
falible, la intuicién permite detectar lo que es relevante en el marco de esa
experiencia y lo que resulta sugerente y util para un determinado fin. La logica
no puede apuntar al camino que hay que seguir para tal fin, pero es util para
alcanzarlo de la forma mads rigurosa.

2) Puede que las demostraciones no transmitan la certeza absoluta. Pero
se puede afirmar con certeza que seguirdn ocupando un lugar privilegiadoen la
matematica. A los matemdticos corresponde decidir cémo actuar con los resul-
tados y las demostraciones obtenidos experimentalmente o con la ayuda de
ordenadores. Por tanto, al introducir el uso apropiado de la nueva tecnologia,
con el reconocimiento de sus limitaciones, podremos ampliar y mejorar el émbito
matemdtico, pero subrayando la necesidad de algo mds que la simple experi-
mentacion y la conjetura.

3) La matemdtica no es arbitraria y, aunque no tenemos seguridad de que
deba ser asf, cabe esperar que constituya un conjunto de conocimientos con
certeza objetiva. La historia muestra que los cdnones de rigor han cambiado,
que ha habido demostraciones que se aceptaron y que resultaron ser incorrec-
tas, sin que por ello dejaran de contribuir al avance del conocimiento. También
hubo en el pasado resultados experimentales, aunque en la actualidad la canti-
dad y la cualidad de los mismos no deja de sorprender. El conocimiento gana
asi un nuevo impulso. De manera que hoy mds que nunca puede decirse que la
validez de una demostracién no depende sélo de su presentacién formal, sino
de la coherencia intuitiva de las relaciones conceptuales y su concordancia con
las experiencias de los propios matematicos.

4) Hoy mds que nunca la demostracién es una forma de discurso, que a
veces se presenta formalizado. La comprobacion de las demostraciones me-
diante maquinas puede reducir la influencia de la falibilidad humana en su
seno, pero en ningdn caso puede llevarnos a pensar en la fijacion de verdades
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absolutas. Los errores pueden surgir a la hora de formalizar las demostracio-
nes, abordar demostraciones de dificil, larga y compleja factura y confeccionar
el propio programa para la maquina. Se espera que una demostracion funcione
solo cuando se acepta como tal por los matemdticos, los cuales pueden
reconsiderar su admision o exclusion, y sirve para sobre todo para comprender
por qué el teorema que demuestra es verdadero. En el proceso los criterios de
rigor pueden sufrir cambios. Por ello, hay demostraciones mds o menos rigu-
rosas, pero no demostraciones absolutamente rigurosas.

5) Lo que la evolucion de la matemitica pone de relieve y los modernos
desarrollos confirman es que no hay un modelo general de demostracion que
abracen todos los matemadticos y, probablemente, cualquier modelo general
sera incompleto y, por tanto, imperfecto. El modelo formal es el modelo uni-
versalmente reconocido. Pero el ideal de razonamiento riguroso debe enten-
derse como un principio regulativo fundamental de la matemadtica. Al no tener
un objeto exterior de estudio, basdndose en el consenso de una comunidad de
expertos, la matematica no se podria desarrollar sin el control permanente de
reglas rigidas. La existencia de este ideal es mucho mds importante que el
hecho de que sea inalcanzable. Por ello, ¢l ideal de rigor es el limite al que ha
de tender toda actividad matemdtica.

6) Puesto que en la literatura matemdtica hay una creciente incertidumbre
sobre lo que deberia contar como conocimiento, creemos que los logros mate-
maticos se deberian evaluar con el patron del progreso antes que con la verdad
absoluta. Ello significa que el conocimiento realmente matemdtico y
sustancialmente distinto de los sistemas formales es revisable, corregible y
mejorable por el uso heuristico de la evidencia informal. En este sentido, la
matematica busca la verdad, y la falsabilidad permite un aumento sustantivo
del conocimiento. Por ello, el progreso depende de nuestra habilidad para apren-
der de la experiencia y de nuestros fracasos.

En resumen, no creemos que los matemadticos o los filésofos cuasi-
empiristas o naturalistas quieran modificar el concepto de demostracién a par-
tir de las consideraciones surgidas tras los primeros resultados matematicos
con ordenador. Se trata simplemente de reconocer un hecho palpable en la
matematica del pasado o en la matematica actual: que —como precisa Schwartz—
«la matemdtica no se caracteriza necesariamente por las demostraciones rigu-
rosas» (Atiyah et al. 1994, p.198). ; Por qué la matemitica no habria de tener,
o no habria de seguir teniendo, algo de lo que tienen las otras ciencias sean
naturales o humanas?
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