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RESUMEN

Desde hace al menos dos décadas ha surgido un renovado interés en la filosoffa de las matema-

ticas de Frege. pracias  trabajos de Boolos, Dummet, Wright y otros. En este articulo me centra-

1é en Die Grundlagen der Arithmetik, un libro completamente escrito en lenguaje natural. La
e consistird en proporcionar una simbolizacion informal de los principales conceptos que

ge introduce.
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ABSTRACT

For at least two decades has been flourished a renewed interest in Frege's philosophy of
mathematics, thanks to the work of Boolos, Dummet, Wright. and others. In this paper I'll focus
on Die Grundlagen der Arithmetik, a book completely written in natural language. The task will
be to provide an informal simbolization of the main issues introduced by Frege.
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QUE EXISTE UN INTERES RENOVADO POR LA FILOSOFIA DF LA MATEMATICA DE FREGE es
un hecho que no se puede negar hoy dia, y que estd avalado por las publicacio-
nes aparecidas en estos tltimos afios sobre el asunto. Numerosos articulos y
varios libros (algunos de ellos aparecen en las Referencias) han vuelto a poner
sobre la mesa, tanto el proyecto fregeano en su totalidad, como aspectos con-
cretos —muy concretos en ocasiones— de sus planteamientos. La cantidad de
trabajos ha posibilitado incluso la publicacion de varios textos monograficos
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recopilando articulos publicados aisladamente. Se han llegado a discutir algu-
nas de las propuestas de Frege con la vehemencia digna de un asunto de rigu-
rosa actualidad. Tal ha sido, por ejemplo, el caso de Wright y Dummet. (Cf. M.
Schirn 1998, pp. 339-400).

El trabajo de Frege hay que incardinarlo en el periodo de aritmetizacién
del andlisis. Podria decirse que el intento de proporcionar rigor al andlisis cul-
mina con la constatacion de que, en tltima instancia, es el nimero natural lo
que constituye la base de toda la matemadtica, geometria incluida. Y en esta
linea discurre la intencién de Frege: «Resultard dificil llegar a clarificar com-
pletamente los nimeros negativos, quebrados o complejos, mientras siga sien-
do defectuosa la comprension de los fundamentos del edificio de la aritméti-
ca.» (1884, p.14). El objetivo de este trabajo es modesto. Quiero centrarme en
la propuesta de Frege, tal y como la desarrolla en su libro de 1884 Die
Grundlagen der Arithmetik (a partir de ahora Grundlagen).! Pretendo, si se
permite la expresion, hacer inteligible en un lenguaje cuasi-simbdlico, las prin-
cipales ideas del autor, en particular las que afectan a la parte técnica de su
desarrollo. Por tanto, aunque la critica no sea el nicleo de mi exposicidn, esto
no excluye el que aparezca a lo largo del mismo algin comentario de esta
naturaleza.

Pese a todo, considero oportuno detenerme, esquemdticamente, en algu-
nos aspectos filosoficos que entiendo relevantes. La obra en la que nos vamos
a centrar tiene dos partes bien diferenciadas. La primera de ellas (hasta el para-
grafo 55) podria calificarse de “destructiva’, en el sentido de que Frege analiza
distintas concepciones del nimero por parte de otros autores, criticindolas en
Su mayor parte, y en ocasiones con cierto sarcasmo. No estoy interesado, repi-
to, en esta parte del texto, por lo demis suficientemente estudiada. S conviene
senalar la conclusién a la que llega: «Al asignar un nimero se afirma algo
sobre un concepto.» (1884, p.73). Esta asignacion estd justificada, piensa Frege,
si se constata que, ante un mismo fendomeno exterior podemos hacer atribucio-
nes numéricas diferentes sin caer por ello en inconsistencia. Asi, por ejemplo,
de una baraja espafola podemos decir al mismo tiempo que consta de cuatro
caballos, de doce figuras o de diez espadas.

Teniendo en cuenta esta definicién, Frege ve posible determinar con cierta
garantia lo que el niimero no es. Asi, no es ni una propiedad de las cosas exter-
nas, ni algo subjetivo. ni tampoco un conjunto de unidades. El nimero se pre-

I Conviene recordar, como mera relerencia histdrica, que no era Frege el dnico empena-
do en esta empresa duranite ese periodo. De hecho. en los cinco anos siguientes a la publicacion
de Grundlagen, aparecicron 1os no menos fundamentales trabajos de Dedekind Was sind wnd
wets sellen die Zahlen? (1888) y Peano Principios de la aritmética (1889), en esta misma linea
fundacional.
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dica, por tanto, de los conceptos, pero no es propiamente un concepto, sino un
objeto. Para justificar esta atribucién conviene recordar la categorizacion se-
manlica establecida por Frege entre concepto y objeto, que constituye uno de
los principios fundamentales a los que se atendrd en Grundlagen (Cf. p. 20).
Las criticas que Benno Kerry dirigié al libro propiciaron la publicacion del
articulo «Sobre concepto y objeto», de 1892. Una gran parte de esa critica,
apunta Frege, se debi6 a «una mala interpretacion de mis afirmaciones sobre el
concepto.» (1971, p. 99). En este intento clarificador, que también puede ha-
larse en otros trabajos del mismo periodo, nuestro autor insiste en el cardcter
predicativo e insaturado del concepto, contra la naturaleza singular y determi-
nada del objeto. Mientras que el objeto es denominado por un término singu-
lar, 0 nombre propio, ¢l concepto se expresa mediante un predicado gramati-
cal. Asi la relacion légica fundamental es la de «caer un objeto bajo un concep-
to.» (ibid., p. 86). Ante esta exclusiva particién decide: los niimeros no son
conceptos, mds bien se asocian a conceptos, por consiguiente no pueden ser
sino objetos. Frege es consciente de que esta concepeidn choca con la habitual
y por ello se detiene en clarificar el significado de su afirmacién. Su conclu-
sion, muy resumida, serd que no todo lo objetivo ha de estar ubicado
espacialmente, y que las palabras sélo adquieren sentido en la totalidad del
enunciado en que se encuentran: «Siempre hay que tomar en consideracién un
enunciado completo. Sélo dentro de €l tienen las palabras, en realidad, un sig-
nificado. Las representaciones internas que tenemos en tales casos no tienen
por qué corresponder a los componentes l6gicos del juicio. Es suficiente que el
enunciado como un todo tenga sentido; por €1 reciben también sus partes un
contenido.» (1884, p. 85).

A la luz de cémo se desarrollaron los acontecimientos puede decirse que la
axiomatica propugnada por Peano fue la elegida por los matemdticos como
fundamento apropiado para el conjunto de los niimeros naturales. No obstante,
en la actualidad se suele introducir de una manera mds constructiva estable-
ciendo el concepto de cardinal desde lo que podriamos denominar, en la ter-
minologia del profesor De Lorenzo, el dmbito del quehacer global. En concre-
to, siguiendo las ideas de Russell, se muestra que la biyectabilidad entre con-
juntos es una relacién de equivalencia, y se define el nimero de una clase
como la clase de equivalencia a la que pertenece. A continuacién se define
mimero como todo aquello que es el nimero de alguna clase. (Cf. Russell 1919,
pp. 19 ss.). Es evidente que Frege no dispone en ese momento de semejante
aparato légico matemdtico y por tanto su planteamiento tiene que ser diferente,
pero el resultado al que llega es el mismo.
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Hay que advertir, no obstante, que su trabajo resulta técnicamente impe-
cable, si no atendemos —claro estd- a la paradoja implicita que surge al supo-
ner ingenuamente que a cada propiedad corresponde una clase. Por otra parte,
el propio Frege atisbé que semejante circunstancia podria darse. Asf lo pode-
mos leer en la introduccion a Grundlagen: «Hay que tener en cuenta la posibi-
lidad de encontrar al final una contradiccién que derrumbe el edificio entero.»
(pp. 19-20). Conviene recordar que, en cierto sentido, la premonicién fue cier-
ta, pero hay quien introduce algunos matices en la cuestién. Como es conoci-
do, fue en Grundgesetze der Arithmetik donde Russell puso de manifiesto la
célebre paradoja que invalidaba el sistema fregeano, pero, si entendemos que
su planteamiento se encontraba en germen en Grundlagen, la inconsistencia
deberia estar ya latente en esta obra. Si, en una primera instancia, obvia la
inconsistencia es debido a que el sistema no se presenta adecuadamente for-
malizado. Segiin esto, la opinién habitual es que, tras la correspondiente
formalizacion, los principios que Frege empleara en Grundlagen deberian
mostrarse asimismo inconsistentes. Esta suposicién, aunque muy compartida,
es erronea, tal como Boolos trata de demostrar en su 1987. Su argumentacion
se basa en que, aunque Frege se muestre prodigo a la hora de suponer la exis-
tencia de todos aquellos conceptos que precisa para su desarrollo, no se mani-
fiesta tan generoso a la hora de introducir extensiones. (Cf. Boolos 1987, pp.
212-3).

I

Conviene indicar que Frege parte de que se sabe lo que es un mimero natural y
de como utilizarlo; no en vano es algo que la humanidad lleva haciendo desde
siglos. De lo que se trata mds bien es de hallar una fundamentacién adecuada,
inserta, como ya se ha dicho, en el proceso de aritmetizacién. Frege coincide
una vez mas con Leibniz y acepta que las férmulas numéricas son demostrables.
Salvada la laguna de la asociatividad, supuesta tdcitamente en la demostracion
leibniciana de que ‘2+2=4", el procedimiento va de suyo. Para Frege «el con-
junto infinito de los ndmeros es reducido al uno y al aumento del uno, y cual-
quiera de las infinitas férmulas numéricas puede ser demostrada a partir de
algunos enunciados generales» (1884, p. 31). Dicho de otro modo. cuando se
establezcan con claridad estas operaciones, o lo que es lo mismo, cuando pue-
dan ser definidas en términos puramente l6gicos, tendremos a nuestra disposi-
cion un procedimiento para alcanzar cualquier término de la serie numérica, y
todo ello sin salirnos del dmbito de la l6gica.

Asi pues, el primer paso consistird en encontrar una adecuada definicién
del cero. De entrada, no considera excluyente el que un concepto sea contra-
dictorio, lo mds que se podri decir es que nada cae bajo él. Este hecho le sirve,
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precisamente, para definir el cero: corresponde a un concepto tal que ningiin
objeto cae bajo él. Aqui comienza la simbolizacién a que antes aludia, ausente
en el texto de Frege, y que constituye el objetivo de este trabajo. Podriamos
indicar que al concepto F corresponde el cero si y sélo si nada hay que caiga
bajo €l. Para simplificar la notacion podriamos pensar que el concepto F juega
el papel de argumento y que el mimero ‘cero’ es, en realidad, un predicado de
nivel superior, Por ello, aunque desvirtie de algiin modo la idea de Frege, pue-
de resultar intuitiva (que es de lo que se trata) la siguiente expresion:

O(F) =dr —dx Fx,
0 lo que es lo mismo:
H{F) =t Vx —Fx.

Con objeto de simplificar la notacion omitiremos, siempre que ello sea
posible, el paréntesis argumental en la funcidén. Es decir, Fx significa F(x).
Para aclarar la situacién se podria introducir una funcién ‘anz’ que hiciera
corresponder a cada concepto el niimero que le corresponde, con lo cual la
definicion anterior podria ponerse como

anz (F) =0 =4 0 (F).

Ya hemos advertido de que, siguiendo a Leibniz, se tendrd que definir
asimismo la relacion de sucesor en la serie numérica. Por tanto, hay que dar
una definicién en términos exclusivamente l6gicos de que el nimero g, por
ejemplo, es el siguiente (el sucesor) de p. Si llamamos ‘s’ a la funcién siguiente
0 sucesor, esto significaria que s(p)=q. La caracterizacién que proporciona Frege
parece algo farragosa, pero en realidad es inmediata. Vamos a ver un gjemplo
previo con objeto de entender su propuesta. Supongamos que F sea un concep-
to bajo el que caen cuatro objetos, como por ejemplo ‘virtud cardinal’, y G un
concepto bajo el que caen tres, como por ejemplo ‘virtud teologal’. Es obvio
que el niimero que corresponde al concepto F es el siguiente del nimero que
corresponde al concepto G. La idea de Frege es restringir el concepto F a otro
concepto F* bajo el que caigan todos los objetos que caen bajo F, excepto uno
de ellos. En nuestro caso, por ejemplo, podriamos restringirlo a ‘templanza’,
con lo cual, F* seria verdadero sélo cuando los valores de x fueran ‘pruden-
cia’, “justicia’ y “fortaleza’. Asj las cosas, bajo este nuevo concepto cae igual
niamero de elementos que cae bajo G, a saber ‘fe’, ‘esperanza’ y ‘caridad’.

Esto es precisamente lo que hace Frege. En concreto, decir que g es el
siguiente de p equivale a afirmar tres cosas: primera, que hay un concepto F al
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que corresponde el nimero g; segunda, que bajo dicho concepto cae un objeto
determinado, llamémosle w; y tercera, que el nimero que corresponde al con-

cepto ‘caer bajo F, pero ser distinto de w’ es p. Tratemos de expresar esto en
simbolos:

s(p)=q =¢r IF I w {anz(F)=q A Fw A anz[(Fxa—(x=w)]=p].

Por ejemplo, que s(0)=1 significaria que hay un determinado concepto F
bajo el que cae un cierto objeto w, al que le corresponde el nimero /, y tal que

el nimero que corresponde al concepto *caer bajo F, pero ser distinto de w’ es
0. O sea,

S(0)=1 =qr IF 3 w {anz(F)=1 A Fw A anz[(Fxa—(x=w)]=0).

Dicho en otros términos, si bajo F cae un solo objeto w, bajo el concepto
que resulta al excluir del dmbito de F el elemento w no cae ninguno?.

No obstante, Frege no se considera satisfecho con estas definiciones, puesto
que tan s6lo se ha establecido el hecho de que un mimero corresponde a un
determinado concepto, y en modo alguno se ha dicho todavia lo que sea un
niimero. Y lo que es mds importante, la naturaleza no necesariamente logica de
los conceptos que pueden utilizarse en las definiciones anteriores no determina
de manera definitiva lo que sea un niimero concreto. El ejemplo de las virtudes
que hemos elegido como ilustracién asi lo indica.

Frege da dos razones por las que considerar inadecuadas estas definicio-
nes. La primera resulta un tanto extravagante y, por mor de la imaginacién
fregeana es conocida como el “principio Julio César’. Dice Frege: «mediante
nuestras definiciones nunca podremos decidir —para dar un ejemplo burdo— si
aun concepto le corresponde el mimero Julio César, ni si este famoso conquis-
tador de las Galias es un nimero o no.» (p. 82). Como bien observa Kenny,
advirtiendo lo inusitado del planteamiento, no cabe apelar a la intuicién y de-
cir, sin mas que, dado el proceso de construccién nunca se daria tal cosa. Eso
seria hacer concesiones no deseadas a Mill. Es mds bien un defecto de la pro-
pia definicion el dejar abierta esa posibilidad, En otras palabras, la definicién

2 Mias adelante (1884, p.102) el propio Frege da otra caracterizacion de que anz(F)=1. a
saber, que si hay dos objetos que caen bajo ese concepto, entonces son iguales. En simbolos:
I{F) =dr 3x Fx A ¥xVy ( Fx A Fy = x=y)
Y lo mismo para el caso del dos:

2(F) =gr (3xJy Fx aFy)a VXVyVe(FxaFyaFz — x=yvx=zvy=7)
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debe ser lo suficientemente restrictiva como para que, sin apelar a intuicién de
ningtin tipo, ni a algo ajeno a ella misma, se pueda asegurar que tal cosa no
puede suceder?.

En cualquier caso, esta aprension por evitar la aparicién de elementos aje-
nos a la serie numeérica es algo que debe preocupar a cualquiera que pretenda
fundamentar correctamente los niimeros naturales. Y creo que éste fue también
el caso de Dedekind en su célebre Was sind und was sollen die Zahlen?, de
I888. En una carta dirigida a Keferstein4, observa que ni la suposicién de una
aplicacion inyectiva que haga corresponder a cada nimero su sucesor, ni el
hecho de que el 7 no sea imagen de ningun elemento de la serie, son suficientes
como para abarcar la esencia de la serie numérica, puesto que tales hechos
serian igualmente vilidos para cualquier otro sistema que contuviera, junto a
la serie numérica, otro conjunto de elementos para los cuales pudiera extender-
se la citada aplicacion. La (nica posibilidad, senala Dedekind, de depurar el
sistema de tales intrusos que pertuban todo orden, es la consideracién del con-
Jjunto de los nimeros naturales como la clase N que contiene todas aquellas
cosas que pertenecen a toda clase Z que contiene al /, asi como a todos los
sucesores de elementos de Z. Llegar a esa conclusidn, fue, segiin sus palabras,
«uno de los puntos mds dificiles de mi andlisis, y superarlo requirié una larga
reflexion.» (Dedekind, 1998, p. 178).

Pero Frege encuentra ain otra razon para considerar que esas definiciones
no son adecuadas. A su juicio, todavia no se ha establecido la definicién de
nimero, sélo se ha fijado el sentido de ‘el niimero tal corresponde a’, y de ahi
no podria demostrarse la inyectividad de la funcién *anz’, es decir, no se podria
demostrar que

anz{F)=n; A anz(F)=n, - n; =n,

Asi pues, para evitar la circularidad en la definicién, es preciso determinar
el sentido de la igualdad numérica antes incluso que establecer la propia defi-
nicién de nimero. Es decir, hay que dotar de significado a

2 (Cf Kenny 1995, p. 107). Como puede verse, aqui se intuye ya el rechazo fregeano a
cualquier planteamiento axiomdtico, puesto que no caben diversas interpretaciones del sistema.
Esto se pondra de manifiesto de manera més ostensible en la discusion con Hilbert. (Cf. Mosterin
1980, especialmente pp. 296 ss.).

4 Segin indica Ferreirds, en los comentarios a su traduccién del texto de Dedekind.
Keferstein habia publicado en 1890 un articulo en el que proponfa, junto a una sintesis de las
ideas de Dedekind con las de Frege, la revision del concepto de cadena, que. a su juicio, no era
imprescindible. Dedekind le replicd por carta argumentando que tal critica es erronea si lo que
se pretende es que la definicién no contenga mas elementos que 1os necesarios, es decir, que sea
categdrica.
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anz(F) = anz(G),
sin emplear la expresién anz(F).

La cuesti6n estd en determinar un principio, anterior por tanto, a la defini-
cion misma de niimero, que permita establecer la igualdad numérica. Nuestra
propia experiencia nos facilita multitud de ocasiones en los que tal cosa puede
hacerse. Quizd la mis socorrida de ellas sea el caso del camarero, que no nece-
sita contar los platos y los vasos de la mesa para determinar si hay el mismo
niimero de ambos: bastard con establecer un emparejamiento entre los dos con-
Juntos, de manera que no quede ningiin elemento sin su correspondiente pare-
Ja. En otras palabras, se trata de establecer una correspondencia biyectiva entre
ambos conjuntos.

Animado por la buena acogida que ha tenido este planteamiento entre los
matemdticos, Frege adopta un criterio semejante: a dos conceptos corresponde
el mismo mimero siempre que pueda establecerse una correspondencia biyectiva
entre los elementos que caen bajo uno y bajo el otro, o sea, entre sus respecti-
vas extensiones. Y para fundamentar histéricamente semejante eleccién acu-
de a la definicién que proporciona Hume en el Treatise: «Cuando dos nimeros
estdn combinados de modo que uno tenga siempre una unidad correspondiente
a todas y cada una de las unidades del otro. los declaramos iguales.» (Vol. I, p.

I73). A partir de una sugerencia de Boolos este enunciado se conoce como el
‘principio de Hume', pero esta terminologfa no es compartida por el critico
Dummet, que la considera poco mds que un chiste. (Cf. Dummet 1998, pp. 386
$s.). Entre otras razones porque en la cita parece que Hume se estd refiriendo a
unidades mds que a objetos que caen bajo un concepto, y ya conocemos el
rechazo de Frege a la consideracién del nimero como conjunto de unidades.
(Cf. 1884, cap.3).

Una vez constatada la insuficiencia de las definiciones anteriores, se propone
la solucion definitiva. El universo de discurso fregeano estd constituido por los
conceptos, sin restriccion, y entre ellos va a establecer la relacién fundamental:
la de equinumericidad. Me apresuro a sefalar que esa relacion se apoya, en
ultima instancia, en un planteamiento extensional. En este sentido, se puede
asumir la caracterizacion fregeana de aplicacion biyectiva, y decir que dos con-
ceptos son equinuméricos cuando puede establecerse una aplicacion biyectiva

3 Para justificar esta eleccidn, Frege cita a Schrisder, Kossak y, como no, a Cantor. (Cf.
1884, p.87 n.6).
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entre sus correspondientes extensiones. (Cf. 1884, p. 96). La definicion que
Frege da de correspondencia biyectiva puede simbolizarse del modo habitual.
Se dird que hay tal correspondencia entre los objetos que caen bajo los concep-
tos F'y G si, y s6lo si existe una aplicacion F tal que

Vx[Fx — Jy(Gy A xDy)] A Vy|Gy — Ix(Fxaxdy)]

Caractericemos este hecho diciendo que Biy(F). Si denominamos por ‘extF’
a la extension del predicado F. es decir, al conjunto de los objetos que caen
bajo F, entonces la relacidn de equinumericidad se podria indicar como sigue:

Feq G =4 3P [Biy(d) A @: ext F — ext G]

Como ya se ha senalado, conviene observar que esta definicién combina
elementos intensionales y extensionales, puesto que, mientras el definiendum
determina una relacion entre conceptos, el definiens establece un tipo concreto
de correspondencia entre los elementos de dos conjuntos dados. Evidentemen-
te, a partir de aqui se podria seguir con la interpretacién habitual: se podria
decir que “eq’ es de equivalencia, que establece una clasificacién entre los con-
ceptos, y que a cada clase de equivalencia corresponde un mimero. Pero como
resulta obvio, no dispone Frege de esa posibilidad y no sigue ese camino, si
bien llegari al mismo resultado,

En lugar de eso, establece una nueva funcién cuyos argumentos son, a su
vez, conceptos. En concreto, dado un concepto F cualquiera se puede delimitar
predicativamente una nueva funcién ‘eqF’ de manera que el enunciado ‘eqF(G)’
sea verdadero siempre que FeqG. Dicho en términos de clases, la extension de
‘eqF’ estd formada por todos los conceptos equinuméricos con F. Esto le per-
mite ya dar la definicién de lo que llama ‘nimero que corresponde a un con-
cepto’, que todavia no es la definicion de nimero. Esta estrategia fregeana
obvia la posible circularidad de la su definicién. El nimero que corresponde a
un concepto F es la extension del concepto “equinumérico con F*. Dicho de
otro modo, la clase de todos los conceptos cuyos conjuntos de verdad pueden
ponerse en correspondencia biyectiva con el conjunto de verdad de F. En sim-
bolos:

anz(F) = yrext [eqF] = |G |FquI

Esta superposicion de los planos extensional e intensional no preocupa a
Frege, puesto que, en la terminologia de Mosterin, todavia se mueve en el
estadio ingenuo de la teoria de conjuntos, e identifica. sin restriccion alguna, el
concepto con su propia extension. En una simple nota a pie de pagina (p. 92,



52 ANTONIO CABA

n.13) Frege. tan meticuloso en otras ocasiones, despacha sin mas el asunto,
presuponiendo que ‘se sabe’ lo que es la extension de un concepto. Como sefia-
la Mosterin en el Prélogo de la edicion de Grundlagen que estamos citando, en
el ano de su publicacion «se estaba muy lejos de saber lo que era la extension
de un concepto y no se sospechaba siquiera cuéinta complejidad y peligro ence-
rraba la (equivalente) idea de clase.» (1884, p. 11) En cualquier caso, pese a
que ambos términos puedan ser intercambiables, y el punto de partida fregeano
sea extensional, parece que Frege no puede renunciar a lo extensional y acaba
recurriendo a clases de conceptos.

Pero con esta definicion, Frege no ha establecido atin lo que sea un niime-
ro: tan sélo ha determinado qué entiende por ‘nimero que corresponde a un
concepto’. Para completar su construccién es preciso anadir (ibid. pp. 96-97)
una nueva definicién: que k sea un nimero va a significar que hay un concepto
al que corresponde el nimero . Si llamamos N al predicado ‘ser un nimero’,
tendremos:

N(k) =y 3F anz(F)=k

Por ejemplo, que tres es un niimero, segiin Frege, equivale a afirmar la
existencia de un concepto al que corresponde el nimero 3. Ese concepto po-
dria ser, por ejemplo, 'virtud teologal’.

Vemos por las definiciones anteriores que Frege no se ha preocupado en
exceso de determinar la naturaleza predicativa u objetual de los elementos in-
troducidos. Quizd sea el momento de plantear siquiera las consecuencias que
acarrea la estricta clasificacion semantica para el caso de estas definiciones.
Habrd que esperar unos anos para que, tras la critica de Kerry y la publicacion
de «Concepto y objeto», retome Frege el asunto. Pero no € si, aun entonces,
las “aclaraciones’ de Frege resuelven definitivamente la cuestién.

De entrada. como se ha advertido en su momento, ‘eqF’ juega el papel de
una funcion cuyos argumentos son conceptos, Por tanto, no puede ser ella mis-
ma un coneepto, sino que deberia contar —por exclusién— como objeto. Pese a
todo, Frege habla del concepto *equinumérico con F* (Cf. 1884, p. 92). Por otra
parte. si los nimeros son considerados como objetos, el predicado N, recién
introducido, se comporta efectivamente como un auténtico predicado, puesto
que tiene como argumentos objetos (los mimeros). A su vez, los nimeros tie-
nen en algin sentido naturaleza predicativa, puesto que se dicen de los concep-
tos, es decir, podrian considerarse funciones cuyos argumentos son conceplos.
En resumen, se detecta en este contexto un encadenamiento entre las catego-
rias semanticas fregeanas. En primer lugar tenemos los objetos, sin mds. Estos
objetos caen, o no, bajo determinados conceptos. A su vez, los nimeros se
predican de los conceptos, lo que obliga a considerarlos como objetos de nue-
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vo. Y por tltimo. el predicado *x es un niimero” vuelve a poseer caracter predi-
cativo al tener como argumentos objetos.

Como es natural, si se quiere seguir manteniendo la tajante distincion en-
tre concepto y objeto, en la que insiste Frege. hay que rizar mucho el rizo para
clarificar la situacion anterior, Y, a mi juicio, el intento clarificador que Frege
propone en «Concepto y objeto» (Cf. 1971, pp. 112-113) confunde mds que
aclara. Por lo pronto. insiste en la naturaleza predicativa del concepto, aun
cuando se comporte como argumento: «el concepto se comporta de modo esen-
cialmente predicativo incluso cuando se dice algo de él» (ibid.). A continua-
cion esboza una posible solucion insinuando una teoria de tipos que no llega a
desarrollar: «LLos conceptos de segundo orden, bajo los cuales caen conceptos
son esencialmente distintos de los conceptos de primer orden bajo los que caen
objetos.» (ibid.). No obstante, la relacion funcional que se da en ambos casos
le obliga a establecer algtin tipo de conexion: «La relacién de un objeto con un
concepto de primer orden bajo el cual cae es distinta, aunque parecida a la
relacion de un concepto de primer orden con un concepto de segundo orden»
(ibid.). Parece entonces que lo que se indica es que esas dos relaciones son
analogas, pero no se especifica el tipo ni el alcance que tiene tal analogia,
Estimo que la explicacién posterior no es mas afortunada: «Quizd se podria
decir que un objeto cae bajo un concepto de primer orden, y que un concepto
cae en un concepto de segundo orden» (ibid.). Todo apunta a considerar los
nimeros como conceplos de segundo orden, cuyos argumentos son a su vez
conceptos. pero Frege no sigue por este camino. Tras todas estas explicacio-
nes, insiste: «la diferencia entre concepto y objeto. sigue siendo, pues, comple-
lamente Lajante» (ibid.)o.

v

Con un cimulo de cuestiones sin resolver, como hemos indicado. Frege ha
dado ya su definicién de nimero. Tan s6lo le queda asociar a cada nimero un
concepto establecido en términos exclusivamente [6gicos, y por ende, sin con-
notacion empirica alguna. Asimismo es preciso que estas definiciones garanti-
cen el estatus de la relacién “sucesor’.

En primer lugar, para definir el cero ha de buscarse un concepto del
que pueda demostrarse, por medios puramente l6gicos, que nada cae bajo

6 Enresumen, pese d que se apunta la posibilidad de una clasilicacion estratificada de los
predicados. no se desarrolla este punto, y esto le llevard incluso a caer en inconsistencia. Insta-
lados en el prejuicio que supone mis de un siglo de diterencia. podriamos decir que Frege no
supo ver que la salida era la estratificacian vy éste. en opinidn de Carnap, fue uno de sus errores.
(Cf. 1937, pp. 138-9),
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el (Cf. 1884, p. 99). Frege clige como tal el concepto que llamaré F, defi-
nido como

F[].—-':di —(X=Xx)

Es decir, que un objeto cae bajo Fy si. y s6lo si no es idéntico a sf mismo.
Para garantizar que, efectivamente nada cae bajo Fj serfa preciso mostrar que
ningtn objeto deja de ser idéntico a si mismo. Pero este hecho se sigue de la
propia definicion de identidad adoptada por Frege. y que no es otra que el
principio salva veritate de Leibniz (Cf. 1884, pp. 89). Este principio establece
que. si dos cosas son iguales. entonces una de ellas puede sustituirse por la otra
sin que se altere la verdad. Segiin ha puesto de manifiesto Kenny (1995, p. 91)
hay una cierta incongruencia en este planteamiento de Frege. En efecto, en el
andlisis que realiza de las opiniones acerca de la unidad (Cf, Frege 1884, cap.3)
rechaza explicitamente que el adjetivo ‘uno’ sea una propiedad de objetos, ba-
sandose en que es una propiedad de aplicacién universal y por ende de exten-
sion nula, si se tiene en cuenta la relacién inversa entre ambas. Fn cambio,
como se acaba de ver, no tiene reparos en definir el cero en funcién de la
identidad de objetos, cuya aplicaci6n es igualmente universal,

Esta decision fregeana de tomar el principio de Leibniz como definicién
de verdad fue seguida, entre otros, por 16gicos de la talla de Tarski v de Quine.
Segtin Echeverria, todos ellos hicieron uso de una versién excesivamente res-
tringida del principio leibniciano de sustituibilidad, obviando aspectos impor-
tantes del autor sobre el asunto. A su juicio, el principio tiene un alcance mayor
que el de la mera preservacion de la verdad I6gica; es mds bien un criterio
semidtico de identidad. (Cf. Echeverria, 1987, pp. 193-200). En cualquier caso,
no cabe duda de que la identidad a la que nos estamos refiriendo en este apar-
tado se corresponde con la identidad referida a términos individuales 0 nom-
bres de individuos, que son los tinicos susceptibles de sustitucién. Esta identi-
dad no se dice de los términos en cuanto tales, sino en cuanto a su designacidn,
es decir, cuando se toman en suposicion formal, que no material. Asf entendi-
da, la identidad no indica la mismidad de un individuo CONSIZO MISMO, Sino
que dos términos individuales, distintos en cuanto términos, tienen la misma
designacion. (Cf. Martinez-Freire, 1978).

Volviendo al planteamiento de Frege, podemos definir el cero como el
nimero que corresponde al concepto F, o sea:

D =yranz( Fy )

Pero, aunque la definicién estd expresada en términos légicos, cabria pensar
51 es apropiada para cualguier otro concepto bajo el cual tampoco caiga nada.
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Esto es un teorema que habria que demostrar y que Frege enuncia de la
siguiente manera: «Cualquier concepto, bajo el cual nada caiga, es equinumérico
a cualquier otro concepto, bajo el cual nada caiga, y solamente con uno tal.»
(1884, p. 99). De aqui se sigue que como bajo Fyynada cae, entonces, por cons-
truccion, serd cero el mimero que corresponda a ambos conceptos. En simbo-
los, el enunciado propuesto es:

VEVG [[Vx—Fx AVy—Gy] &F eq G}

Sies cierto el antecedente habria que hallar una relacién F biyectiva entre
las extensiones de Iy de G, lo cual es trivial, puesto que ambas son vacias. El
reciproco lo demuestra Frege por reduccion al absurdo: suponiendo que FeqG,
y que Vx—=Fx , pero que, en cambio, —=Vy—Gy. En estas condiciones se de-
muestra [icilmente que no hay posibilidad de establecer una correspondencia
biyectiva entre extF y extG. lo cual contradiria FeqG.

La definicién de sucesor tampoco ofrece dificultades. Puede, de hecho,
adoptarse la misma que se rechazé en un principio:

s(p)=q =gy IF I w {anz(F)=q A Fw A anz[(Fxa—(x=w)]=p].
La novedad estd en que el cardcter [6gico estd garantizado siempre que los
conceptos F utilizados para generar la serie numérica sean de naturaleza 16gi-
ca. Por ejemplo, vamos a determinar el sucesor de 0, tal como se ha definido

anteriormente. Habrd que buscar un concepto F bajo el que caiga un objeto w y
tal que

anz[Fx a —(x=w)]=0,
es decir, que salvo w, nada caiga bajo €. El concepto
F|K =1-_1;'H.En
cumple esas condiciones. En efecto. algo cae bajo €1 (0, puesto que F; 0 es
verdadera), y ademds anz[F| x A —(x=0)]=0. dado que 0 es el tinico objeto que
cae bajo F). De esta manera, si definimos:
| =gpanz(F,)

se liene que s(0)=1.
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El procedimiento puede extenderse sin dificultad. Asi, para determinar el
siguiente de / deberemos hallar un concepto F bajo el que caiga un objeto w, y
tal que

anz|Fx A —{x=w)]=|
Para tal fin puede servirnos
Fax =4 x=0 v x=1,

que satisface la definicién: hay algo que cae bajo F; (en este caso nos
puede valer el 0 6 el /). y ademds anz[Fsx A —(x=0)]=1. Es decir, que caiga
bajo F» y no sea () sélo hay un objeto. el /. Si se define ahora

2 =yranz(F7)

se tiene que s(1)=2.Y asi sucesivamente.

Las presentaciones habituales del trabajo fundacional de Frege en este campo
llegan en ocasiones hasta este punto. Pero no suele avanzarse un dpice en las
posibilidades que el sistema tiene. De hecho, en los pardgrafos 78 y siguientes,
Frege apunta (en ocasiones incluso llega a demostrar) algunas consecuencias
de su definicion en las que quisiera detenerme, aunque sea brevemente. En
concreto, en el pardgrafo 78 Frege enuncia sin demostracién algunas de las
consecuencias de su definicién, gue paso a simbolizar sin comentarios:

(1) s(0)=a — a=|

(2) anz(F)=1 — 3xFx

(3) anz(F)=1 — (Fx A Fy — x=y)

(4) [3zFz A VxVy (FxaFy — x=y)] — anz(F)=1
(3) [stm)=n A s(m")=n"] — [m=m" & n=n"]

(6) Vp [(N(p) A p#£0)] — Jn [N(n) A s(n)=p]

Hasta ahora, Frege ha propuesto un método eficaz para obtener la serie
numérica a partir del cero, pero nada garantiza, si nos atenemos a las meras
definiciones, que el proceso pueda extenderse indefinidamente, ni que aparez-
can en la serie dos nimeros consecutivos iguales. Por tanto, hay que demostrar
que a cada niimero le sigue uno inmediatamente en la serie de los niimeros
naturales, y que ademds aparece uno distinto cada vez. Se exige por tanto un
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andlisis exhaustivo de la serie numérica, que Frege vuelve a plantearse en
Grundlagen desde un punto de vista general. tal y como ya hiciera en la
Conceptografia. (Cf. Frege 1879, cap.3).

Voy a dedicar unos parrafos a comentar como Frege lleva a cabo este ana-
lisis, ateniéndome en la tarea al objetivo marcado en el presente trabajo. Sélo
eshozaré el esquema seguido por nuestro autor que ha merecido estudios mu-
cho mas atentos y exhaustivos?. Quiero decir con esto que la esquemdtica bre-
vedad con que se van a tratar estos pardgrafos de Grundlagen no es de ninguna
manera proporcional a su importancia. Visto desde nuestra perspectiva actual,
lo que Frege va persiguiendo es justificar el principio de induccién completa,
es decir, garantizar que todos los nimeros naturales verifican una determinada
propiedad con tal de que la cumpla el cero y la verifique el siguiente de cada
nimero que la verifique.

Para seguir el planteamiento de Frege es preciso, una vez mas, simbolizar
algunas de sus definiciones. Asi. expresaremos mediante xDy el hecho de que
el par <x,y> pertenezca a la relacion determinada por @, Llamaremos heredita-
ria respecto a la relacion @ (o ®-hereditaria) a una propiedad tal que si la
verifica un determinado elemento, también la verifica cualguier otro elemento
que esté relacionado con €l mediante @, Es decir:

Her®(F) _yf Vw [Fw —=Vz (wdz — Fz)].

Diremos que x precede a vy en la serie @, o sea, es un V-ancestro, cuando v
verifica cualquier propiedad @®-hereditaria que sea a su vez verificada por lo-
dos los elementos relacionados mediante @ con x. Cuando x e y verifiquen esa
relacién diremos que el primero es un ancestro del segundo, y lo expresaremos
mediante:

X [anc-D] y
Es decir

x [anc-D] y —yy VF {Her®(F) a Vz (xdz —Fz)]>Fy}

7 Por gjemplo, segiin Boolos y Heck, tras el parigrafo 78 de Grundlagen le quedaba por
demostrar a2 Frege la existencia, que no la unicidad, del sucesor de todo nimero en la serie.
Esquematizo una tal prueba en los pargrafos 82 y 83, con lo cual se completaria la demostra-
cion de que hay infinitos numeros naturales, Pero, segin estos autores, Frege se mostrd confun-
dido en estas secciones de su libro, y no puede decirse que hubiera intentado siquiera pergefiar
1al demostracidn. (Cf G. Boolos v R. Heck 1988, pp. 407 ss.).
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Obsérvese que la relacién @ no tiene por qué ser funcional, y por tanto,
puede que haya mis de un individuo relacionado mediante ® con .

La denominacion de ancestro no es easual, puesto que si tomamos como @
la relacion “xes padre de y', la relacion [anc-®] determina precisamente el hecho
de que un individuo es un ancestro de otro. Dicho de otro modo, afirmar que A es
un ancestro de Z significa que A es padre de algin B, quien a su vez es padre de
algtin €, y asi hasta llegar a alguien que es el padre de Z. Con respecto a esta
relacion hay propiedades que se transmiten hereditariamente y otras que no lo
hacen. Por ejemplo. *ser humano’ es una propiedad que se hereda, pero ‘ser
varon'. en cambio, no. Decir que A es un ancestro de Z se reduce en definitiva a
alirmar que Z verifica todas las propiedades hereditarias que verifica A

Cuando todo este andlisis se traslada a la serie numérica la cosa se simpli-
fica notablemente. En este caso la relacion @ es la de sucesor, esto es, la de ‘ser
el siguiente de’ en la serie de los ndmeros naturales. O sea, x®y equivale ahora
a decir que v es el siguiente de x, y en nuestra notacién esto supone que y=s(x).
Por tanto, afirmar que un niimero z sigue a otro niimero a en la serie es simple-
mente decir que z verifica todas las propiedades hereditarias verificadas por a.
La propia caracterizacion de propiedad hereditaria, cuando se refiere a la rela-
¢1on sucesor, también se modifica, quedando:

Hery(F) g ¥n [Fn — F(s(n))]

Con la relacion [anc-@] ocurre igual. En este caso estariamos hablando de
lanc-s], y atendiendo a la construccién fregeana, cuando particularizamos la
relacion para el caso en que a=0, resulta que () es un ancestro de todos los
numeros naturales. Dicho de otro modo, para cualquier mimero natural y se
verifica la relacidon Olanc-s]y. En otras palabras, un niimero natural puede
defintrse como aquél que verifica todas las propiedades hereditarias del cero.
A tales niimeros se les suele llamar inductivos, y esta caracterizacion es preci-
samente la que adoptd Russell como definicidn de nimero natural. En concre-
to, podemos definir:

Ind(x) =45 O[anc-s]x

Obsérvese el parecido que guarda esta definicién con el principio de in-
duccién cuando se la despliega en su totalidad:

8 Segln Russell, aunque, en apariencin, todas estas consideraciones resultan triviales,
«hasta que Frege desarrolld su leoria generalizada de la induceitn, nadie podria haber definido
con precision “antecesor’ en términos de ‘padre’ . (1919, p.31).
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Ind(x) —yr VF {¥n [Fn —= E(s(n))] A F(0) — Fx|

Tenia, pues, razon Russell al definir los nimeros naturales precisamente
como aquéllos que verifican el principio de induccion. (Cf. Russell 1919, cap.3).

Con todo este aparato l6gico, ya esti Frege en condiciones de demostrar
que la serie asi establecida es ilimitada. es decir que a todo nimero p le sigue
immediatamente un niimero ¢ en la serie de los ndmeros naturales. En concre-
1o, va a demostrar que al mimero ¢ le corresponde precisamente el nimero que
corresponde al concepto ‘pertenecer a la serie de niimeros naturales que termi-
na con p’.

Vamos a exponer su punto de vista utilizando la notacién que hemos intro-
ducido. Convendria observar, como ya se ha dicho, que a cada Fy le correspon-
de el anz(Fy)=k, pero en realidad a Fy se le podria asociar el concepto que
Frege define extensionalmente como: “serie de los niimeros naturales que ter-
minaen k-/", entendiendo por k-1 el antecesor de k en la serie numérica. Segiin
esto, su concepto “serie de nimeros naturales que termina en n’ corresponde a
nuestro Fy,y. La construccion que hemos realizado nos permite demostrar el
teorema tal como lo enuncia Frege. En concreto, si llamamos Kx a “x pertene-
ce a la serie de nimeros naturales que termina con 1’| resulta que

Kux = FH njs

Lo que queda por hacer es demostrar. en primer lugar, y por induccion,
aunque Frege no lo explicite asi, que

S1 Kyx = Fyyx, entonces Ky = Fosnnx

O sea. que si el resultado se verifica para un determinado n también se
verifica para el siguiente. Dicho de otro modo:

Si anz(K,)=s(n), entonces anz( K ,))=s(s(n))

Pero también (y para completar el proceso de induecién) tendremos que
verificar que ese resultado vale para n=0.

Respecto a lo primero, supongamos que K,x = F,)x, 0 lo que es lo mis-
mo. que anz(K,)=s(n). Tomemos K, cuya definicion es:

KX =ar x=0vx=1v ... x=n v x=s(n),

que se corresponde con nuestro Fygpy). Es obvio que zah(Kyp,y)=s(s(n)),
con lo que queda probado el paso de induccién. Para n=0 es trivial que
ziah(Kp)=1, puesto que. por definicion, K es la serie que termina en cero, es
decir, Kyx —yp x=0, que puede expresarse como Ky=F . y por tanto zah(Ky)=s(0).
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Observar que, en tiltima instancia, todo se debe a la definicién que hemos dado
de cero y de sucesor, asi como a la construccion de los F; que verifican las
condiciones de dicha definicidon.

Vi

Asi pues, se ha demostrado que cada nimero natural tiene un signiente
distinto de él mismo. Por tanto, la serie siempre genera nuevos objetos, evi-
tando la posibilidad de que surjan elementos extrafios o repetidos. Segiin
Frege, decir que un niimero 1 pertenece a esa serie equivale a decir que es
finito. Llamemos “Fin' a tal predicado. En sus palabras: n es finito si pertene-
ce a la serie de nimeros naturales que empieza por cero. (Cf. 1884, p. 106).
Con nuestra nomenclatura esto equivaldria a decir que hay un F bajo el que
cae i, o sea:

Fin n -y 3k Fyn

Bien entendido que, una vez descubierto un tal Fy, el enunciado valdria
para todos los siguientes a k en la serie. En concreto, si f sigue a k en la serie.
entonces el enunciado Fyn es verdadero. ;Qué mimero corresponde al concepto
“Fin" definido en esos términos?. No puede ser un nidmero natural, puesto que
si fuera verdadero para i, por ejemplo, también lo deberia ser para el siguiente,
contra el hecho constatado de que no hay repeticiones en la serie. Por consi-
guiente, el mimero debe ser de otra naturaleza, debe ser infinito. En concreto,
Frege [lama e al anz(Fin).

A proposito del predicado ‘Fin® y del mimero que le corresponde, Boolos
introduce una atractiva sugerencia que, de haber sido consecuente, el propio
Frege deberfa haberse planteado. (Cf. 1987, pp. 227-8 y p. 212). En efecto, de
la misma manera que definié el cero como el mimero que corresponde al con-
ceplo ‘no idéntico a si mismo’, tendria que haber asignado un niimero al con-
cepto ‘idéntico a si mismo’, es decir, al coneepto definido como

{Jx =ir X=X

Esta idea de Boolos no es del todo original, y ya fue tratada por Gémez
Pin y Echeverria en su libro de 1983, llegando incluso mds lejos. Se argumen-
taba alli que “idéntico a si mismo’ no puede ser un concepto, puesto que si lo
fuese, si subsumiese objetos, «necesario seria entonces que ‘idéntico a si mis-
mo’ sea idéntico a si mismo, es decir, que sea subsumido por si mismo. Como
ello no tiene sentido no nos referiremos a él como un coneepto, sino en todo
caso como a un pseudoconcepto.» (pp. 378-9).
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Por su propia definicion, es obvio que cualquier objeto x cae bajo U, con
lo cual el niimero que corresponda a {J debe dar cuenta de todas las cosas que
hay. abriendo asi la puerta a la paradoja de Russell. Es mds, siguiendo el plan-
teamiento de Boolos. Frege tendria que haberse cuestionado si el nimero que
corresponde a ese concepto no es el mismo que corresponderia, en su sistema,
a ‘Fin’. Es evidente que semejante identificacién imposibilitaria distinguir en-
tre diferentes infinitos, pero —tal como lo entiende Boolos— es mis facil creer
que haya solo un ndmero infinito que corresponda al niimero de todas las cosas
que hay. que creer en la existencia de tantos nimeros infinitos que no haya
conjunto o nimero (finito o infinito) de todos ellos. En cualguier caso, dentro
del sistema fregeano, el concepto U tendria que ser considerado como un obje-
to, con lo cual deberia caer bajo el concepto bajo el que todo objeto cae. es
decir. ¢l mismo. Lista es una muestra mds, observa Echeverria, de lo inadecua-
do del recurso fregeano de considerar a los conceptos como objetos cuando
éstos son mencionados o designados. (Cf. Echeverrfa, o. c., p. 218, n.24),

En cualquier caso, Frege considera como una ventaja de su sistema el
poder realizar idéntico tratamiento sin distinguir entre nimeros finitos o infini-
tos. No es relevante en absoluto. indica, el que podamos o no formarnos una
imagen de un niimero infinito; tampoco podemos hacérnosla para ciertos nii-
meros finitos y no ocurre nada. Lo determinante en ambos casos es que cual-
quier niimero «puede ser reconocido sin duda alguna como el mismo niimero y
puede ser distinguido de cualquier otro.» (1884, p.107). Nuestro autor entien-
de que en esta parcela de su planteamiento coincide con Cantor, y que su pro-
pia concepeién de nimero puede ser identificada con lo que éste llamé poten-
cia (Mdichtigkeit). pero, en su opinién, hay un punto en el que ambos divergen.
En efecto, segiin la interpretacion fregeana, Cantor introduce su concepto de
niimero en base a la ordenacién. Cuando los dominios son finitos cualquier
reordenacion proporcionard el mismo nimero, pero si no lo son la cosa cam-
bia, puesto que, como es bien sabido y Frege admite, un conjunto infinito pue-
de ser reordenado de muchas maneras, y por tanto deberian corresponderle
numeros distintos. lo cual es inaceptable. Segiin esto, el criterio cantoriano
deberia, siempre segin la interpretacion de Frege, distinguir para uno y otro
caso, lo que no ocurre con su definicion: «Nosotros no hemos precisado ningu-
na ampliacion, porque nuestro concepto de niimero comprende inmediatamen-
te también los numeros infinitos.» (ibicl p.108). Como es conocido, Cantor
nego tal equivalencia, y esto propicio una serie de malentendidos, debidos so-
bre todo al diferente manejo de sus respectivos vocabularios técnicos. Pero,
pese a las divergencias, no escatimé Frege elogios a Cantor. Como indican los
Kneale. estas alabanzas adquieren un mayor valor «por insertarse al término

de un libro en el que abundan las criticas hostiles hacia otros autores.» (1961,
p-410).
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