‘Verdad’y ‘prueba’ ante el problema del
progreso matematico™
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EN EL PANORAMA ACTUAL DE LA FILOSOFiA Y METODOLOGIA DE LA CIENCIA hay
una particular insistencia en el naturalismo. Su vigor se aprecia con niti-
dez en los planteamientos epistemologicos y metodologicos relacionados
con las Ciencias Empiricas, donde aparece asociado a autores particular-
mente representativos en el momento actual: L. Laudan, R. Giere y Ph.
Kitcher. Hay asi una variedad de posiciones naturalistas, que van desde
las posturas criticas con el realismo a planteamientos que apoyan las pro-
puestas realistas!. Son concepciones que, en algunos casos concretos, al-
canzan el cardcter de alternativa general a los enfoques filosofico-
metodologicos anteriormente existentes, como sucede con el «Naturalismo
normativo» de Laudan, que cuestiona las perspectivas mds influyentes2,
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I De las diferentes versiones actuales de «naturalismo» en Epistemologia y Me-
todologia de la Ciencia se ocupa A. Rosenberg, «A Field Guide to Recent Species of
Naturalism», Bristish Journal for the Philosophy of Science, 47 (1996), pp. 1-29. So-
bre la vuelta del naturalismo al primer plano, ¢f. Ph. Kitcher, «The Naturalist Returns»,
Philosophical Review, 101 (1992), pp. 53-114.

2} Gonzilez, «El naturalismo normativo como propuesta epistemologica y
metodoidgica. La segunda etapa del Pensamiento de L. Laudan», en W. J. Gonzdlez,
El Pensamiento de L.. Laudan. Relaciones entre Historia de la Ciencia y Filosofia de
fa Ciencia, A Coruna: Publicaciones Universidad de A Coruiia, pp. 7-57.
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incluyendo la suya propia en lo que respecta a los criterios de evaluacién
del progreso cientifico3.

También en la actual Filosofia y Metodologia de la Matemadtica hay
una importante linea de pensamiento que es naturalista. Destaca sobre
todo en la obra de Philip Kitcher, que ha consegutido presentar un disefo
de inspiracion empirista4. Es una propuesta epistemoldgica y
metodologica para la Matematica que ha ido desarrollando en varios
pasos sucesivos y que ha tenido una particular incidencia en el contexto
angloamericano, especialmente a raiz de sistematizar su posicion. Por-
que, tras una serie de trabajos en los que aborda diversos aspectos filo-
sofico-metodologicos de la Matematicad, realizados en su mayor parte
en los ainos setenta, es en la década de los ochenta cuando articula en
detalle su postura, que se refleja en su libro sobre la naturaleza del cono-
cimiento matematico®. Mds tarde hace explicita su caracterizacion del
«progreso matematico»’; y, varios aftos después, es cuando presenta su
vision de conjunto del avance de la Ciencia en generals.

Su postura matematica se sitiia dentro de unas coordenadas teoréticas
claras: 1) Ph. Kitcher rechaza el apriorismo tradicional de la Matemati-
ca, una perspectiva que ha tenido multiples versiones?®, por cuanto con-

3 El proceso intelectual que le llevo a cambiar de perspectiva se reflejaen W. J.
Gonzdlez, «El giro en la Metodologia de L. Laudan. Del criterio metaintuitivo al
Naturalismo normativo abierto al relativismo débil», en A. Velasco (ed.), Progreso,
pluralismo y racionalidad. Homenaje a Larry Laudan, México: Ediciones de la Uni-
versidad Nacional Auténoma de México, en prensa.

4 Hace afios escribid: «I hope to show that Mill’s views about arithmetic can be
developed into a satisfactory theory of arithmetical truth and arithmetical knowledge»,
Ph. Kitcher, «Arithmetic for the Millian», Philosophical Studies, 37 (1980), p. 215. Este
trabajo, junto con otros importantes estudios, se encuentra compilado en M. D. Resnik
(ed.), Mathematical Objects and Mathematical Knowledge, Aldershot: Dartmouth, 1995.

5 Cf Ph. Kitcher, «Kant and the Foundations of Mathematics», Philosophical
Review, 84 (1975), pp. 23-50; Ph. Kitcher, «Bolzano’s Ideal of Algebraic Analysis»,
Studies in History and Philosophy of Science, 6 (1975), pp. 229-271, Ph. Kitcher,
«Hilbert’s Epistemology», Philosophy of Science, 43 (1976), pp. 99-115; y Ph. Kitcher,
«The Plight of the Platonist», Nous, 12 (1978), pp. 119-136.

6 Cf Ph. Kitcher, The Nature of Mathematical Knowledge, Oxford: Oxford
University Press, 1984.

7 Cf Ph. Kitcher, «Mathematical Progress», Revue Internationale de Philosophie,
42/4 (1988), pp. 518-540.

8 Cf Ph. Kitcher, The Advancement of Science: Science without Legend,
Objectivity without Hlusions New York: Oxford University Press, 1993.

9 «To name only the most prominent defenders of mathematical apriorisin since
the seventeenth century, Descartes, Locke, Berkeley, Kant, Frege, Hilbert, Brouwer,
and Carnap all developed the central apriorist thesis in different ways», Ph. Kitcher,
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sidera insalvables las dificultades que plantea (entre ellas, las relaciona-
das con la verdad)10; 11) sintoniza con los criticos del apriorismo mate-
matico (J. Stuart Mill, W. V. Quine, H. Putnam e I. Lakatos), pero estima
que estos pensadores —que estan abiertos a elementos empiristas o «cua-
si-empiristas»— no han conseguido articular en detalle la alternativa al
mathematical apriorism!l; iii) frente a los aprioristas, insiste en que hay
factores sociales (de adquisicion del conocimiento dentro de una comu-
nidad) e histéricos que intervienen en el quehacer matematico!?; iv) busca
ofrecer una explicacién de la realidad matematica distinta del platonis-
mo y nominalismo, asi como diferente de las versiones existentes de
constructivismo!3; y v) piensa que el punto de partida de la cadena del
conocimiento matematico se encuentra en la percepcion: «el conoci-
miento matematico surge a partir del conocimiento rudimentario adqui-
rido mediante la percepcion»14. La idea central de su naturalist framework
es una tesis sobre el conocimiento humano: «cuando conocemos, debe-
mos tener la creencia verdadera (true belief) de que [ese conocimiento]
se lleva a cabo en nosotros de modo correcto» 5. Kitcher asume asi que

The Nature of Mathematical Knowledge, p. 3. La critica al apriorismo matematico
tradicional centra buena parte de su libro, ¢f. The Nature of Mathematical Knowledge,
pp. 36-87. Su rechazo es manifiesto: «lts largely unexamined proposals about apriority
are wrong», Ph. Kitcher, «Mathematical Progress», p. 519.

10 «Mathematical apriorism is committed to the thesis that we have (or can have)
basic a priori knowledge of mathematical truths, and I shall charge that there is no
prospect of an explanation of how this is possible», The Nature of Mathematical
Knowledge, p. 46.

t1 Cf. Ph. Kitcher, The Nature of Mathematical Knowledge, p. 4. Respecto de
Lakatos su posicion es una combinacién de aprobacion, en cuanto coincide con €l en la
relevancia epistemoldgica de la Historia de la Matemadtica, y de rechazo, porque con-
sidera defectuosos los supuestos epistemoldgicos en los que se basa, ¢f. The Nature of
Mathematical Knowledge, p. 5, nota.

12 «This theory (...} adscribes to present mathematical community and to previous
communities an epistemological significance with which they are not usually credited»,
Ph. Kitcher, The Nature of Mathematical Knowledge, p. 7.

'3 Ibid., p. 8. Kitcher adopta un constructivismo propio: «Mathematics consists
in a series of specifications of the constructive powers of an ideal subject. These
especifications must be well grounded, that is, they must be succesful in enabling us to
understand the physical operations which we can perform upon nature», ibid., p. 160.

14 Ibid., p. 5. Su enfoque naturalista descarta la necesidad de una Ontologia para
la Matematica, ¢f. Ph. Kitcher, «Mathematical Progress», p. 534.

I35 Ph. Kitcher, «Mathematical Progress», p. 519. A este respecto, Kitcher cues-
tiona la Teoria del Conocimiento que es critica con los factores psicoldgicos y recono-
ce ¢l influyjo de G. Harman y A. Goldman sobre su Epistemologia, cf. The Nature of
Mathematical Knowledge, pp. 14-15.



310 WENCESLAO J. GONZALEZ

el conocimiento humano —y, por tanto, también el matematico—- estd, en
principio, bien orientado.

Aqui se analiza la presentacion que hace de las soluciones al proble-
ma del progreso matemdtico. Se presta particular atencién a las diversas
concepclones sobre el «progreso matematico» que Kitcher contempla, para
indagar después el papel que cabe atribuir a las nociones de «verdad» y
«prueba» cuando se caracteriza este concepto. Se busca asi apreciar en
qué medida hay una interrelacion entre el progreso matematico, la verdad
y la prueba. A tal efecto, se enmarca primero el problema del progreso
matematico, dando los rasgos principales que lo conforman. Después, se
estudian las diferentes respuestas que Kitcher considera; en donde se re-
vela su preferencia por la opcion de corte naturalista. A continuacidn, se
examina el nexo entre la «verdad matemadtica» y el progreso en la Mate-
matica. Y, finalmente, se consideran los caracteres basicos que ha de tener
la «prueba matemadtica» para propiciar el progreso matematico.

I. EL. PROBLEMA DEL PROGRESO MATEMATICO

Dentro del conjunto de las disciplinas cientificas, la Matematica apare-
ce como el saber con mayor nivel de continuidad en los principales pla-
nos de la Ciencia (el lingiiistico, el estructural, el epistemologico vy el
metodologico)!6. Esta imagen lineal ha perdurado incluso después del
abandono de los grandes programas fundacionalistas (el Logicismo, el
Intuicionismo y el Formalismo). La critica al fundacionalismo ha deja-
do como poso la dificultad intrinseca de encontrar unos fundamentos
que sirvan de manera indubitable para desarrollar la Matematica, pero
no ha alterado de manera apreciable su desarrollo. De hecho, esta disci-
plina se ha visto enriquecida en las ultimas décadas, tanto desde el punto

Otra version de naturalismo desde el punto de vista de 1a Teoria del Conocimiento
se encuentra en P. F. Strawson, que también se apoya en la creencia del conocimiento
ordinario como orientado, en principio, de modo adecuado; asume de facto una «certe-
za sensible» inicial, ¢f. P. F. Strawson, Scepticism and Naturalism: Some Varieties,
London: Methuen, 1985. En rigor, su postura puede ser descrita como un tipo de
empirismo influido por planteamientos kantianos, ¢f. W. J. Gonzdlez, «Strawson’s Post-
Kantian Empiricism», en J. Hintikka y K. Puhl (eds.), British Tradition in 20th Century
Philosophy, Wien: Holder-Pichler-Tempsky, 1995, pp. 249-257.

16 Sobre los planos de la Ciencia a tenor de sus rasgos constitutivos, ¢f. W. J.
Gonzilez, «Progreso cientifico e innovacién tecnolégica: La ‘Tecnociencia’ y el pro-
blema de las relaciones entre Filosofia de la Ciencia y Filosoffa de la Tecnologia»,
Arbor, 157, 620 (1997), pp. 261-283: en especial, pp. 265-266.
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de vista de criterios internos —hay, en efecto, un avance en los contenidos—
como a tenor de criterios externos (existe un numero mayor de publi-
caciones y hay muchas ramas nuevas de la Matematica)!7.

Persiste actualmente el tradicional énfasis en la singularidad de la Ma-
temdtica. Asi, la expresion «Ciencias Fxactas» se emplea todavia hoy en
algunos dmbitos institucionales (Facuitades, Academias, ...) como rasgo
distintivo de esta materia. Este fen6meno suscita inmediatamente la idea de
una acumulatividad en el campo matematico, aun cuando 1importantes so-
portes habituales de esa posicidén hayan sido puestos en tela de juicio desde
hace varias décadas. Frente a este énfasis continuista —y sin negar la existen-
cia de «desarrollo» en la Matematica, pero con cautela hacia la idea de
«acumulativo» 18—, la Filosofia y la Metodologia de esta disciplina —en
sintonia con la reflexién sobre el resto de las Ciencias!9— ha girado en otra
direccion: se admite cada vez mas la autocorreccion de los procesos de la
Matematica, lo que supone la existencia de una revisabilidad en la actividad
matematica. Esta variabilidad, que afecta al lenguaje y conocimiento mate-
méticos, fue el leit motiv de Lakatos, que planteé el método matematico
como una dindmica de pruebas y refutaciones, hasta el punto de admitir una
genuina historicidad —una pauta de desarrollo histérico— cuando estudio
casos concretos de prueba20 y, sobre todo, al distinguir diversos tipos de
pruebas matematicas?!.

17 Cf L. Niiniluoto, «The Growth of Knowledge in Mathematics», en L. Niinjluoto,
Is Science Progressive? Dordrecht: Reidel, 1984, pp. 193-210; en especial, pp. 194-196.

18 Un ejemplo lo proporciona el interés por las «revoluciones» en Matemadticas,
eco de la huella dejada por Th. S. Kuhn, ¢f. D. A. Gillies (ed.), Revolutions in Mathematics.
Oxford: Clarendon Press, 1992. Sobre el marco tedrico general de la propuesta kuhniana,
cf. W. J. Gonzalez, «Towards a New Framework for Revolutions in Sciences, Studies in
History and Philosophy of Science, 27, n. 4 (1996), pp. 607-625.

19 Kitcher se mueve en la direccién de buscar la sintonia entre la Matemadtica y el
resto de las Ciencias, ¢f. The Nature of Mathematical Knowledge, pp. 149-177.

20 Lakatos hizo su principal contribucidn en cuatro articulos: L. Lakatos, «Proots
and Refulations», Journal for the Philosophy of Science, 14 (1963-64), pp. 1-25, 120-
139, 221-243 y 296-342. Posteriormente, a los dos anos de su fallecimiento, fueron
reunidos y publicados en un libro que ofrece una versiéon modificada y ampliada: 1.
Lakatos, Proofs and Refutations. The Logic of Mathematical Discovery, edicion de
John Worrall y Elic Zahar, Cambridge: Cambridge University Press, 1976. (Aqui se
cita por la edicion revisada de 1981, reimpresa en 1993).

Posteriormente, Lakatos ofrecio un esquema de desarrollo de una teoria matema-
tica en tres fases, que comienza por un periodo ingenuo de ensayo y error, al estilo de
las conjeturas y refutaciones popperianas; pasa despues por periodo de proof-procedure,
que corresponde al método de «pruebas y refutaciones»; y, finalmente, hay un progra-
ma de investigacidn matematico, ¢f. 1. Lakatos, «The Method of Analysis-Synthesis»,
compilado en 1. Lakatos, Mathematics, Science and Epistenmology, ed. J. Worrall y G.



312 WENCESLAO J. GONZALEZ

Se ha producido un giro filosofico-metodolégico considerable, pues
durante mucho tiempo no se cuestiono en modo alguno que ese desarrollo
fuese de caracter progresivo22, por cuanto se entendia que la Matemadtica
era un saber capaz de obtener verdades dentro de su &mbito, debido al tipo
de estudio —formal— y al método empleado —demostrativo—, lo que propi-
ciaba la 1dea de un avance lineal y acumulativo. Ese enfoque tenia como
supuesto basico el nexo entre la verdad y [a prueba en la Matematica (en-
tendida normalmente como «demostracion»), donde el vinculo estableci-
do se consideraba que era ajeno a cambios a través del tiempo?23. Se asu-
mia que, dentro del sistema matematico, habia un genuino progreso, toda
vez que el conocimiento matemadtico era a priori y no reformable por in-
flujo de la experiencia futura.

Currie, Cambridge: Cambridge University Press, 1978, pp. 70-103; en especial, pp.
96-97.

21 De hecho, admite explicitamente la historicidad de las pruebas cuando se plan-
tea qué hace probar a las pruebas, ¢f. 1. Lakatos, «What Does a Mathematical Proof
Prove?», compilado en I. Lakatos, Mathematics, Science and Epistemology, p. 61.

22 Dentro de un contexto filoséfico-metodolégico, «desarrollo» y «progreso» no
son sinonimos. Larazén es clara: «progreso» no es un (érmino neutro, pues tiene de suyo
un cariz positivo, de modo que no cabe hablar de un progreso en la Ciencia que intro-
duzca algo de suyo «desfavorable» (aunque pueda tener consecuencias no deseables -p.
ej., en la ecologia- o que se haya realizado de modo insuficiente); sin embargo, no es
extraiio que el desarrollo pueda resultar «desafortunado», en cuanto que los cambios gue
se hayan introducido puedan aparecer a veces como «negativos» (p. ej., desarrollos eco-
némicos con efectos sociales negativos). Cf. W. J. Gonzélez, «Progreso cientifico, auto-
nomia de la Ciencia y realismo», Arbor, 135, 532 (1990), pp. 91-109.

23 A lo largo de estas paginas se sugiere una distincién entre «temporalidad» ¢
«historicidad» (¢f. W. J. Gonzalez, «Caracterizacion del objeto de la Ciencia de la Histo-
ria y bases de su configuracion metodolégica», en W. I. Gonzdlez (ed.), Accidn e Histo-
ria. El objeto de la Historia y la Teoria de la Accidn, A Corufia: Publicaciones Universi-
dad de A Coruna, 1996, pp. 25-111; en especial, p. 53). La temporalidad acompafia a
toda la realidad (a los procesos naturales y también a los humanos), de modo que no cabe
pensar en la Matemdtica como disciplina completamente ajena a lo alcanzado en el tiem-
po, en cuanto que todo nuevo hallazgo —«descubrimiento» o «construccion»— se da en el
tiempo (como, por ejemplo, el Teorema de los cuatro colores, que ciertamente tiene un
origen y un desarrollo con fechas concretas). En cambio, la historicidad aparece como
una caracteristica del ser y actuar humanos, de modo que el proceso —la actividad desa-
rrollada— repercute sobre el ser mismo de aquello que se desarrolla a través del tiempo.
(Esto es claro en los sujetos humanos en cuanto tales, donde la historicidad afecta a su
ser, de modo que su propia historia es un constitutivo de su realidad como ente. La
historicidad supone asi una interdependencia temporal, que afecta de lleno al hombre
como ser historico: el pasado influye en su actuacion en el presente y las posibilidades
de futuro inciden ahora en sus proyectos y toma de decisiones). En el caso de la Mate-
matica, admitir la historicidad —en este sentido estricto— supone ir mds lejos que la
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Esta imagen, que era la dominante antes de la aparicion de los pro-
gramas fundacionalistas, encuentra su eco tanto en las concepciones
partidarias de «fundamentos» como en otras orientaciones posteriores.
Es el caso, por ejemplo, de las posiciones que insisten en la Semantica
fregeana para interpretar el lenguaje matemdtico y, al mismo tiempo,
ven la Epistemologia y Metodologia de la Matemética como esencial-
mente ahistérica, de modo que aparece como una disciplina que profun-
diza en una direccidn ya trazada. Porque, en la medida en que se concibe
a la Matemadtica como un saber formal, constitutivamente a priori, aje-
no por tanto a factores de cariz empirico o de tipo historico (aquellos
que suponen una genuina variabilidad del conocimiento alcanzado), sc
asume que hay una continuidad en el progreso matematico (un proceso
que, si se acepta el proyecto fregeano original?4, estaria apoyado en una
Ontologia matemadtica y sin un punto de partida cognoscitivo?s).

Frente a esta concepcion (donde la verdad sirve de soporte para €l
progreso matemadtico, a tenor de una interpretacion realista de inspira-
ci6n fregeana) se alzan dos lineas de trabajo particularmente destaca-
das: por un lado, la enraizada directamente en el estudio del lenguaje
matematico, que da paso a una Semantica anti-realista en M. Dummett20,
autor en gran medida heredero de la Matematica intutcionista de L. E. J.

temporalidad, pues comporta que el devenir matemdtico —el desarrollo matemadtico a
través del tiempo— es un componente constitutivo de la propia Matematica.

24 Cf G. Frege, Die Grundlagen der Arithmetik. Eine logischmathematische
Untersuchung iiber den Begriff der Zahl. Breslau: Koebner, 1884; y G. Frege,
Grundgesetze der Arithmetik, v. 1, Jena: Pohle, 1893; y v. 2, Jena: Pohle, 1903. Sobre
su Pensamiento matemdtico, ¢f M. Dummett, Frege: Philosophy of Mathematics,
Cambridge: Harvard University Press, 1991.

25 «He wholly rejected an epistemological approach to philosophical problems»,
P. Th. Geach, «Frege», en G. E. M. Anscombe v P. Th. Geach, Three Philosophers.
Oxford: B. Blackwell, 1973, p. 137.

26 En gran medida, su propuesta se encuentra en M. Dummett, Truth and Other
Enigmas, London: Duckworth, 1978. Entre los trabajos cabe destacar: M. Dummetl,
«Truth», Proceedings of the Aristotelian Society, 59 (1958-59), pp. 141-162, compila-
do en M. Dummett, Truth and Other Enigmas, pp. 1-19, y M. Dummell, «Postscript
(1972) 1o ‘“Truth’», compilado en M. Dummett, Truth and Other Enigmas, pp. 19-24;
M. Dummett, «Realism» (I), conferencia en ia Oxford University Philosophical Society
(8. 3.63), también compilada en Truth and Other Enigmas, pp. 145-165; M. Dummett,
«The Philosophical Basis of Intuitionistic Logic», en H. E. Rose y J. C. Shepherdson
(eds.), Logic Colloquium 73, Amsterdam: North Holland, 1975, pp. 5-40, trabajo com-
pilado en: Truth and Other Enigmas, pp. 215-247. Entre los articulos publicados con
posterioridad sobresale M. Duminett, «Realism» (II), Synthese, 52 (1982), pp- 55-112.
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Brouwer27, donde la nocion de «verdad» es reemplazada por el concep-
to de prueba; y, por otro lado, la sustentada en la critica —epistemoldgica
y metodologica— a la posibilidad de programas fundacionalistas, que
toma como eje tematico la indole cuasi-empirica de la Matemdtica y
que admite la historicidad del proceso seguido por las pruebas matema-
ticas, una postura defendida por Lakatos28, que enmarca el desarrollo
del quehacer matematico dentro del contexto de revisabilidad del cono-
clmiento matematico.

Ademads de estas aportaciones a la Filosofia y Metodologia de la
Matematica, que afectan de lleno al modo de entender el progreso mate-
mdtico —a qué es'y como es posible—, hay trabajos que insisten en la
dimension intersubjetiva de la Matematica (esto es, en el quehacer ma-
tematico como actividad social o cultural)29, al tiempo que reverdece la
relevancia epistemologica y metodologica de la Teoria de la Probabili-
dad, sobre todo a través de la interpretacion personalista o subjetiva de
la probabilidad, gracias a bayesianos como C. Howson y P. Urbach30,

27 Un compendio de su propuesta se encuentra en L. E. J. Brouwer, «Historical
Background, Principles and Methods of Intuitionism», South African Journal of Science,
49 (1952), pp. 139-146. Sobresale asimismo el libro: L. E. J. Brouwer, Cambridge Lectures
on Intuitionism, ed. D. van Dalen, Cambridge: Cambridge University Press, 1981. La
reunion de sus trabajos filoséficos se halla en L. E. J. Brouwer, Collected Works, vol. I:
Philosophy and Foundations of Mathematics, ed. A. Heyting, Amsterdam: North Holland,
1975. Un estudio de los principales aspectos del Intucionismo se encuentra en M. Dummett,
Elements of Intuitionism. Oxford: Clarendon Press, 1977,

28  Ademas del libro sobre Pruebas v refutaciones, hay una serie de trabajos com-
pilados en el volumen 2 de sus Philosophical Papers donde se presenta esa orientacion
anti-fundacionalista y cuasi-empirista. A este respecto, junto a los estudios ya citados
en las notas 21 y 22, cabe resaltar: I. Lakatos, «Infinite Regress and Foundations of
Mathematics», The Aristotelian Society, Sup. v. 36 (1962), pp. 155-184; y 1. Lakatos,
«A Renaissance of Empiricism in the Recent Philosophy of Mathematics», publicado
originalmente en 1. Lakatos (ed.), Problems in the Philosophy of Mathematics,
Amsterdam: North-Holland, 1967, pp. 199-202. El primero estd compilado en 1. Lakatos,
Mathematics, Science and Epistemology, pp. 3-23; v el segundo se encuentra, en ver-
sién ampliada, en ese mismo volumen: /bid., pp. 24-42.

29 Cf R. Wilder, «The Cuitural Basis of Mathematics», Proceedings of the Inter-
national Congress of Mathematicians, 1 (1950), pp. 258-271 (compilado en Th. Tymoczko
(ed.), New Directions in the Philosophy of Mathematics, Boston: Birkhiuser, 1986, pp.
[86-213); 1. R. Shafarevich, «On Certain Tendencies in the Development of Mathematics».
The Mathematical Intelligencer, 3,4 (1981), pp. [82-184; y K. Knopp, «Mathematics as
Cultural Activity», Mathematical Intelligencer, 7, n. 1, (1985), pp. 7-14.

30 Cf C.Howsony P. Urbach, Scientific Reasoning. The Bayesian Approach. La
Salle: Open Court, 1989, 2" ed., La Salle: Open Court, 1993. Sobre su ptanteamiento,
cf. W. 1. Gonzilez, «El razonamiento cientifico desde una perspectiva bayesiana»,
LLull, 15,28, (1992), pp. 209-218.
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Estas orientaciones filoséfico-metodoldgicas, junto a las sefaladas an-
tes, llevan a repensar el problema del «progreso matematico» —sus ca-
racteres y como puede llegar a ser posible— atendiendo especialmente a
la nocién de «verdad» y al concepto de «prueba», tanto por su importan-
cia intrinseca para la Matematica como por estar presentes en las dife-
rentes controversias sobre el progreso matematico. El analisis toma como
hilo conductor la concepcién naturalista de Kitcher, una posicién que
difiere del realismo fregeano, del anti-realismo dummettiano y del enfo-
que bayesiano, al tiempo que tiene puntos de encuentro con el cuasi-
empirismo lakatosiano y la orientaciéon social o comunitaria3l. A partir
de su postura —y en contraste con otras posiciones—, se busca aqui arro-
jar luz para la configuracion del progreso en la Matemitica.

2. CARACTERIZACION DEL «PROGRESO MATEMATICO» EN PH. KITCHER

Tras sehalar que el cardcter progresivo de la Matematica no suscita du-
das, aun cuando si las origine en el caso de la Ciencia en su conjunto,
Kitcher plantea el problema del progreso matematico al preguntar qgué
es 'y como es posible. La respuesta discurre por cuatro vias: 1) la tradi-
cion fregeana en Filosofia y Metodologia de la Matematica, que —a su
juicio— ha dominado la escena durante un siglo; 2) la posicion realista
que llegd a ser popular a comienzos de los anos ochenta (M. Resnik, P.
Maddy, S. Shapiro y M. Steiner); 3) la extensién, en términos conserva-
dores, del enfoque matemético expuesto en su libro The Nature of
Mathematical Knowledge; y 4) la ampliacion radical de su propuesta
naturalista acerca de la Matematica32.

Cuando describe la primera via, que denomina «Filosofia tradicio-
nal de la Matematica», Kitcher tiene en mente un programa filosofico-
metodologico que insiste en la Matematica como disciplina a priori:
hay unos principios basicos —los axiomas— que son inmedtatos y a priori,
de modo que las verdades matemaéticas se obtienen a partir de los axio-
mas mediante inferencias que preservan ese cardcter a priorl. En conse-
cuencia, el progreso matematico es lineal y acumulativo, pues el cono-
cimiento a priori no es vulnerable a una posible refutacion futura basada
en la experiencia. En tal caso, «la Matematica acumula verdades en la

31 Ademas de defender la viabilidad del empirismo matematico, Kitcher insiste
en la faceta comunitaria de lo que hacen los matematicos y destaca la importancia de la
Historia de la Matematica para la Epistemologia y Metodologia de esta disciplina, cf.
The Nature of Mathematical Knowledge, pp. 88-100.

32 CJf. Ph. Kitcher, «Mathematical Progress», pp. 518-540; en especial, p. 518.
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medida en que los matematicos construyen pruebas adicionales o, de
manera mas ocasional, descubren nuevos axiomas»33.

Critica Kitcher ese enfoque: es una concepcion que descuida aspec-
tos relevantes de la practica matematica en favor de factores poco im-
portantes para los matematicos. A su juicio, no hay un proceso matema-
tico que se conozca 0 que quepa conjeturar en el que se cumplan las
exigencias del apriorista: los programas fundacionalistas influyentes han
fallado para exhibir una capacidad de justificacion (o de prueba) que sea
independiente de la experiencia. Cuestiona asi la ausencia de revisabilidad
del conocimiento matematico a priori —seglin es concebido en el «enfo-
que tradicional»—, de modo que considera inadecuada la perspectiva del
progreso matematico como puramente acumulativa. Mds atn, la recha-
za por completo: «es falsa, no s6lo porque hay enunciados hechos en
ciertos periodos de la Historia de la Matemaética que son rectificados
mas tarde, sino también porque la Historia de la Matemadtica esta repleta
de interesantes reconceptualizaciones de ideas expuestas con anteriori-
dad»34. Un ejemplo de esto serfa la Teoria de ntimeros, donde enuncia-
dos como ‘los nimeros negativos carecen de raices cuadradas’ han sido
redefinidos conservando s6lo en parte el significado original.

A. L. Cauchy, R. Dedekind y E. Zermelo ejemplifican —a su juicio—
la tesis de la Matematica como saber falible, en cuanto que se configura
a través de un proceso de tanteo de indole experiencial3s: los matemati-
cos aprenden de la prictica del pasado, que les sirve para introducir sus
innovaciones conceptuales. Asi, Dedekind disefia su posicion sobre el
«continuo» sobre la base de su previa experiencia como matematico
(con un nexo indirecto con la experiencia sensorial), que le permite sis-
tematizar las aseveraciones sobre el continuo matematico (y, también,
los ndmeros irracionales). La Historia muestra entonces que los nuevos
axiomas y las definiciones —como en el caso de Dedekind— apelan a la
habilidad de esos nuevos axiomas para sistematizar resultados ya esta-
blecidos o para responder cuestiones relevantes de manera que se reco-
noce como correcta. De esta forma, el progreso matematico, en lugar de

33 «Mathematical Progress», p. 519. El andlisis del planteamiento matematico
de Frege 1o lleva a cabo en Ph. Kitcher, «Frege’s Epistemology», Philosophical Review,
88, (1979), pp. 235-262.

34 Ph. Kitcher, «Mathematical Progress», p. 521.

35 Cf «Mathematical Progress», pp. 521-522; Ph. Kitcher, «Frege, Dedekind
and the Philosophy of Mathematics», en L. Haaparanta y J. Hintikka (eds.), Synthesizing
Frege, Dordrecht: Reidel, 1986, pp. 299-343; y Ph. Kitcher, The Nature of Mathematical
Knowledge, pp. 246-271.
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sustentarse sobre un saber a priori que es acumulativo, estd sujeto a un
tipo de variabilidad semejante a la que tiene el progreso cientifico en
general.

Al abordar la segunda via —la posicion realista de comienzos de los
anos ochenta: Resnik36, Maddy37, Shapiro38 y Steiner39—, Kitcher resalta
la apelacion a la Ontologia matematica que lleva a cabo esta postura. Por
una parte, sintoniza con estos autores, en la medida en que prescinden del
apriorismo y de la acumulatividad de los programas fundacionalistas; pero,
por otra parte, discrepa abiertamente de su orientacion, en cuanto que ad-
miten la existencia de un universo matemdtico, que seria el campo que los
matematicos intentan reflejar mediante un conocimiento falible. En ese
enfoque realista, el progreso matematico se entiende como el descubri-
miento de mas verdades acerca de ese universo matematico o, en su caso,
como revision del lenguaje de la Matematica para que corresponda mejor
a la estructura de ese universo abstracto40.

Dos son las dificultades principales que encuentra Kitcher en esa
posicion realista: una atiende preferentemente a la vertiente teorética,
mientras que la otra realza la dimension histérica. Asi, de una parte, estd
el problema de la interaccion causal, que afecta a la referencia a esas

36 Cf. M. D. Resnik, «Mathematics as a Science of Patterns: Ontology and
Reference», Nous, 15 (1981), pp. 529-550; y M. D. Resnik, «Mathematics as a Science
of Patterns: Epistemology», Nous, 16 (1982), pp. 95-104. Con posterioridad, en rela-
cién con este enfoque, publicG: M. D. Resnik, «A Naturalized Epistemology for a
Platonist Mathematical Ontology», Philosophica, 43 (1989), pp. 7-29; y M. D. Resnik,
«A Structuralist’s Involvement with Modality», Mind, 101 (1992), pp. 107-122.

37 Cf. P. Maddy, «Perception and Mathematical Intuition», Philosophical Review,
89 (1980), pp. 163-196; P. Maddy, «Sets and Numbers», Nous, 15 (1981), pp. 495-511;
y P. Maddy, «New Directions in the Philosophy of Mathematics», Proceedings of the
Philosophy of Science Association, 2 (1984), pp. 427-448. Después publico un estudio
sobre la Matemadtica de L. Wittgenstein: P. Maddy, «Mathematical Alchemy», British
Journal for the Philosophy of Science, 37 (1980), pp. 279-314. M4s tarde vio la luz su
trabajo mds importante: P. Maddy, Realism in Mathematics. Oxford: Clarendon Press,
1990. Ofrece un panorama filosofico actualizado en P. Maddy, «Philosophy of
Mathematics: Prospects for the 90s», Synthese, 88, 2 (1991), pp. 155-164.

38 Cf S. Shapiro, «Mathematics and Reality», Philosophy of Science, 50 (1983),
pp.- 523-548. Aiios después publicé S. Shapiro, «Modality and Ontology», Mind, 102
(1993), pp. 455-481.

39 Cf. M. Steiner, «Mathematical Realism», Nous, 17 (1983), pp. 363-386. Antes
habia publicado un conocido libro: M. Steiner, Mathematical Knowledge. Ithaca: Cornell
University Press, 1975.

40 Cf. Ph. Kitcher, «Mathematical Progress», pp. 522-523. Kitcher resalta que,
en el caso de Maddy, hay una defensa del platonismo, cf. The Nature of Mathematical
Knowledge, p. 103.
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entidades abstractas y al conocimiento de ¢se universo matematico; por-
que si la referencia y el conocimiento han de estar en interaccion causal
respecto del sujeto que hace referencia al objeto o lo conoce4!, entonces
surge el problema de cémo puede interactuar causalmente ese objeto
abstracto cuando, segin el platonismo —maximo defensor del «mundo
matematico»—, €s0s objetos son de suyo independientes de la mente. Y,
de otra parte, esta la dificuitad de indole histérica: el inconveniente de
poder encajar la practica matemética —que supone un conocimiento pro-
gresivo a través del tiempo— dentro del esquema de mera explicitacion
de la estructura del universo matemadtico (que, en principio, seria
atemporal).

Se detiene Kitcher en esta segunda dificultad, que analiza al hilo del
caso histérico de la Teoria de ecuaciones (J. L. Lagrange, P. Ruffini, N.
H. Abel y A. L. Cauchy). Considera que, cuando estos matematicos es-
tudian las ecuaciones, su comportamiento no resulta interpretable como
un proceso para desentraiar la naturaleza de una realidad abstracta, puesto
que solo indagaban acerca de unos simbolos y la manera de obtener
ciertas permutaciones42. Asi, Lagrange se ocupaba de una construccion
matematica, esto es, de cOmo obtener un tipo de ecuacion a partir de una
ecuacion inicial; examina entonces una serie de t€écnicas empleadas por
sus predecesores para resolver un conjunto de problemas y trata de en-
tender las invarianzas en el valor de las expresiones auxifiares (las «fun-
ciones») tras las permutaciones de las raices. Piensa, por tanto, Kitcher
que no cabe describir el episodio de Lagrange (o, en su caso, los hallaz-
gos protagonizados por N. H. Abel o E. Galois) como la bisqueda de
descubrimientos acerca de una realidad abstracta43.

Respecto de la tercera via —la extension, en términos conservadores,
de lo expuesto en The Nature of Mathematical Knowledge—, cabe resal-

41 De este problema se ocupa M. Steiner, Mathematical Knowledge, cap. 4.

42 Al indagar sobre los «simbolos» matematicos se rebasa de hecho el mero marco
de las permutaciones, pues los propios signos de la Matemética pueden poseer propie-
dades en cuanto tales (p. €j., los logaritmos) y cabe utilizarlos en el plano real extramental
a través de la acci6n humana (como sucede diariamente en la Tecnologia, cuyo saber
hacer operativo —know how- se apoya en el conocimiento —know that— cientifico). As{,
en contra de lo sugerido por Kitcher, el estudio de los signos matematicos puede con-
tribuir a desentraiiar la naturaleza de la «realidad abstracta» de la Matematica; y, pos-
teriormente, cabe su uso para conocer mejor la realidad extramental y para transfor-
marla segun un disefio concreto.

43 Cf. «Mathematical Progress», pp. 523-527. El problema de la Matematical

reality Kitcher lo examina en detalle en: The Nature of Mathematical Knowledge, pp.
101-148.
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tar que Kitcher la presenta como una alternativa a las dos anteriores (la
«tradicional» y la «realista»). Destaca en ella la combinacién entre
normatividad e indole prdctica. El primer rasgo se aprecia en que los
matematicos realizan actos para postular leyes (acts of legislative
postulation): introducen sistemas axiomaticos, que disefian para captar
clertos conceptos y, después, investigan sus consecuencias. Y el segun-
do componente, estrechamente vinculado al anterior, se refleja en que
«los postulados matematicos estan justificados (warranted) sélo en la
medida en que cumplen algin cometido epistémico en el contexto de la
investigacion que se estd llevando a cabo»44. En tal caso, la Matemdtica
es un quehacer prdctico regido por una normatividad, que tiene, ade-
mds, una componente temporal: 1a pertenencia de una proposicion a la
Matematica depende de su reconocimiento como bien fundada (well-
grounded) en ese momento dado.

Para Kitcher, que el lenguaje matemaético esté entonces bien funda-
do es crucial45. Se trata de un lenguaje inserto en una practica sometida
a cambios, que afectan también al modo de entender el caracter de la
prueba matematica. Hay asi un desarrollo de la Matemética que introdu-
ce modificaciones en el lenguaje matemético, con la consiguiente acep-
tacion de nuevos enunciados, dentro de un proceso racional. Es una «ra-
cionalidad» que no presupone el concepto de «progreso», pues —en este
planteamiento— los cambios matemaéticos son racionales en la medida
en que maximizan nuestras posibilidades de conseguir las metas de la
Matemaética. Cabe también en esta propuesta el deslindar el progreso
matematico respecto de la obtencion de la verdad matematica, porque el
intento de comprender el «progreso matematico» como un incremento
en el conocimiento de la verdad matemaética tendria que enfrentarse a la
tarea de explicar la «verdad matematica» en términos realistas, cometi-
do que Kitcher desea evitar. Busca, por tanto, una alternativa al realis-
mo antes mencionado, de manera que, sin negar la verdad matematica y
sin centrarse en el concepto de «progreso matematico», permita expli-
car la metas (goals) del quehacer matematico4o.

Segln esta perspectiva, la Matematica se encamina a la estructuracion
de nuestra experiencia del mundo, donde la Aritmética se concibe como
una Ciencia de operaciones ideales: recoge las propiedades de las ver-
siones idealizadas de agrupacién y de combinacidn realizadas cotidia-

44 Ph. Kitcher, «Mathematical Progress», p. 528.
45 Cf. The Nature of Mathematical Knowledge, pp. 149-228.
46 Cf. Ph. Kiicher, «Mathematical Progress», pp. 528-529.
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namente con objetos ordinarios47. Asi, sin introducir entidades ideales o
abstractas en nuestra Ontologia, la Matematica se ocupa de las opera-
ciones humanas reales, que son limitadas. Hay, ademas, un nexo con
otras Ciencias, ya que existe una meta comun: contribuir a proporcionar
descripciones idealizadas que permitan estructurar nuestra experiencia.
Paralelamente, 1a Matematica puede contribuir a las otras Ciencias, en
cuanto ayuda a una mejor comprension de la Matemaética que ya esta
incorporada en ellas. En tal caso, el progreso matematico consiste en
modificar la prictica matematica existente, de modo que se cumplan
dos objetivos: a) disefiar un lenguaje adecuado para estructurar la expe-
riencia del mundo; y b) sistematizar mejor los desarrollos matemaéticos
ya realizados hasta el momento48.

Sobre la cuarta via —la ampliacion radical de su propuesta naturalis-
ta acerca de la Matematica— Kitcher advierte que parte de la base de
liberar a la anterior concepcién de algunos supuestos controvertidos,
como la nocion de «practica limitada», que reemplaza ahora por la posi-
bilidad de muiltiples secuencias de practicas mateméticas regidas por
pasos racionales entre pricticas. Esto supone admitir que puede haber
procesos matematicos indefinidamente no convergentes. Esta posibili-
dad quedaria legitimada si se acepta que no sélo cabe cuestionar la idea
de una unica serie —limitada y fija— de metas epistémicas que dominan
la investigacion matemaética, sino que es posible también reconocer que
nuestros objetivos (aims) epistémicos son solo un subconjunto del con-
junto total de metas, de manera que caben asimismo otros fines que no
son epistémicos49.

Ante esta posibilidad de caracterizacién del «progreso matematico»
—que considera radical—, Kitcher observa que el debate puede ser irresoluble
en cuanto que no hay una serie de fines en los que todas las personas estén
de acuerdo. En tal caso, la nociéon de «progreso matematico» podria que-
dar relativizada, por cuanto los progresos lo serian respecto de un sistema
de fines concreto, cuando puede haber otros sistemas (tal vez muchos)
que podrian ser 1igualmente legitimos. Asi, la cuarta via amplia los retos al
caracter progresivo de la Matematica y, al mismo tiempo, suscita el espec-
tro del relativismo. De ahi la conveniencia —que sugiere— de reconducir el

47 Lanaturaleza de la realidad matematica centra todo el capitulo 6 de The Nature
of Mathematical Knowledge.

48 (f. «Mathematical Progress», pp. 530-531.

49 Ibid., p. 536. Cf. W. Aspray y Ph. Kitcher (eds.), History and Philosophy of
Modern Mathematics, Minneapolis: University of Minnesota Press, 1988,
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progreso matemdtico a los dmbitos cognosicitivos alcanzables mediante
elecciones racionales, dentro desde luego de la prdctica matematica.

Como balance, Kitcher reconoce que si se abandona la perspectiva
«tradicional», entonces hay un serio problema para decir qué es el pro-
greso matemdtico, pero no pretende seguir alentando esta propuesta.
Respecto de la opcidn «realista» mencionada, reitera su objecion basi-
ca: la dificultad de tener una Epistemologia que conecte la practica ma-
tematica con un mundo matematico. Considera que, si no se puede rea-
lizar ese proyecto realista (o, en su caso, si se opta directamente por
limitar las propuestas ontoldgicas, tal como hacen las vias tercera y cuar-
ta), entonces la atencion ha de dirigirse a las posibilidades de conver-
gencia en la Matematica, al cardcter y la importancia de nuestros fines
epistémicos, y a la plausibilidad de la actual prdctica matemaética. Su
consejo es dar el paso en esa direccion. Piensa, sin embargo, que los
enfoques fundacionalistas pueden seguir proporcionando nuevas ideas
para aspectos centrales de la Matematica, aun cuando advierte que las
cuestiones mds amplias acerca del valor de 1a Matematica deben tener
su puesto en la empresa filosoficasV.

Asi pues, la pregunta sobre qué es y cémo es posible el progreso
matematico obtiene en Kitcher una respuesta metodoldgica naturalista:
se decanta, en efecto, por un naturalismo metodologico al descartar la
posicion «tradicional» y la postura realista abierta a un universo mate-
mdtico (concebido, en principio, como estructural). Acepta asi la prdcti-
ca matemdtica ordinaria, que concibe como orientada a fines epistémicos
(tales como proporcionar medios para estructurar la experiencia del
mundo o lograr una mejor comprension de la Matematica ya presente en
otras Ciencias) y que es susceptible de modificacién mediante criterios
racionales maximizadores. Insiste en que la Matematica es un guehacer
racional antes que progresivo, de modo que la racionalidad prevalece
sobre la progresividad. Es —a su juicio— un quehacer que, idealmente,
puede llegar a conseguir verdades, pero que no parte de un dominio a
priori, ni es tampoco un saber meramente acumulativo sino, en princi-
pio, siempre revisables!. En esta concepcion, el progreso matematico se
asemeja al progreso cientifico en general, debido a su revisabilidad y a
su subordinacion a fines (principalmente epistémicos).

50 (f. «Mathematical Progress», pp. 539-540.
3! Hay parelismos, para Kitcher, entre el cambio cientifico y el cambio matem4-
tico, pero admite también diferencias: «Mathematics is cumulative in a way that natu-

ral science is not, because threats of competition are often resolved by reinterpretations,
The Nature of Mathematical Knowledge, p. 161.
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Acompanan a su naturalismo metodologico matematico varios ras-
gos relevantes. 1) El lenguaje matematico aparece como elemento ins-
trumental de un quehacer constructivo>2. Corresponde a un planteamiento
de tipo «conceptualista», si este término se entiende como una posiciéon
de Teoria del Significado33, de modo que resalta el papel de las habilida-
des lingiiisticas para la configuracion conceptual>4. En cambio, no adopta
el conceptualismo entendido como aceptacion del apriorismo
epistemoldgico, ya que Kitcher cuestiona la tesis segiin la cual «tene-
mos conocimiento basico a priori de los axiomas matemadticos en virtud
de nuestra posesion de conceptos matematicos»33. 11) El estatuto 16gico
de la Matemadtica no seria a priori en cuanto que, por un lado, declara
incorrecta la tesis segin la cual las verdades conceptuales son cognos-
cibles a prioris6, y, por otro lado, insiste en que su origen remite a la
experiencia basica, acumulada a través de generaciones y expresada

52 «Mathematical language serves a double function. It is both the vehicle through
which we bring certain structures into being in thought and the means by which we tell
idealized stories about constructive operations we perform with its aid», Ph. Kitcher,
«Mathematical Progress», p. 534. «Atany stage in the history of mathematics, mathematical
language will contain expressions referring to or qualifying the operations of the ideal
subject. [...] Mathematicians attempt to achieve a more adequate theory of the ideal activity
of the constructive subject», The Nature of Mathematical Knowledge, p. 177.

53 Esta postura consta, basicamente, de tres aspectos: a) los signos del lenguaje
son elementos fisicos al servicio de algo fisico, mental o abstracto; b) los conceptos —
y también las proposiciones— son construidos (no tienen eo ipso un contenido especi-
fico objetivo, como en el realismo); y c) las teorfas son una serie de enunciados con
una estructura (en principio, deductiva) que depende directamente de las habilidades
lingliisticas, no de ideas al estilo platénico o de meros pensamientos al modo del
psicologismo, ¢f. W.J. Gonzalez, «El realismo y sus variedades: El debate actual sobre
las bases filoséficas de la Ciencia», en A. Carreras (ed.), Conociniento, Ciencia y
Realidad, Zaragoza: SYUZ-Ed. Mira, 1993, pp. 11-58; en especial, pp. 33-34.

54 «I shall concede to the conceptualist, without further argument, the thesis that
there are linguistic abilities whose exercise can produce knowledge of conceptual
truths», The Nature of Mathematical Knowledge, p. 73. A su juicio, es el aprendizaje
practico del lenguaje el que sirve de guia para obtener [os contenidos conceptuales (y,
por tanto, también los verdaderos): «Linguistic training sets up in us abilities whose
exercise can lead us to knowledge of some truths (the elementary conceptual truths)»,
Ph. Kitcher, The Nature of Mathematical Knowledge, p. 73. También a ese respecto,
Ibid., pp. 70-71.

55 Ph. Kitcher, The Nature of Mathematical Knowledge, p. 65. La critica de esta
tesis le ocupa todo el capitulo 4, pp. 65-87. Esta acepcién de «conceptualismo» es
completamente atipica y le lleva a considerar como conceptualistas a autores tan dis-
tintos como J. Locke y G. Frege (ibid., p. 65, nota).

56 Cf. The Nature of Mathematical Knowledge, p. 77.
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mediante ciertos signos. En tal caso, las diferencias entre las proposicio-
nes matemadticas y las proposiciones de las Ciencias Empiricas no pue-
den ser tan fuertes como planted el Neopositivismo Logico37. ii1) El
conocimiento matematico estd en la linea de un realismo como conver-
gencia, en la medida en que Kitcher ve la verdad matemdtica como un
ideal de convergencia, esto es, como el fruto ideal de elecciones racio-
nales bien realizadas a través de las diferentes practicas matemdticas>S.
iv) Quiere evitar cualquier compromiso ontolégico en sentido estric-
t0>9, de modo que —en su enfoque— el progreso es el resultado de una
practica%l, y no es en modo alguno una explicitacion de un universo
estructural o el descubrimiento de ciertas entidades abstractas.

3. LA «VERDAD MATEMATICA» Y EL PROGRESO EN LA MATEMATICA

Tanto al caracterizar el problema del progreso matematico como al ex-
poner la propuesta de Kitcher —las cuatro vias, con preferencia por la
tercera—, se ha mencionado con frecuencia el papel de la «verdad». A su
juicio, «hay una intima conexidn entre racionalidad matematica y ver-
dad matemadtica, pero es de tal indole que, en vez de ver la racionalidad
como maximizacion de las posibilidades para obtener la verdad, la ver-
dad matemadtica deberia ser entendida como aquello que se genera, ideal-
mente, a largo plazo, segin una secuencia de pasos racionales entre prac-
ticas»6l. Su posicion estd en sintonia con Teorfas de la verdad inspiradas
en I. Kant y en Ch. S. Peirce, cuyas versiones contemporaneas cabe
encontrar en H. Putnam6? y en W. Sellars®3. Sin embargo, Kitcher sefia-

57 Discrepa, en concreto, de A. J. Ayer y M. Schlick, ¢f. Ph. Kitcher, The Nature
of Mathematical Knowledge, p. 15.

58 Como otros autores que se mueven en la linea de realismo como convergen-
cia, Kitcher sintoniza con la Teoria causal de la Referencia desarrollada por S. Kripke,
H. Putnam y K. Donnellan, cf. The Nature of Mathematical Knowledge, pp. 166-167.

39 «The abstract universe is simply a shadow of mathematical practice, whose
sole function is to underwrite claims about mathematical truth and mathematical
progress», Ph. Kitcher, «Mathematical Progress», p. 527.

60 Cf. The Nature of Mathematical Knowledge, p. 178.

6l «Mathematical Progress», p. 529. «The guiding idea of the account is that we
can conceive of progress in terms of rational change of attaining expistemic goals, and
specify the epistemic goals without invoking any problematic conception of
mathematical truth», Ph. Kitcher, Ibid., p. 531.

62 Cf. . Putnam, Reason, Truth, and History. Cambridge: Cambridge University
Press, 1981.

63 Cf W. Sellars, Science and Metaphysics. London: Routledge and K. Paul,
1967.
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la que restringe su afirmacion a esta disciplina concreta: «me limitaré a
defender la reduccion de la verdad a la aceptabilidad racional en el largo
plazo 1deal sdlo en el caso de la Matemaética»64. Admite, por tanto, la
verdad matematica y la plantea como un ideal de conocimiento: es una
meta a la que cabe acceder mediante elecciones racionales.

Mediante la aceptacion de la posibilidad de «verdades matemati-
cas», Kitcher se distancia del anti-realismo semdntico de Dummett, por-
que en este enfoque se reemplaza la concepcion realista de «verdad»,
que se centra en la idea de objetividad®s, por la idea anti-realista de
«asercion justificada», segin la cual aceptamos un enunciado porque
hay una prueba que lo garantiza o puede ser construida. Dummett reali-
za este importante reemplazamiento apoyandose en la Matematica de
Brouwer, que insiste en la necesidad de tener una prueba para poder
aceptar un enunciado. Considera que, a tenor de como aprendemos a
usar los enunciados, «no se puede explicar ya el sentido de un enuncia-
do mediante la estipulacion de su valor de verdad en términos de los
valores de verdad de sus constituyentes, sino a través de los casos en que
pueden ser aseverados en términos de las condiciones bajo las cuales
sus constituyentes también pueden serlo»67.

Dummett acepta también la postura wittgensteiniana sobre la prima-
cia de la Pragmatica. Asi, la perspectiva desde la que mira al Intucionismo
de L. E. J. Brouwer y A. Heyting se fundamenta en la tesis de L. Witt-
genstein segun la cual el dominio de un enunciado consiste, generalmen-
te, en la capacidad de usar ese enunciado®8. Siguiendo este planteamien-
to, el soporte para una Teoria del Significado —y, en consecuencia, para el
progreso del lenguaje matemadtico— no puede ser el concepto de «verdad»
de la Semadntica realista (que atribuye a un enunciado su posesion o su

64 (f. «Mathematical Progress», p. 529.

65 «The essence of the concept of truth is that a statement is conceived as being
true or otherwise independently of the speaker’s cognitive state and of human cognition
generally, in virtue of an objectively existing reality», M. Dummett, «The Source of
the Concept of Truth», en G. Boolos (ed.), Meaning and Method. Essays in Honor of
H. Putnam, Cambridge: Cambridge University Press, 1990, p. 13.

66 Cf L. E. J. Brouwer, «Historical Background, Principles and Methods of
Intuitionism», p. 141; y L. E. J. Brouwer, Cambridge Lectures on Intuitionism, p. 5.
Cf. A. S. Troelstra, «The Interplay between Logic and Mathematics: Intuitionisms, en
E. Agazzi (ed.), Modern Logic —A Survey, Dordrecht: Reidel, 1980, p. 198.

67 M. Dummett, «Truth», compilado en M. Dummett, Truth and Other Enigmas,
pp. 17-18 (en cursiva en el original).

68 Cf. M. Dummett, Elements of Intuitionism, pp. 375-376; y M. Dummett, «The
Philosophical Basis of Intuitionistic Logic», pp. 5-40, compilado en M. Dummett,
Truth and Other Enigmas, pp. 215-247; en especial, p. 225.
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carencia, independientemente de nuestros medios para conocer tal valor),
y es sustituido por el criterio wittgensteiniano de significado, vinculado al
uso del lenguaje. Atendiendo a Brouwer y Wittgenstein, Dummett llega a
que el dominio del significado de un enunciado matematico estriba en la
«habilidad para reconocer, ante cada construccion matematica, si consti-
tuye o no una prueba del enunciado»%9, en vez de consistir en el conoct-
miento de lo que ha de darse para que el enunciado sea verdadero, con
independencia de nuestros medios para saber si es asi o no.

Esa eleccion entre «verdad» y «justificabilidad» afecta a la caracte-
rizacion del progreso matematico, pues permite separar dos interpreta-
ciones bien distintas. En la primera, al aceptar la posibilidad de «verdad
matematica», la Metodologfa se apoya en la idea de objetividad (autén-
tico punto de separacion entre realismo y anti-realismo’0), de modo que
concibe el desarrollo de la Matemética como abierto a la acumulatividad
y asume que hay una fiabilidad epistemoldgica que sirve de soporte para
una cierta estabilidad en el proceso matematico (que no excluye en modo
alguno el cambio ni la revisabilidad, en razon de la basqueda de la obje-
tividad matematica). Mientras que, en la segunda posibilidad, el progre-
so matematico descansa en la idea de reconocimiento, que acompafa al
concepto de «justificacion», y suscita una Metodologia directamente
surcada por la dimensidn temporal, ya que se sustenta sobre las pruebas
(que han de ser construidas y aceptadas y, ademas, estdn abiertas al futu-
ro: son, en principio, siempre revisables).

Planteada la disyuntiva de tener que elegir entre «verdad» y «justifica-
bilidad», la balanza se inclina --a mi juicio—- hacia no considerar en modo
alguno como concepto superfluo al primero o, en su caso, como poste-
rior o derivado de «justificabilidad». Asi, cabe criticar la tesis de Dummett
a partir de las bases semdnticas’!, ya que considera a la Teoria del Sig-
nificado como el punto de vista mas bdsico; y, a continuacion, se pueden
articular las objeciones a las consecuencias epistemoldgicas y metodolo-

69 M. Dummett, «What is a Theory of Meaning? (1I)», en G. Evans y J. McDowell
(eds.), Truth and Meaning, Oxford: Clarendon Press, 1976, p. 110.

70 Esta idea, que M. Dummett toma de G. Kreisel, resalta que es la objetividad
de los enunciados matematicos —su verdad— y no la existencia de las entidades mate-
miticas —los objetos—1o que constituye el punto de ruptura entre realismo y anti-realis-
mo, c¢f. M. Dummett, «Realisms» (I), en M. Dummett, Truth and Other Enigmas, p.
146; y M. Dummett, «The Philosophical Basis of Intuitionistic Logic», en Truth and
Other Enigmas, p. 228.

71 Esta tarea se lleva a cabo en W. J. Gonzdlez, «Semdntica anti-realista:
Intuicionismo matemdtico y concepto de verdad», Theoria, 12-13 (1990), pp. 149-
170; en especial, pp. 159-162 y 169-170.
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gicas que se derivan de ese supuesto. Se puede, por tanto, cuestionar la idea
segun la cual «nuestro control de los aspectos mas primitivos del uso del
lenguaje para transmitir informacion no requieren el concepto de verdad, ni
siquiera su dominio implicito, sino que puede ser descrito por completo en
térmunos de la nocién antecedente de justificabilidad (justifiability)»72.

Cuestionado el punto de partida, las consecuencias también pueden
serlo. Una linea es a través del procedimiento de resaltar que Dummett
reintroduce de facto tesis epistemoldgicas y metodologicas semejantes a
las propugnadas por el Empirismo l6gico en la etapa de la «verificabi-
lidad»; son posiciones que la propia evolucion de la «Concepcion hereda-
da» (the Received View) ha mostrado como problematicas para la Ciencia
en general’3. Mdas adn, ¢l propio proceso intelectual de Dummett tiene
similitud con lo acontencido al verificacionismo: comienza a partir de la
idea de verificacion de enunciados; aprecia, mas tarde, las dificultades
para «verificar» los enunciados’4; propone entonces una idea equivalente
a verificabilidad, pues —en su enfoque— el rasgo de poder «ser probado»
(to be provable) tiene un cometido analogo a la posibilidad de verificar un
enunciado. Y, trasladado este punto de vista al ambito matematico, el re-
sultado es claro: la primacia de la justificabilidad trae consigo la plena
aceptacion de planteamientos intuicionistas —la necesidad de las pruebas
constructivas—; una situacion que resulta incompatible con otras practicas
matematicas (principalmente, las clasicas)’>. De este modo, optar en fa-
vor de la justificabilidad y en detrimento de la verdad, supondria de hecho
una limitacion para el quehacer de los matematicos.

Aun cuando Dummett argumente en pro de la justificabilidad y la vea
mas basica que la verdad, no deja de reconocer que todos tendemos a la
concepcion realista de verdad76. Sefiala, en efecto, que nuestra practica
lingiiistica estd en conformidad con la posicion del realismo, hasta el
punto que su rechazo comporta tener que revisar ciertos rasgos del uso

72 M. Dummett, «The Source of the Concept of Truth», p. 13.

73 Cf. F. Suppe (ed.), The Structure of Scientific Theories. Urbana: University of
Illinois Press, 1974,

74 «It is misleading to concentrate too heavily, as I have usually done, on a form
of anti-realist theory of meaning in which the meaning of statement is given in terms of
what conclusively verifies it; often such conclusive verification is not to be had», M.
Dummett, Truth and Other Enigmas, p. XXxviil.

75 Cf M. Dummett, «The Source of the Concept of Truth», p. 15. También su-
pondria un tipo de Logica diferente a la Cldsica, ¢f. M. Dummelt, Frege: Philosophy of
Language, Londres: Duckworth, 2% ed. 1981 (1% ed. 1973), p. 468.

76 «Here [ sought only to diagnose the deep entrenchment in all of us of a realist
conception of truth», M. Dummett, «The Source of the Concept of Truth», p. 15.
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real77. Advierte, ademas, que «la nocién de dominio de las condiciones
de verdad sélo es problematica cuando se aplica a una oracion no
decidible en principio»78. Y, asi como para las operaciones mds basicas
del dominio del lenguaje insiste en la primacia de la justificabilidad, no
opina lo mismo cuando se trata de casos mds sofisticados (tales como
oraciones condicionales y temporales), donde la concepcién de verdad
objetiva esti legitimada y tiene un lugar en nuestro andamiaje concep-
tual”®. Admite asi que la postura del realismo no contiene divergencia
alguna con respecto a desarrollos recientes de la Logica, tales como la
Légica Temporal, y que no es incompatible con un lenguaje que tenga
operadores modales, como el que versa sobre mundos posibles80.

Por tanto, atendiendo a la propia exposicién de Dummett, hay serios
elementos favorables al concepto de «verdad» segun es propuesto por el
realismo. Desde esas bases, junto con la toma en consideracion de las
objeciones antes expuestas, cabe defender —a mi juicio— varios aspectos:
1) el concepto de «verdad» encaja mejor que la nocidn de «justificabilidad»
con el lenguaje utilizado, tanto al usar el lenguaje ordinario como al em-
plear el lenguaje matematico; 2) la «verdad» es un concepto mas bdsico
que la justificabilidad, de modo que, aun cuando fuesen compatibles en
un gran nimero de casos, dificilmente puede ser reemplazada por la no-
c16n de «justificabilidad»; y 3) el concepto de «verdad» se relaciona con
una Epistemologia y Metodologia de amplio espectro, como es la realista,
mientras que la justificabilidad remite a una posicion mas restrictiva, como
es la postura afin al Empirismo 16gico8!.

77 «Replacement of the notions of truth and falsity as the central notions for the
theory of meaning by those of verification and falsification must result in a different
logic... In this respect, the linguistic practice which we actually learn is in conformity
with the realist’s conception of meaning: repudiation of realism as a philosophical
doctrine entails revisionism about certain features of actual use», M. Dummett, Frege:
Philosophy of Language, p. 468.

78 M. Dummett, «What 18 a Theory of Meaning? (II)», p. 98. Crispin Wright
insiste en que Dummett admite que en la Matematica hay una clase de enunciados
cuya comprension puede realizarse legitimamente mediante el dominio de las condi-
ciones de verdad, ¢f. C. Wright, «Strict Finitism», Synthese, 51 (1980), pp. 218-219.

79 «Comparatively more sophisticated linguistic operations, and, above all, the
use of compound tenses and of conditional sentences, demand, for a mastery of their
use, a tacit appeal to the conception of objective truth; and so we have, in our concep-
tual furniture, a place exactly fitted for that concept as soon as it is explicitly introduced»,
M. Dummett, «The Source of the Concept of Truth», pp. 13-14.

80 Cf. M. Dummett, «Realism» (II}, pp. 102-103.

8L (f W.J. Gonzdlez, «Semdntica anti-realista: Intuicionismo matemdtico y con-
cepto de verdad», pp. 149-170; en especial, p. 162.
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Coincide Kitcher en afirmar que la nocién de «justificabilidad», que
adopta como version lingiiistica la forma de «aseverabilidad»
(assertability), es secundaria respecto del concepto de «verdad»82. Pero
de sus reflexiones sobre el progreso matematico se infiere que su postu-
ra es mas bien un fertium quid entre ambas: por un lado, admite la idea
de «verdad», pero la proyecta hacia el limite de la investigacion, lo que
suscita la pregunta respecto de su postura acerca de la objetividad mate-
matica y el nexo que ésta tiene con la verdad; y, por otro lado, su prefe-
rencia por un tipo de constructivismo, aunque no sea el intuicionista
—como en ¢l caso de Dummett—, resalta su predileccion por los factores
temporales, que afectarian de lleno al caricter de la «prueba matemati-
ca». Ahora bien, su preocupacion central no es en modo alguno dirimir
esta importante cuestion, pues cuando escribe su trabajo Marhematical
progress seiala explicitamente que «la tarea crucial es explicar las me-
tas (goals) del quehacer (enterprise) matematico sin acudir a las nocio-
nes tales como verdad y progreso»83. Tampoco es la tarea que se habia
propuesto en su libro The Nature of Mathematical Knowledge, cuyo
cometido principal es «mostrar como la Matematica ha de ser integrada
dentro de una Teoria general del Conocimiento y de una completa expli-
cacion de la inferencia racional»84.

Un autor que influye directamente en Dummett, como es Wittgenstein,
si admite un concepto de verdad al describir la Matematica como una prdc-
tica realizada por quienes siguen las reglas matematicas8>. Su caracteriza-
cion de la «verdad matematica» se puede sintetizar del modo siguiente:
«‘verdad’ es una cierta redundancia que atafie a una proposicion con senti-
do, expresada lingiifsticamente a través de una asercion que posee una jus-
tificacién —una o mas pruebas— y tiene un cardcter convencional, aun cuan-
do haya aspectos presentes que la hacen admisible y elementos fuera del

82 «The notion of assertability is a derivative one, ultimately cashed out by
appealing to the concept of truth», Ph. Kitcher, The Nature of Mathematical Knowledge,
p. 143.

83 Ph. Kitcher, «Mathematical Progress», p. 529.

84 The Nature of Mathematical Knowledge, p. 227 (en cursiva en el original).

85 Cf L. Wittgenstein, Bemerkungen iiber die Grundlagen der Mathematik, ed.
G. H. von Wright, R. Rhees y G. E. M. Anscombe, Oxford: B. Blackwell, 1956 (3
edic. en Francfort: Suhrkamp, 1974); vers. ingl. de G. E. M. Anscombe: Remarks on
the Foundations of Mathematics, Oxford: B. Blackwell, 1956 (ed. revisada publicada
en 1978, reimpresa en 1991 por MIT Press); y L. Wittgenstein, Lectures on the
Foundations of Mathematics, ed. C. Diamond a partir de las notas de R. G. Bosanquet,
N. Malcolm, R. Rhees y Y. Smythies, Hassocks: Harvester Press, 1976.
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lenguaje mismo que permiten su aceptacion»86. Su postura no es realista,
pero tampoco es «anti-realista» en el sentido de Dummett. Nos ofrece una
version de la verdad como «redundancia», que busca reflejar Ja actividad
matematica en el ambito finitista estricto. Se acerca a la idea intucionista
de «pruebax, pero le da un caracter antropoldgico a la Matematica, que le
lleva a un constructivismo mads radical que el intuicionista. De ahi su
mayor cercania al anti-realismo que al realismo, pues aun cuando la
idea de «correspondencia» —que es caracteristica del realismo— no des-
aparece completamente en su Matematica, sin embargo rechaza la idea
de una verdad objetiva$7.

También H. Putnam y P. Benacerraf han reflexionado sobre la «ver-
dad matematica» y lo han hecho sin restringir la Matematica al &mbito del
finitismo estricto (que es una de las limitaciones de Wittgenstein). Putnam
se adhiere expresamente a la idea de verdad matemdtica vinculada a la
objetividad, dentro de un planteamiento del conocimiento matematico
como «cuasi-empirico», falible y probable, en lugar de absolutamente cier-
to. Manifiesta que la «Matematica hace aserciones que son objetivamente
verdaderas o falsas, independientemente de la mente humana, y que hay
algo que responde a las nociones matematicas tales como ‘conjunto’ o
‘funcién’»88. Y Benacerraf ha argumentado que el concepto de «conven-
c10n» no trae consigo la nocién de «verdad», pues no cabe afirmar que las
convenciones garanticen la verdad?9. Esto refuerza la idea de la insufi-
ciencia de los criterios intersubjetivos para lograr la verdad®0, pues es de
suyo una nocidn asociada a la objetividad9!.

86 W. J. Gonzdlez, «The Notion of ‘Truth’ in Wittgenstein’s Philosophy of
Mathematics», en P. Weingartner y G. Schurz (eds.), Logic, Philosophy of Science and
Epistemology, Wien: Holder-Pichler-Tempsky, 1987, p. 422.

87 Cf. «The Notion of ‘“Truth’ in Wittgenstein’s Philosophy of Mathematics», pp.
419-423.

88 H. Putnam, «What is Mathematical Truth?», en H. Putnam, Mathematics,
Matter and Method, Cambridge: Cambridge University Press, 1979, p. 60.

89 (Cf. P. Benacerraf, «Mathematical Truth», Journal of Philosophy, 70 (1973),
pp. 661-680. Compilado en P. Benacerraf y H. Putnam, (eds.), Philosophy of
Mathematics, 2° edic., Cambridge: Cambridge University Press, 1983, pp. 403-420;
en especial, p. 419.

% Esto afecta a las orientaciones formalistas. A este respecto, una critica fre-
cuente es su cardcter restrictivo: «all formalist theories of truth are reductionist. They
derive from an unwarranted identification of mathematics with the axiomatic method
of presentation of mathematics», G. C. Rota, «The Concept of Mathematical Truth»,
en A. M. White (ed.), Essays in Humanistic Mathematics, Washington D.C.: The
Mathematical Association of America, 1993, p. 93.

91 Sobre el concepto de «objetividad», ¢f. W. J. Gonzdlez, «El realismo y sus
variedades: El debate actual sobre las bases filoséficas de la Ciencia», pp. 34-35.
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Vincular el progreso matematico a la idea de objetividad supone ir
en una direccion que, en parte, reafirma la llevada por Kitcher92, en
cuanto que busca elementos objetivos en el quehacer matematico. Su
proyecto lo disefia como una legitimacién de un cierto empiriSmo mate-
matico que descarte el apriorismo matematico largo tiempo dominante,
mientras que aqui se insiste en reflejar la actividad matemética misma,
por considerar que es lo prioritario?3. Asi, la atencién se dirige a la posi-
bilidad de un progreso objetivo en lugar de hacia un progreso conver-
gente —como hace Kitcher%4—, pero sin pasar por alto que un progreso
convergente —y, por tanto, intersubjetivo— colabora al progreso objetivo.
De ahi que el naturalismo aqui aceptado es aquel que comporta una
dimension realista en el método matemético, lo que lleva implicito in-
corporar un realismo semantico y epistemolégico para que el cuadro
tematico sea coherente. En tal caso, la verdad no necesita estar en la
estacion término sino que puede encontrarse también en otras estacio-
nes del trayecto.

Los criterios de progreso matematico han de ser entonces acordes
con esta idea. Asi, el mero incremento de las aplicaciones teoréticas y
practicas de las teorias matematicas es insuficiente para tener «progre-
so»: sOlo seria «desarrollo». Tampoco es suficiente la habilidad para dar
soluciones a los problemas planteados, segin es propuesto por M.
Hallett95, pues hay una serie de ejemplos tipicos de progreso matemati-
co que no caben en su criterio. Segun 1. Niiniluoto, son los siguientes:
«el descubrimiento de nuevas pruebas para teoremas antiguos, la cons-
truccion de nuevas entidades matematicas, y el descubrimiento de teo-
remas acerca de tales entidades nuevas»%6. Como alternativa, sugiere
emplear ideas lakatosianas de la Metodologia de Programas de Investi-
gacion Cientifica: «una teorfa matematica 7 es progresiva respecto de 7
si 7" implica algin teorema verdadero B, tal que B no es implicado por

92 De las oscilaciones de Kitcher sobre el tema del realismo y la objetividad, cf.
A. Rosenberg, «A Field Guide to Recent Species of Naturalism», pp. 14-16.

93 Los caracteres de la Matemadtica como actividad humana son expuestos en W.
J. Gonzalez, «Mathematics as Activity», Daimon, 3 (1991), pp. 113-130.

94 Respecto de la Ciencia en general, Rosenberg observa que, para Kitcher
«progress is a matter of successive consensus practices more nearly attaining the goals
of science» y «the goal of science is not truth, it is significant truths, or, rather,
increasingly verisimilar answers to significant questions», A. Rosenberg, «A Field Guide
to Recent Species of Naturalism», p. 15.

95 Cf. M. Hallett, «Towards a Theory of Mathematical Research Programmes I and
s, British Journal for the Philosophy of Science, 30 (1979), pp. 1-25, y pp. 135-159.

96 I, Niiniluoto, «The Growth of Knowledge in Mathematics», p. 202.
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T,y B no fue empleado en la construccion de T7; donde T es, al menos,
tan ‘elegante’ como 7»97.

Niiniluoto completa el cuadro sefialando que hay diferencias entre
teorias que tienen un modelo estandar (esto es, teorias que tratan acerca
de una estructura matemaética especifica) y teorias que carecen de un
modelo estdndar (p. ej., la teoria de grupos). En el primer caso cabe
hablar de «aproximacion a la verdad» (p. €]., A’ estd ‘mas cerca’ para la
Artimética completa que A, puesto que conlleva mas verdades acerca de
los nimeros naturales que A), mientras que el segundo supuesto el avan-
ce seria en términos de articulacion (p. ej., de los axiomas de teoria de
grupos) mas que en «aproximacion a la verdad». Sefiala, ademds, la po-
sibilidad de algo que es verdad pero no puede ser probado dentro de un
contexto: «la Logica moderna y la Teoria de Modelos proporcionan
métodos para estudiar las propiedades de teorias. Con este paso al
‘metanivel’, se ha obtenido una importante intuicién (insight) ... acerca
de resultados que son verdaderos pero no son probables (provable) en la
Aritmética de Peano»98.

4. CARACTERES DE LA «PRUEBA MATEMATICA» PARA
PROPICIAR EL PROGRESO MATEMATICO

Plantear la pregunta sobre cudles son los caracteres de la «prueba mate-
matica» que propician el progreso matemdtico es suscitar una cuestién
de hondo calado para la Metodologia de la Matematica. Asi, ha habido
disefios de prueba matematica segin supuestos semanticos y epistemo-
l6gicos muy distintes9, cada uno de los cuales origina una visién con-
creta del método matematico, de manera que inciden directamente en el
progreso matematico (esto es, en el avance en los procedimientos y en
los resultados del quehacer matematico). Kitcher es consciente de la
relevancia del problema en cuanto que, a su juicio, «la manera més co-
rriente de presentar el apriorismo matematico es mantener que el conoci-
miento matemdtico se basa en la prueba»100. Esto hace que la critica a
ciertas caracterizaciones de la prueba matematica le sirva de eje tematico

97 «The Growth of Knowledge in Mathematics», p. 202.

98 1. Niiniluoto, Ibidem, p. 203.

9 Una lista reciente, que no es breve pero tampoco completa, incluye los si-
guientes planteamientos: «formalist, platonist, empiricist, Wittgensteinian, and cognitive
or phenomenological accounts», R. Tieszen, «What is a Proof?», en M. Detlefsen (ed.),
Proof, Logic and Formalization, Londres: Routledge, 1992, p. 57.

100 Ph. Kitcher, The Nature of Mathematical Knowledge, p. 36.
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para intentar invalidar diversas propuestas sobre la Matematica (en es-
pecial, las de sesgo aprioristal0l).

Nuevamente Kitcher remite a la practica matematica. Su interés no
estd tanto en saber qué parte de nuestro conocimiento matemaético se ob-
tiene siguiendo las pruebas sino en qué hace posible que las pruebas nos
proporcionen conocimiento. Busca comprender como la actividad de se-
guir una prueba genera conocimiento, lo que le lleva a intentar compren-
der cémo la persona que sigue la prueba conoce los principios de los que
parte la prueba. Resalta entonces el papel de las inferencias no deductivas
en [a Matematica, esto es, los factores «extrinsecos» al proceso mismo de
prueba: la mision de las autoridades en esta disciplina y la transicion des-
de el conocimiento mds rudimentario a los principios bien establecidos!02,

Comprender la prueba matematica supone entonces captar las me-
tas trazadas por la comunidad que desarrolla esta disciplina. Porque, a
su juicio, «los matematicos estan comprometidos en el empefo de pro-
poner enunciados matematicos verdaderos, sistematizar los resultados
matematicos que han obtenido, proporcionar pruebas que sirvan para la
funcién de incrementar la comprensién matematica, y asi sucestvamen-
te. Pero estos objetivos (aims) generales estdn mediados por perspecti-
vas metamatematicas mds especificas, que pueden variar de comunidad
en comunidad, y que representan la comprension reflexiva de la comu-
nidad acerca de como se han de conseguir sus metas (goals) tltimas» 103,
Esta modulacion histérico-sociologica hace que las pruebas estén su-
bordinadas a fines que trascienden al proceso mismo de prucba y que no
derivan del procedimiento de prueba en cuanto tal.

Por lo que respecta a la «prueba matematica» en si misma considera-
da, entre las diversas lineas de interpretacion, Kitcher sigue la concepcion
que las ve como un tipo de lenguaje —no una estructura abstracta—, que se
refleja en ejemplares (presentaciones concretas con rasgos espacio-
temporates observables) y se integra, en principio, en una teoria formal
estandar. Esto supone que las prucbas son mas una serie de enunciados
concretos (tokens) de un lenguaje establecido que pautas (patterns)
introductoras de nuevos conceptos, dentro de un proceso constructivo
creativol®4, Asi, «una prueba en un sistema es una secuencia de oraciones

101 [bid., pp. 36-37.

102 Cf. The Nature of Mathematical Knowledge, p. 10.

103 [bid., pp. 188-189.

104 Kitcher insiste en el papel de la autoridad de la comunidad para el quehacer
maternético individual y concibe a la comunidad como dominada por la tradicién, pero
admite también dos formas de creatividad, (ibid., pp. 10-11).
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en ¢l lenguaje del sistema, de modo que cada miembro de las secuencia
es o un axioma del sistema o una oracion que resulta a partir de miem-
bros precedentes de la secuencia, de acuerdo con alguna regla del siste-
ma» 105, Seglin esto, una prueba matematica se entiende quees tal dentro
de una teoria formal estandar.

Debido a la angostura que se deriva de esa concepciédn, que dificulta
el descubrimiento de nuevos axiomas matemdticos, Kitcher admite que
«la préactica social correcta o razonable puede determinar qué secuen-
cias son pruebas»196. Esto no supone eo ipso que la aceptacién social
sea suficiente para tener una prueba dentro de un sistema, pues la carac-
terizacion escogida es funcional: «las pruebas son secuencias que reali-
zan una tarea particular, si tenemos predileccién por las pruebas forma-
les es porque pensamos que las pruebas formales realizan mejor esta
tarea que las informales» 107,

Ya dentro del sistema, las secuencias de enunciados consideradas
como «pruebas» llevan a cabo dos cometidos. En primer lugar, hacen
avanzar el conocimiento, en cuanto que puede haber algunas secuencias
en el sistema que representen modos Optimos para obtener nuevo cono-
cimiento a partir del antiguo; y, en segundo término, propician una me-
jor comprension de los teorémas, mediante la exposicion clara de las
conexiones de los distintos elementos dentro del sistema, a partir de
aquellos que no son inferidos en el sistemal0O8. Esos dos cometidos
contibuyen entonces al progreso de la Matematica, que no s6lo cuenta
con el factor interno —el contenido expuesto en el proceso de prueba—
sino también un componente externo —la practica social que la declara
correcta—, de modo que es un disefio dual.

Acerca de la controversia sobre la indole de las pruebas matemati-
cas asistidas por ordenador, que ha suscitado una singular atencion —en
especial, el teorema de los cuatro colores—109, Kitcher también se ha

105 Jhid., p. 36.

106 The Nature of Mathematical Knowledge, p. 37.

107 Ihid.

108 Ibid., p. 181.

109 La exposicion del teorema estd en K. Appel y W. Haken, «The Solution of the
Four color Map Problem», Scientific American, 137, 8 (1977), pp. 108-121; y en K.
Appel, W. Haken, y K. Koch, «Every Planar Map is Four Colorable», llinois Journal
of Mathematics, 21 (1977), pp. 429-567. Una descripcién histérica de todo el proceso
se hallaen Th. L. Saaty y P. C. Kainen, The Four Color Problem: Assaults and Conquest,
N. York: Dover, 1986. (Otro ejemplo de prueba asistida por ordenador se encuentra en
J. P. Eckmann, H. Koch y P. Wittwer, A computer-assisted proof of universality for
area-preserving maps, Providence, RI: American Mathematical Society, 1984).
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pronunciado. L.a polémica tiene su origen en la naturaleza de los resulta-
dos que se han obtenido mediante una informacién suministrada por los
ordenadores, por cuanto el proceso de célculo parecia inaccesible a los
anteriores tipos de pruebas. A este respecto, no niega que pueda haber
algunas diferencias epistemolégicas relevantes entre las pruebas asisti-
das por ordenador y las pruebas ordinarias. Pero, de nuevo, reconduce el
problema a su tema predilecto: la critica a los planteamientos aprioristas.
Asi, su contribucién se reduce a seflalar que la diferencia entre un tipo
de prueba y el otro no es, sin mas, que la Matematica anterior solia ser
apriori, mientras que ahora aparecen partes que no lo son, «porque hay
muchos teoremas de la Matematica tradicional cuyas pruebas son tan
largas que no pueden llevarnos a un conocimiento a priori. Las prueba
asistidas por ordenador son meramente una nueva variante de un tema
antiguo»110. Su contribucidn al progreso matematico consistiria en rati-
ficar la naturaleza de la Matematica como dotada de mecanismos seme-
jantes a los empiricos y, por tanto, con capacidad de error y de autoco-
rreccion a tenor de los objetivos de investigacion buscados.

Mas precision en cuanto a los caracteres de la «prueba matematica»
cabe extraer del andlisis de los textos de Wittgenstein, que se aproxima al
Intucionismo de Brouwer pero sin asumirlo en aspectos importantes!il,
En su segunda etapa insiste en una posicién constructivista con respecto
al concepto de «prueba». Esto se pone de relieve en sus Lectures on the
Foundations of Mathematics, cuando se pregunta sobre qué es una prue-
ba, pues ofrece una respuesta constructivista: encontrar una prueba es cons-
truir una proposicion al trabajar sobre ciertas proposiciones dadas, llama-
das «proposiciones primitivas», de acuerdo con ciertas reglas. Hace, sin

Desde el punto de vista filoséfico ha tenido particular relevancia el articulo de
Th. Tymoczko, «The Four-Color Problem and Its Philosophical Significance», Journal
of Philosophy, 76 (1979), pp. 57-83, compilado en Th. Tymoczko (ed.), New Directions
in the Philosophy of Mathematics, pp. 243-266. Este autor publica después en Th.
Tymoczko, «Computer Use of Computer Proof», Two Year College Mathematics
Journal, 12 (1981), pp. 120-125. Las criticas a Th. Tymoczko se desarrollan en M.
Detlefsen y M. Luker, «The Four-Color Theorem and Mathematical Proof», Journal
of Philosophy, 77 (1980), pp. 803-820; y P. Teller, «Computer Proot», Journal of
Philosophy, 77 (1980), pp. 797-803. M4s recientemente ha vuelto sobre el tema W.A.
Verloren Van Themaat, «The Own Character of Mathematics Discussed with
Consideration of the Proof of the Four-Color Theorem», Journal for General Philosophy
of Science, 20, 2 (1989), pp. 340-350.

110 The Nature of Mathematical Knowledge, p. 46.

"L Cf W. J. Gonzdlez, «Intuitionistic Mathematics and Wittgenstein», History
and Philosophy of Logic, 12 (1991), pp. 167-183.
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embargo, dos matizaciones: 1) no toda construccién de una proposicion
es una prueba, pues es posible construir proposiciones, tales como ‘hay
un tono oscuro en esta habitacion’, segun ciertas reglas, pero esto no
seria en modo alguno construir una prueba; y i1) no toda prueba procede
a partir de proposiciones primitivas (p. €j., al construir tautologias).
Wittgenstein llama la atencion sobre la diferencia entre «pruebax» y «ver-
dad»: una prueba que construye una proposicion no conforma, por eso
mismo, una proposicion verdaderall2.

Ahora bien, en esta interpretacion lingtiistica de la experiencia mate-
matica, que pertenece a un enfoque antropolégico vy no fundacionalista, un
punto crucial es como la prueba construye una proposicion!l3. A este res-
pecto, su concepcion de la prueba matemdtica corresponde a un proceso
construible; es una practica que origina un resultado —una proposicion—y
estd conectada con varias ideas!14: a) reproducibilidad y examinibilidad
(surveyability), pues siempre ha de ser posible reproducir la prueba y poder
decidir con certeza si tenemos en efecto la misma prueballs; b) aptitud para
ser recordada (memorability) y para ser dominada (graspability), en la me-
dida en que la prueba es el resultado de un procedimiento que produce la
misma configuracioén!1é; ¢) compatibilidad con otras proposiciones, en
especial, aquellas de las que parte!l7; d) posibilidad de realizar varias
pruebas de la misma proposiciénlis; y, e) creatividad —una prueba intro-
duce un nuevo concepto, pone un nuevo paradigma entre los paradigmas

112 Cf. L. Wittgenstein, Lectures on the Foundations of Mathematics, lect. VII,
p. 68

113 Cf. L. Wittgenstein, Bemerkungen iiber die Grundlagen der Mathematik, 111,
29/ L. Wittgenstein, Remarks on the Foundations of Mathematics, p. 164.

114 Cf. W. J. Gonzalez, «Intuitionistic Mathematics and Wittgenstein», p. 174.

U5 Cf. Lectures on the Foundations of Mathematics, lect. 11, p. 37; y Bemerkungen
iiber die Grundlagen der Mathematik, 11, 1/ Remarks on the Foundations of Mathematics,
p. 143, también Bemerkungen, I, 55/ Remarks, p. 187.

116 Cf. Bemerkungen, V11, 72/ Remarks, p. 434. Asimismo, ¢f. Bemerkungen,
111, 9/ Remarks, pp. 149-150. Segiin Kreisel, la dualidad ser recordada-ser dominada
es una consecuencia de 1a posibilidad de visualizar completamente la prueba
(Ubersehbarkeir). Porque, para Wittgenstein, «proofs must be memorable and
graspable — if iibersehbar is taken in its broad sense; and visualizable if we mean
literal seeing of same spatio-temporal configuration, for example, of drawings in
geomeltry», G. Kreisel, «Der unheilvolle Einbruch der Logik in die Mathematik», en
J. Hintikka (ed.), Essays on Wittgenstein in Honour of G. H. von Wright, Amsterdam:
North Holland, 1976, p. 170.

117 Cf. Lectures on the Foundations of Mathematics, lect. VI, pp. 73-74.

118 Cf. Bemerkungen iiber die Grundlagen der Mathematik, 111, 58/ Remarks on
the Foundations of Mathematics, p. 189,y Lectures on the Foundations of Mathematics,
fect. IV, p. 39.
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del lenguaje—, pero en el contexto de un sistema, puesto que una prueba
matematica conecta una proposicion con un sistemalld.

Wittgenstein caracteriza a la «prueba matemdtica» dentro de una
perspectiva de la Matemdtica estrictamente finitista —ligada directamente
a la actividad humana habitual-, lo que supone de facto una limitacion
respecto de la Matematica vista en conjunto. Propone, ademads, un
constructivismo radical —mds fuerte que el intuicionista—, que acompa-
fa a la desconfianza que muestra hacia la prueba no constructival2o,
afiadiendo asi una segunda limitacion respecto del quehacer matematico
entendido como un todo. Sin embargo, desde el punto de vista del pro-
greso matematico sugiere dos aspectos de interés: por un lado, la idea de
«prueba» como regla que contribuye primariamente al sentido de la pro-
posicién matemadtica y, secundariamente, a su verdad; y, por otro lado,
la existencia de un nexo entre prueba y prediccion.

Aceptar una prueba es, para Wittgenstein, admitir una regla!?!: es una
pauta (pattern) antes que un resultado. La prueba presenta, ademas, una
relacion con la verdad: «una proposicion matemética que ha sido probada
tiene una propension hacia la verdad en su gramatica»122. Asi, aun cuando
una prueba contribuye més al sentido que a la verdad de la proposicién,
sin embargo, diferentes pruebas hacen viable el respaldo en favor de la
verdad de la proposiciénl23. El progreso matemético podria venir de la
existencia de diversas pruebas respecto de una proposicién, lo que argu-
mentaria en aras de su verdad. Hay también un elemento de continuitdad
que sirve para la acumulatividad: su concepto de «verdad» matematica
carece de sentido fuera de un sistema. A este respecto, segin H. Wang,
«Wittgenstein pudo haber dicho con Brouwer que los sistemas formales
son de escaso interés, o también que los sistemas formales son obviamen-
te incompletos. En cambio, Wittgenstein identifica verdad con posibili-
dad de ser probado (provable) o, incluso, con la historia dependiente del
concepto probado (proved), todo en un sistemax»124,

19 Cf. Bemerkungen, 11, 31/ Remarks, p. 166; y Lectures, lect. X1V, p. 136.

120 (f. «Intuitionistic Mathematics and Wittgenstein», pp. 172-177.

121 Cf. Bemerkungen, II1, 28/ Remarks, p. 163.

122 L. Wittgenstein, Philosophische Grammatik, edicién de R. Rhees, Oxford:
Blackwell, 1969, 11, V, 23; traducido al inglés por A. Kenny: Philosophical Grammar,
Oxford: Blackwell, 1974, p. 366.

123 Cf. Bemerkungen iiber die Grundlagen der Mathematik, V11, 43/ Remarks on
the Foundations of Mathematics, p. 409.

124 H. Wang, «Godel and Wittgenstein», en P. Weingartner y G. Schurz (eds.),
Logic, Philosophy of Science and Epistemology, Wien: Holder-Pichler-Tempsky, 1987,
pp. 87-88.
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Junto a la vinculacion de la prueba con la verdad, hay un segundo
rasgo en este planteamiento que es relevante para el progreso matemati-
co: la existencia de una relacidn entre la prueba y 1a prediccion dentro
de la Matematical?>. La relevancia radica en que la «prediccion» figura
habitualmente entre los aspectos caracteristicos del «progreso cientifi-
co» en general, y Wittgenstein establece un nexo entre esos dos compo-
nentes en el caso matemitico, pues sefiala que la prueba, entre otras
aplicaciones, puede ser usada para predecir, pues en caso contrario no
podria llamarse «prueba»126. La prueba pertenece a la esfera del cdlculo
y una aplicacion del cdlculo es la prediccion; la experiencia, por si mis-
ma, no predice: la mera acumulaciéon de experiencia no es suficiente
para predecirl?7. Acepta, por tanto, una ligazdn positiva entre prueba y
prediccion: la prueba nos ayuda a predecir!2® y, hasta cierto punto, jus-
tifica la prediccioén!29. En su enfoque, la prediccidén puede ser buscada
por razones practicas, no solo en las Ciencias de la Naturaleza, sino
también en las Ciencias Formales!30.

Lakatos ofrece una caracterizacion de la prueba matematica que se
asemeja a Wittgenstein en cuanto que insiste en la prueba como proce-
so, en lugar de resaltar —como hace Kitcher— el resultado. Su enfoque
sigue una direccidon netamente metodologica: se interesa por el proceso
de investigacion en cuanto tal, en vez de mirar la prueba desde el len-
guaje de accidon —como hace Wittgenstein-- o0 como ejemplar (token) que
sirve como fuente de conocimiento matemadtico (que es la perspectiva
de Kitcher). Propone, ademds, un método concreto —pruebas y refuta-
ciones— como guia del progreso matematico, al que considera semejante

125 Cf. W. J. Gonzdlez, «Prediction and Mathematics: The Wittgenstenian
Approach», en G. Munévar (ed.), Spanish Studies in the Philosophy of Science,
Dordrecht: Kluwer, 1996, pp. 299-332; en especial, pp. 320-321.

126 Cf. Lectures on the Foundations of Mathematics, 111, p. 38.

127 «For, whatever my experience is or has been, [ surely still have to make the
prediction. (Experience does not make it for me)» Bemerkungen, 1V, 33/ Remarks,
p. 242).

128 Cf. Bemerkungen, IV, 33/ Remarks, p. 242.

129 Cf. Bemerkungen iiber die Grundlagen der Mathematik, V1, 3/ Remarks on
the Foundations of Mathemaitics, p. 305.

i30 Wittgenstein concreta el caso de la prueba de consisiencia. Considera que
«the proof of consistency must give reasons for a prediction; and this is its practical
purpose. That does not mean that this proof is a proof from the physics of our technique
of calculation - and so a proof from Applied Mathematics - but it does mean that that
prediction is the application that first suggests itself to us, and the one for whose sake
we have this proof at heart», Bemerkungen, 11, 86/ Remarks, pp. 218-219.
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en aspectos importantes al método empirico, con la consiguiente simili-
tud respecto a la revisabilidad del conocimiento alcanzado. Su vision
«cuasi-empirica» de la Matematica le aleja del fundacionalismo y le
acerca a los planteamientos generales de Metodologia de la Ciencial31.
La prueba sirve asi al progreso matematico de una manera afin a co6mo
contribuye el experimento al progreso cientifico!32,

Basicamente, el mértodo de pruebas y refutaciones propuesto por
Lakatos sugiere varios pasos!33: primero, una conjetura primitiva; des-
pués, un intento de prueba; a continuacion, el surgimiento de
contracjemplos globales para la conjetura; y, por tltimo, el reexamen de
la prueba, la revision de un falso lema y la posterior incorporacién del
lema como condicién del teorema, dentro de la conjetura mejoradal34.
Pone asi de relieve que la formacién del conocimiento matematico in-
cluye aspectos dindmicos, no meramente diacrénicos, de modo que se
asemeja a procesos de conocimiento empirico. Y el quehacer de los

131 «Foundational studies unexpectedly led to the conclusion that a Euclidean
reorganization of mathematics as a whole may be impossible; that at least the richest
mathematical theories were, like scientific theories, quasi-empirical», [. Lakatos, «A
Renaissance of Empiricism in the Recent Philosophy of Mathematics», compilado en
I. Lakatos, Mathematics, Science and Epistemology, p. 30.

Una de las cuestiones mds controvertidas es la articulacién de las dos etapas del
Pensamiento de Lakatos: la dedicada a la Filosofia y Metodologia de 1a Matematica,
que centra aqui la atencidn, y la correspondiente a la posterior Metodologia de Progra-
mas de Investigacion Cientifica. De esta cuestidn interpretativa se ocupan, entre otros,
W. Berkson, «Lakatos One and Lakatos Two: An Appreciation», en R. S. Cohen, P. K.
Feyerabend, y M. W. Wartofsky (eds.), Essays in Memory of I. Lakatos, Dordrecht:
Reidel, 1976, pp. 39-54; T. Koetsier, Lakatos’ Philosophy of Mathematics. A Historical
Approach, Amsterdam: North-Holland, 1991; y P. Beltran, «La Matematica de Lakatos:
El papel de la prueba en la Metodologia», en J. Arana (ed.), La Ciencia de los fildsofos,
Sevilla: Publicaciones Universidad de Sevilla, 1996, pp. 305-320.

132 En su enfoque, «the crucial difference between them [mathematics and science]
if any, must be in the nature of their ‘basic statements’, or ‘potential falsifiers’», 1.
Lakatos, «A Renaissance of Empiricism in the Recent Philosophy of Mathematics», p.
35. Entre las similitudes que encuentra estd la siguiente: «Mathematics and Science
are importantly inspired by facts, factual generalizations and then by imaginative
deductive analysis», 1. Lakatos, «The Method of Analysis-Synthesis», p. 97.

133 Cf. 1. Lakatos, Proofs and Refutations. The Logic of Mathematical Discovery,
pp. 64, 83-84, 127-128 y 140; en especial, p. 127.

134 Estos cuatro rasgos del esquema bdsico suelen estar acompariados por otros tres:
examen de las pruebas de otros teoremas, para ver si aparece en ellos el nuevo lema o el
nuevo concepto originado por la prueba; revision de las consecuencias aceptadas de la
conjetura inicial, ahora refutada; y conversion de los contraejemplos en nuevos ejemplos
(apertura de nuevos campos), cf. I. Lakatos, Proofs and Refutations, p. 128.
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matematicos en el pasado sirve de base para el método matematico —y,
por tanto, para el progreso matematico--, de modo que la Historia de la
Matematica aparece como el soporte para la Metodologia matematica.

De hecho, el enfoque de I.akatos se enraiza directameniec e¢n el exa-
men de casos historicos. Toma como ejemplos de singular relevancia
los intentos de generalizar el teorema de Euler a poliedros arbitrarios,
que centra su monografia Proofs and Refutations, y el estudio de Cauchy
y el problema de la convergencia uniforme —el limite de teoremas que
atafien a funciones uniformemente continuas-, que considera ilustrativo
de la distorsion sufrida por la Historia de la Matematica por el influjo de
falsas Filosofias!35. La aportacion histdrica sirve entonces para mostrar
los progresos reales a través del tiempo, haciendo ver la revisabilidad
del quehacer matemdtico y la presencia de teorias falsas y de errores
antes de llegar a formulaciones rigurosas.

Destaca l.akatos la historicidad matemadtica al intentar aclarar qué
hace que una prueba matematica pruebe. Es entonces cuando distingue
tres tipos de pruebas: «preformales», «formales» y «post-formales», que
presenta como etapas de una secuencia de desarrollo historico!36, Con-
sidera, sin embargo, que son reducibles a dos: formales e informales.
Las primeras recogen la version de prueba largo tiempo dominante (esto
es, la asociada a la axiomatizacién), mientras que las segundas poseen
una indole bien distinta, por estar surcadas por la incertidumbre ya que
estdn abiertas a posibilidades no pensadas!37. Esto trae consigo una mo-
dificacidén en el modo de entender el progreso matematico, pues Lakatos
admite que caben pruebas no fiables —las informales— que contribuyen
al avance de la Matematica. Asi, la revisabilidad matematica no sélo
afecta a los momentos del proceso de bisqueda —el intento de encontrar
un nuevo teorema y probarlo, dentro de una dinamica de pruebas y refu-
taciones—, sino que atafie también -y esto es mas problematico— al 4m-
bito de la fiabilidad de la prueba alcanzada. Queda afectado, por tanto,
el rasgo del rigor de la prueba, que es, en principio, un componente
indispensable en todo tipo de prueba, incluyendo por supuesto a la prue-
ba matematica.

135 Cf. 1. Lakatos, «Cauchy and the Continum: The Significance of Non-standard
Analysis for the History and Philosophy of Mathematics», en 1. Lakatos, Mathematics,
Science and Epistemology, pp. 43-60.

136 Cf. 1. Lakatos, «What Does a Mathematical Proof Prove?», en Mathematics,
Science and Epistemology, pp. 61-69; en especial, p. 61.

137 Cf. 1. Lakatos, «What Does a Mathematical Proof Prove?», p. 69.
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Critica Niiniluoto e] planteamiento de Lakatos en lo que atafe al
modo de entender el aumento del conocimiento matematico, pues con-
sidera que hace generalizaciones amplias sobre la base de un material
limitado!3%. Asi, pone como ejemplo el periodo pre-euclidiano de la
Teoria de la probabilidad, que no parece encajar en el molde de la Mate-
matica «cuasi-empirica». Advierte, ademas, que un partidario del mode-
lo acumulativo puede aceptar el uso de pautas lakatosianas durante una
0 mas etapas, pero que llega un momento en el que resulta indubitable el
teorema alcanzado, de modo que yano cambia en el futuro; cabe que ese
teorema forme parte de otro mas general o que se obtenga una prueba
mads elegante, pero sin variar su estatuto basico. A su juicio, aun cuando
los matematicos mas representativos puedan cometer errores, es posible
defender el modelo acumulativo para el conocimiento mateméatico!39.

Desde distintos dngulos, hay una coincidencia de fondo entre Kitcher,
Wiitgenstein y Lakatos respecto de la prueba matemética como resorte
para el progreso de la Matemética. Varian, en cambio, los caracteres
que la hacen fuente de progreso. El primero resalta el caricter de la
prueba como dependiente de los fines de la investigacion, de modo que
hay una vision teleoldgico-comunitaria del progreso matematico: hay
avance cuando, dentro de una comunidad matematica, se obtiene el re-
sultado buscado —p. ¢j., un teorema—, de modo que la prueba proporcio-
na informacién para el conjunto del sistema. El segundo destaca la com-
ponente lingiiistica de la actividad matematica y ve la prueba como el
instrumento que proporciona un nuevo concepto, de manera que la
normatividad de Ia Matematica estd abierta a la creatividad mediante la
aportacion de la prueba. Y el tercero usa, de hecho, el método de prue-
bas y refutaciones como via que permite llegar a descubrir la verdad
matematical40, pues el procedimiento de prueba, aun cuando se inserte

138 Otra critica relacionada con las limitaciones del planteamiento lakatosiano
senala que Lakatos se centra en la prueba de proposiciones, pero el desarrollo matema-
tico afecta también a otros componentes, como los modelos, ¢f. E. Glas, «Testing the
Philosophy of Mathematics in the History of Mathematics. Part IE: The Similarity
between Mathematical and Scientific Growth of Knowledge», Studies in History and
Philosophy of Science, 20 (1989), pp. 157-174; en especial, p. 168.

139 Cf. I. Niiniluoto, «The Growth of Knowledge in Mathematics», p. 205.

140 Sobre las interpretaciones del método de pruebas y refutaciones y, en concreto,
acerca de Ia «verdad» en Lakatos, ¢f. D. Corfield, «Assaying Lakatos’s Philosophy of
Mathematics», Studies in History and Philosophy of Science, 28, 1 (1997), pp. 99-121;
en especial, pp. 110y 114. Con anterioridad, acerca de este problema se habia publicado
J. R. Brown, «Proof and Truth in Lakatos’s Masterpiece», International Studies in the
Philosophy of Science, 4, 2 (1990), pp. 117-130. Es, por 1o general, un punto central en
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en un proceso historico de conjetura y error, es marcadamente no
relativistal4l. Lakatos considera, en efecto, que su Filosofia de la Mate-
matica —el «falibilismo critico»-- encuentra su fuente de inspiracion en
el aumento del conocimiento cientificol42, En suma, siguiendo rutas dis-
tintas, los tres autores admiten la acumulatividad de la Matematica.

5. OBIETIVIDAD Y ACTIVIDAD MATEMATICA:
EL MARCO TEORICO PARA EL PROGRESQ MATEMATICO

Después de analizar el papel de la «verdad» y de la «prueba» respecto
del problema del progreso matematico hay mas elementos de juicio para
proponer una solucién. Dos eran las preguntas que Kitcher suscitaba
sobre el progreso matematico: qué es y como es posible; y dos pueden
ser los elementos clave que sirvan para solucionarlo: la existencia de
una objetividad matematica —en el contenido del lenguaje y en lo alcan-
zado con el conocimiento—y la atencion a la actividad matematica como
leit moriv metodoldgico. Esto supone que la Matematica es, en princi-
pio, un quehacer bien orientado, susceptible de autocorreccién y some-
tido, por tanto, a revisabilidad en cuanto proceso y en cuanto resultado.

El progreso matemdtico es, entonces, el fruto de un proceso de
autocorreccion de una actividad humana —la Matematica—; supone la exis-
tencia de objetividad en el contenido del lenguaje y en lo poseido en el
conocimiento matematico, que es lo que permite garantizar que haya pro-
greso en vez de mero «desarrollo». Hay un incremento en la fiabilidad
matematica —a la que sirven las pruebas matematicas— sobre la base de
haber alcanzado elementos objetivos. Asi, aun cuando la Matematica sea

las reflexiones sobre su Filosofia y Metodologfa de la Matemdtica, ¢f 1. Hacking,
«Lakatos’s Philosophy of Science», British Journal for the Philosophy of Science, 30
(1979), pp. 381-402, compilado en 1. Hacking (ed.), Scientific Revolutions, Oxford:
Oxford University Press, 1981, pp. 128-143; y M. Steiner, «The Philosophy of
Mathematics of I. Lakatos», Journal of Philosophy, 80 (1983), pp. 502-521.

141 Hay afirmaciones de Lakatos que han sido interpretadas en clave realista, como
la siguiente: «I think that the bulk of logic and mathematics is God’s doing and not
human convention [...] But in consequence I am fallibilist not only in science, but in
mathematics and logic as well», 1. Lakatos, «Necessity, Kneale and Popper», en
Mathematics, Science and Epistemology, p. 127.

142 «It will take more than the paradoxes and Godel’s results to prompt philosophers
to take the empirical aspects of mathematics seriously, and to elaborate a philosophy
of critical fallibilism, which takes inspiration not from the so-called foundations but
from the growth of mathematical knowledge», I. Lakatos, «A Renaissance of Empiricism
in the Recent Philosophy of Mathematics», p. 42.
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nuestra —un quehacer humano—, de manera que sea de suyo falible —en
cuanto humana—, cabe la posibilidad de un genuino «progreso»: se puede,
en efecto, propiciar un avance a través del tiempo, en vez de articular
meramente la sucesion de los procesos matematicos en el tiempo.

Objetividad matemdtica y actividad matematica son, en tal caso, ele-
mentos interdependientes en el marco tedrico para entender el progreso
matematico. Porque la Matemaltica es, ante todo, una actividad huma-
nal43: no requiere la previa existencia de una Ontologia al estilo platoni-
co, ni tampoco parece reducible a la mera interaccion de signos segun
unas reglas aceptadas!44. Asi, en principio, cabe encontrar una verdad
matemnatica, como resultado de la actividad de la Matematica, de modo
que el proceso matemético nos haga ver el hallazgo de un resultado
—como, por ejemplo, un teorema-— que es verdadero (susceptible tal vez de
una expresion mas elegante o de una presentacién mas sencilla pero, en si
mismo, valido). Ese teorema, como el célebre de los cuatro colores, puede
ser objetivo sin necesidad de remitir a un mundo matematico ideal al que
perteneceria antes de ser descubierto. Al mismo tiempo, en la medida en
que es objetivo, tampoco cabe la posibilidad de entender ese teorema como
un mero conjunto de signos reemplazable segiin una voluntad convencio-
nal (sea de tipo cultural, sociol6gica o de otra indole).

Que la Matematica es una actividad humana —y, como tal, conecta-
da con otras actividades— que puede alcanzar una objetividad se refleja,
por ejemplo, en hallazgos simultdneos. Asi, es un hecho que, a través de
la Historia, ha habido diferentes culturas que han hallado los nuimeros
naturales, a 1os que han denominado con nombres diversos y para los
que han usado signos diferentes!43. Eran los mismos nimeros naturales

143 Cabe distinguir entre la actividad matemdtica y la Matematica como una ac-
tividad entremezclada con otras, ¢f W. J. Gonzdlez, «Mathematics as Activity», pp.
113-130; en especial, pp. 115-118.

144 Se asume aqui que la Matemadtica tiene «formas» y que éstas poseen conteni-
do. En esa linea se mueve I. Grattan-Guinness: «Mathematics contains forms, which
may be expressions, equations, inequalities, diagrams, theorems with proofs, even whole
theories. Some forms are atomic, and can be concatenated together to produce
superforms, or compound forms. The level of atomicity can be varied, depending on
the need and context [...] The forms themselves characterise mathematics, and
distinguish it from, say, chemistry. As specified here, forms are contentual, in contrast
to other uses of the term which [ perfectly respect, in which forms are contentless, to
be filled by matter», I. Grattan-Guinness, «Structure-Similarity: Between Mathematics
and Philosophy», en J. Czermak (ed.), Philosophy of Mathematics, Wien: Holder-
Pichler-Tempsky, 1993, p. 327. '

145 Otro ejemplo, en la misma linea son los descubrimientos simultdneos de ha-
llazgos matematicos, tales como el Cdlculo infinitesimal (I. Newton y G. W. Leibniz)
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alcanzados por procedimientos diferentes, de modo que, en cierto sentido,
han sido elaborados en multiples oportunidades, al hilo de una necesidad
humana (que es contar: una tarea practica indispensable). Las propieda-
des de esos niimeros son objetivas: no dependen de su origen ni de los
signos cambiantes con los que han sido representados. En efecto, para ser
objetivos, no necesitan reflejar objetos platénicos ni pertenecer a un Mun-
do 3 popperianol!46: su objetividad no requiere eo ipso una Ontologia, aun
cuando el hecho de poseer unas propiedades les confiera una entidad (y,
por tanto, no scan reemplazables a voluntad).

Admitir la existencia de una objetividad matematica compatible con
la actividad misma de la Matemdtica constituye la clave realista que
aqui se propone para aceptar un progreso €n el conocimiento matemati-
co. Por eso, a tenor del marco tedrico expuesto, resulta dificil poder
sustituir completamente la nocion de «verdad» por el concepto de «prue-
ba», puesto que no cabe excluir en la Matematica que algo (p. €j., un
teorema) sea verdadero y no sea aun conocido. Por eso, restringir el
proceso matematico al reconocimiento derivado de la justificacion limi-
ta innecesariamente l1a actividad matematica (como sucedia en la Cien-
cia Empirica con la «verificabilidad» solicitada por los empiristas 16gi-
cos). De ahi que el anti-realismo semdantico no haya logrado su meta de
declarar superfluo el concepto de «verdad», que sigue atrayendo de
manera intensa la atencion de los filésofos de la Matemitica.

Ahora bien, Kitcher no llega tan lejos como el anti-realismo: admite
la verdad como posible, dentro de la bisqueda ideal a largo plazo, a
través de una maximizacion racional; mientras que en el disefio aqui
propuesto no resulta preciso recurrir expresamente al /imite de conoci-
miento convergentel4’. La posiciéon aqui defendida, que reconoce la

o las Geometrias no euclidianas en el siglo pasado (K. F. Gauss, J. Bolyai y N. L.
Lobatchevski).

146 Fste planteamiento difiere del expuesto por I. Niiniluoto, que insiste en la
necesidad del Mundo 3 para garantizar la objetividad matemdtica, ¢f. I. Niiniluoto,
«Reality, Truth, and Confirmation in Mathematics —-Reflections on the Quasi-Empiricist
Programme», en J. Echeverria, A. Ibarra y Th. Mormann {eds.), The Space of
Mathematics, Berlin: W. de Gruyter, 1992, pp. 60-78.

147 El problema aqui planteado no es nuevo entre los filésofos atentos a la Mate-
matica. A este respecto, cabe destacar a G. W. Leibniz, que se planted ia cuestion de la
verdad y su papel en la Matematica. Su reflexion conecta con la expuesto en la medida
en que no requiere acudir al limite del conocimiento: «Nam etsi characteres sint arbitrarii,
eorum tamen usus et connexio habet quiddam, quod non est arbritrarium, scilicet
proportionem quandam inter characteres et res diversorum characterum, easdem res
experimentium, relationes inter se. Et haec proportio sive relatio est fundamentum
veritatis. Efficit enim ut sive hos sive alios characteres adhibeamus, idem semper sive
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posibilidad del descubrimiento de verdades matematicas, al estar abier-
ta la actividad de la Matematica a la objetividad —en el proceso de inves-
tigacién y en el resultado—, admite también tanto la construccion mate-
matica —la creatividad en el &mbito matematico— como la aceptacion de
las pruebas por el grado de certeza que suscita dentro del sistema. En tal
caso, en la Matematica entendida como actividad —y, por tanto, como
nuestra—, 1a posesion de una prueba concluyente puede suponer una ga-
rantia suficiente para tener una verdad matematical48.

Cabe también una combinacion entre pruebas constructivas y pruebas
no constructivas!'4?, pero dejando siempre abierta la posibilidad de alcanzar
en la Matematica proposiciones verdaderas, de modo que puede haber pro-
posiciones matematicas que comporten objetividad y no estén por més tiempo
sometidas a los avatares de la historicidad (por ejemplo, «pruebas forma-
les» concluyentes). Desde esta perspectiva, se entienden las dificultades del
programa cuasi-empirista lakatosiano, que no ha logrado la aceptacion de la
plena historicidad de la «prueba informal», aun cuando —en los ultimos afos—
se haya incrementado notablemente la busqueda de similitudes entre los
métodos matematicos y los métodos empiricos!S0. Asi, caso de asumir la

aequivalens seu proportione respondens prodeat, tametsi forte aliquos semper
characteres adhiberi necesse sit ad cogitandum», G. W. Leibniz, «Dtalogus de
connexione inter res et verba, et veritatis realitate» (1677), en G. W. Leibniz, Opera
Philosophica, ed. de Renate Vollbrecht, Aalen: Scientia, 1959, p. 77.

148 Hay formulaciones que van mds lejos: establecen la posibilidad de identidad
entre la «verdad» y la «aseverabilidad concluyente», ¢f. D. Edgington, «Meaning,
Bivalence and Realism», Proceedings of the Aristotelian Society, 81 (1980-81), pp. 153-
173; en especial, p. 161; y Ch. Peacocke, «Proof and Truth», en J. Haldane y C. Wright
(eds.), Reality, Representation and Projection, Oxford: Oxford University Press, 1993,
pp. 165-190; en especial, p. 165. Dentro de la bibliografia reciente también se apunta
hacia la interdepencia entre «verdad» y «prueba», que remite a que la prueba es fuente de
verdad en la Matematica, ¢f. M. D. Resnik, «Proof as a Source of Truth», en M. Detlefsen
(ed.), Proof and Knowledge in Mathematics. London: Routledge, 1991, pp. 6-32.

Sobre las diversas concepciones acerca de la «verdad» en las dltimas décadas,
especialmente en el dmbito de la Filosofia Analitica, sobresale la compilacién de P.
Horwich (ed.), Theories of Truth. Aldershot: Dartmourth, 1994. Entre las nuevas pro-
puestas sobre la relacion entre verdad y objetividad se encuentra C. Wright, Truth and
Objectivity. Cambridge: Harvard University Press, 1992,

149 Cf. W. J. Gonzdlez, «Intuitionistic Mathematics and Wittgenstein», pp. 167-
183; en especial, pp. 172-177.

150 Una fuente constante de ideas a este respecto es el uso de los ordenadores para
realizar pruebas matematicas. A este respecto, el Teorema de los cuatro colores ha susci-
tado una inusual atencion, como pone de relieve la bibliografia seftalada en la nota 110.

Hay también otra linea de trabajo, que consiste en intentar mostrar que hay casos
histéricos relevantes en los que se usaron métodos empiricos, cf. J. Echeverria,
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historicidad de la prueba matematica, en cuanto que puede ser semejante
a la prueba de tipo empirico, cabe pensar que su historicidad serfa mas
restringida. Porque, a tenor del campo estudiado (que incluye formas,
razonamientos y estructuras!>!, dentro de un dominio especifico, frente
al ambito real en toda su extension, que es de suyo temporal, cuando no
estrictamente historico), la prueba matemaética no tendria el mismo ni-
vel de revisabilidad que la observacion controlada, el experimento o, en
general, el tipo de comprobacidn empirica: les separan diferencias en
cuanto a la variabilidad metodolégica (la normatividad de la Matemati-
ca deja menos margen para la variacion que la descripcion —el procedi-
miento que predomina en las Ciencias Empiricas- o que la prescripcion
—existente en algunas Ciencias, como las Sociales— que versan sobre
una realidad abierta de suyo a cambios).

Aunque no se cuestione la posible convergencia prictica entre «ver-
dad» y «prueba» concluyente o la presencia de similitudes en los proce-
dimientos de «prueba» y de «experimento», conviene resaltar que hay
una especifidad del progreso matematico. Asi, el cambio en la Matema-
tica puede tener caracteres propios, como saber formal que es, de modo
que puede conducir a un conocimiento mds acumulativo que cualquier
otra Ciencia y, en consecuencia, es menos proclive a revoluciones que
otras disciplinas!52. El progreso matemadtico tiene asi algunos rasgos

«Observations, Problems and Conjectures in Number Theory- The History of the Pri-
me Number Theorems, en J. Echeverria, A. Ibarra y Th. Mormann (eds.), The Space of
Mathematics, pp. 230-252; y J. Echeverria, «Métodos empiricos en Matemadticas: La
conjetura de Riemann como ejemplo», Arbor, 600, (1995), pp. 77-100.

151 Para I. Grattan-Guinness, estos tres elementos son los basicos para caracteri-
zar la Matematica, ¢f. I. Grattan-Guinness, «Structure-Similarity: Between Mathematics
and Philosophy», pp. 317-333; en especial, pp. 329-331.

i52 Aun cuando hay aspectos empiricos importantes en las revoluciones cientifi-
cas, destacan sobre todo los cambios de cardcter conceptual, ¢f. P. Thagard, Concep-
tual Revolutions. Princeton: Princeton University Press, 1992; W. J. Gonzdlez, «Towards
a New Framework for Revolutions in Science», pp. 607-625.

En el caso concreto de la Matematica, son compatibles la aceptacidn de la exis-
tencia de revoluciones y la acumulacién de conocimiento matematico: «To say that
mathematics grows by the successive accumulation of knowledge, rather than the
displacement of discredit past theory by new theory, is not the same as to deny
revolutionary advance. Cantor’s proof of the non-denumerability of the real numbers,
for example, led to the creation of the transfinite numbers. This was conceptually
impossible within the bounds of traditional mathematics, yet in no way did it contradict
or compromise finite mathematics. Cantor’s work did not displace, but it did augement
the capacity of previous theory in a way that was revolutionary, that otherwise have
been impossible. It was revolutionary in breaking the bonds and limitations of earlier
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idiosincraticos, en comparacion con el progreso cientifico en generalls3,
pues discurre a través de un tipo de actividad cuyos fines, contenidos
(tales como los «cdlculos»134} y nivel de autonomia distinguen a la
Matematica de otras Ciencias. El naturalismo matematico de Kitcher ha
sabido captar la importancia de la prdctica y los problemas de una vi-
sion puramente a priori de esta disciplina. Pero la riqueza de la Matema-
tica como actividad humana tiene una serie de matices que requiere mayor
precision que la ofrecida en su diseno.

analysis, just as imaginary and complex numbers carried mathematics to new levels of
generality and made solutions possible that would otherwise have been impossible to
formulate», J. Dauben, «Conceptual Revolutions and the History of Mathematics: Two
Studies in the Growth of Knowledge», en D. A. Gillies (ed.), Revolutions in Mathematics,
p. 62.

153 Los caracteres del «progreso cientifico» en general se analizan en W. J. Gonzdlez,
«Progreso cientifico, autonomia de la Ciencia y realismo», pp. 91-109; en especial, pp.
99-100. Acerca de la diferencia entre ese concepto de la Ciencia y la innovaci6n corres-
pondiente ala Tecnologia, ¢f. W. J. Gonzélez, «Progreso cientifico e innovacidn tecnolé-
gica: La ‘Tecnociencia’ y el problema de las relaciones entre Filosofia de la Ciencia y
Filosofia de la Tecnologia», pp. 261-283; en especial, pp. 261-269.

154 Cf W. J. Gonzdlez, «Mathematics as Activity», pp. 120-122.



