Balance de la filosofia de la matemdtica
en el siglo XX

ANTONIO CABA*

1. INTRODUCCION

EN su LIBRO EN HONOR DEL ESPIRITU HUMANO (1987) Jean Dieudonné esta-
blece una clasificacion de los problemas matemadticos en estériles y pro-
lificos. Pero, a juzgar por los ejemplos que cita de cada uno de estos
casos, parece entenderse que el criterio que ha seguido para semejante
clasificacion no esta basado de manera exclusiva en lo que han dado de
si unos u otros problemas. Pueden detectarse en ella, tanto sus persona-
les preferencias de matemadtico, como algunos prejuicios ante cierto tipo
de problemas; en particular, —quizd peco de malicioso— aquellos que
interesan de manera especial a los filésofos de la matematica. Excep-
tuando estas apreciaciones, que sin duda pueden ser erréneas o al menos
no totalmente compartidas, estimo adecuada la idea de un criterio que
clasifique los problemas de las mateméticas en funcién de lo que han
dado de si a lo largo de su desarrollo, con lo cual tendriamos que some-
ternos de alguna manera al dictamen de la historia.

Tomando s6lo los aspectos positivos de esta idea, creo que podria
intentarse un andlisis paralelo y ofrecer una clasificacion semejante en
Filosofia de las Matematicas (FM). Creo que cien afios es tiempo sufi-
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ciente para ver cOmo unas ideas han tomado un camino abierto y proli-
fico, mientras que otras se han agotado y agostado de manera irrecupe-
rable. Desde esta perspectiva historica, podria plantearse una busqueda
de salidas para la situacién actual —un tanto estancada— sin caer en el
dogmatismo normativista en que parece incurrir Kitcher (1988), que,
parafraseando a Dedekind, pretende determinar no cémo es la FM, sino
cOmo deberia ser.

Nuestro objetivo va a ser mucho mas modesto. Se trata de evitar el
ambito de la filosofia-ficcion e intentar —a la luz de los caminos recorridos
por la FM en los dltimos afios del siglo pasado- pergenar, siquiera breve-
mente, un desiderdtum de lo que seria deseable que constituyera la FM en
el siglo que comienza en tan breve plazo. Un dato que espero que mi
andlisis ponga de manifiesto es que una gran parte de los desarrollos de
este siglo se encontraban ya en germen a finales del anterior. Puede que
esta circunstancia parezca coyuntural, pero estoy convencido de que igual
sucede en la actualidad: es muy posible que estemos viviendo unos acon-
tecimientos que van a condicionar lo que vaya a ser la FM en el siglo que
empieza. Por eso creo que no es mala idea comenzar recordando algunos
hechos relevantes que se produjeron hace casi exactamente cien afios.

2. EFEMERIDES

Este final de siglo —casi podriamos decir, estos afios, incluso estos dias
que nos toca vivir en la actualidad-- se presenta cuajado de efemérides
centenarias que, en gran medida, han condicionado todo el desarrollo de
la filosofia de la matematica durante casi cien afios. En particular, a o
largo de la década comprendida entre 1895 y 1905 hay todo un cumulo
de eventos tan destacados y decisivos, que creo vale la pena detenerse
en algunos de los mas relevantes.

Los manuales suelen reconocer que la publicacion en 1897 del articu-
lo de Burali-Forti «Una questione sul numeri transfiniti», supone la pre-
sentacion oficial de fas paradojas modernas. No obstante, su propio autor
no estimod que hubiese una contradiccién en el sistema de Cantor. Su in-
tencidn fue, méas bien, probar, por reduccién al absurdo y con resultado
negativo, una open-question que el propio Cantor habia planteado, a sa-
ber, si la ley de tricotomia se cumplia para todos los ntimeros ordinales
transfinitos. Teniendo en cuenta la trascendencia que se concede en los
manuales a la aparicién de las paradojas, no estaria de mas observar
—como ha puesto de manifiesto Garciadiego (1992)— que, contra la ver-
sion standard, las paradojas no hicieron su aparicion, al menos de manera
exclusiva, como resultado del rechazo a los planteamientos de Cantor.
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Es mds, tampoco estimularon por si mismas la aparicion de las escuelas
fundacionales; a su juicio, es posible que los origenes de las paradojas
provengan de una pluralidad de fuentes.

Por su parte, ese mismo afio de 1897 publica Cantor la segunda
parte de su Beitrdge (la primera habia sido publicada dos afhos antes),
gue, s bien no ofrece nuevos progresos, supone una mejora y refina-
miento en la presentacion de resultados anteriores. Ademas de introdu-
cir por primera vez los alefs, en este articulo ofrece Cantor una demos-
tracion de la ley de tricotomia, que se le habia negado a Burali-Forti,
principalmente por haber utilizado el concepto de conjunto ‘bien-orde-
nado’ en un sentido diferente al que habia empleado Cantor. Dos anos
mas tarde, en una carta a Dedekind, Cantor apunta la posibilidad de que
todo el asunto de las paradojas se deba a una distincion, que aiin hoy dia
se mantiene, entre diferentes tipos de multiplicidades.

En el Congreso Internacional de Filosofia celebrado en Paris en 1900,
tuvo lugar el encuentro de Russell con Peano, que puede decirse marca un
punto de inflexion en su desarrollo intelectual. Lo que mas atraia a Russell
del italiano fue la claridad de conceptos que utilizaba, asi como la nota-
cion, que €l mismo adoptaria posteriormente. Asimismo en Paris, y el
mismo ano, tuvo lugar el Il Congreso Internacional de matematicos, en el
que Poincaré¢ afirmaria que el trabajo de rigorizacion efectuado a lo largo
del siglo que terminaba habia concluido con €xito y que se habia alcanza-
do el rigor absoluto. Otro protagonista del mismo Congreso, David Hilbert,
no se mostraba tan optimista y ofrecia una relacion de los 23 problemas
mads importantes que los matematicos del siglo venidero tendrian que re-
solver. En la actualidad, a un siglo de distancia, puede decirse que ni esta
proximo el acuerdo sobre lo que pueda constituir el rigor en matematicas,
ni los problemas que Hilbert planteara han sido resueltos en su totalidad.

Frege, a su vez, habia publicado en 1893 la primera parte de
Grundgeselze, en cuyo principio V se escondia la paradoja que Russell le
comunicaria en 1902. Es de suponer, por tanto, que por estos dias ~hace
exactamente un siglo— Frege estarfa preparando la segunda parte de su
libro, cuya aparicion no tendria fugar hasta 1903. No obstante, la inconsis-
tencia de su sistema ya estd en curso, si bien s6lo Russell, uno de los pocos
lectores de Frege, la detecta.

3. EL INICIO
Hay un cierto grado de consenso en que la FM, tal como se entiende hoy

dia, tiene un origen temporal concreto. Creo que el problema sdélo seria
un caso mas de erudicién historica si no tuviera una nada desdefiable
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influencia en el analisis de los acontecimientos posteriores. Hay que
indicar que en la literatura actual aparecen dos posturas que destacan.
En concreto, las que sitdan a Frege como fons et origo de la FM, y las
que retrotraen ese momento hasta Kant. IIn ambos casos, como es ob-
vio, relegan a un plano de menor importancia formulaciones anteriores,
incluida la del propio Platén, lo cual es en cierto modo comprensible; ya
lo es menos que sitden a Dedekind y a Mill en la prehistoria.

En cualquier caso, siguiendo los planteamientos de Kérner, entre
otros, pienso que cabe otra alternativa mas elastica. No creo que haya
que situar histéricamente el origen de la FM, puesto que, en Gltima ins-
tancia, toda matematica esta inserta en una filosofia, en un contexto filo-
sofico, que en definitiva supone una determinada Welranschauung no
formulada. De hecho, a lo largo de Ia historia de la filosofia, se observa
que la particularidad de la matematica la ha convertido en asunto central
para muchos filésofos, que se han visto obligados a dar una explicacion
que justifique el comportamiento sui generis de nuestra ciencia. Asi pues,
entiendo que la FM va emparejada, tanto a la matematica, como a la
propia filosofia desde la que pretende ser explicada; y la relacion de
dependencia entre ambas es un problema que todavia sigue candente.
Véase s1 no De Lorenzo (1992) y Rota (1991).

Entre las diferentes paternidades atribuidas a Frege esté la de la FM.
Se tenga o no razon, no cabe duda de que su pensamiento continiia vigen-
te tras algo mas de un siglo, y no cesan de aparecer estudios basados en
una nueva y fructifera lectura de su obra. Sus originales ideas han sobrevi-
vido a los fracasos parciales que supusieron, tanto la paradoja detectada
por Russell, como el abandono del logicismo, y han constituido el nicleo
de lo que algunos autores han dado en llamar el neofregeanismo. Los
defensores de esta primacia fregeana consideran que en €l se encuentran
ya bosquejados todos los planteamientos de lo que ha constituido en su
mayor parte la FM de este siglo. Es decir, que, entre lo que Frege admite y
lo que excluye, se encuentran pergenados los movimientos que a finales
de nuestro siglo ya pueden considerarse como clasicos. Su adhesién a lo
que mas tarde constituiria el logicismo no es sino la alternativa que —por
exclusion de las restantes— considerara viable.

La posibilidad de que la aritmética pueda considerarse como a
posteriori, siguiendo la tradicion de Mill, es algo que Frege no puede
admitir y que ataca incluso con cierto sarcasmo. A partir de aqui, Frege
se ve obligado a reconocer el caracter a priori de la aritmética, y en este
punto se le presentan dos alternativas. Una de ellas obligaria a funda-
mentar la aritmética en algun tipo de intuicion al modo kantiano; pero,
scgin Frege, Kant se equivocé al atribuir caracter sintético a los enun-
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ctados de la aritmética (no asi en el caso de la geometria). Segin la otra,
que a la postre elegiria, las verdades aritméticas se derivan en dltima
instancia de la logica, a la que se habra afadido el vocabulario especial
de la aritmética via definiciones. El formalismo, por tGltimo, es una op-
cion a la que Frege habia atacado con virulencia, y cuyo rechazo se
recrudecid en su disputa con Hilbert acerca del método axiomadtico en
los primeros afios del siglo. Asi pues, entre lo que Frege adopta y lo que
excluye se encuentran los movimientos fundacionales que ocuparian a
los filosofos de la matemadtica durante el primer cuarto de siglo.

Pero hay autores que optan por un punto de partida atin més remoto y
admiten sin ambages que la FM de los dos ultimos siglos no es sino un
didlogo permanente con la obra de Kant, ya sea para apoyarse en ella y
desarrollarla, ya sea para rechazarla. Simpson (1988), por ejemplo, consi-
dera los movimientos fundacionales como meras variantes del kantismo.
Algunas de las razones aportadas en defensa de esta tesis, por otra parte,
son obvias, puesto que —en ultima instancia- el punto de partida de I'rege
es, precisamente, su intento de perfeccionar el pensamiento de Kant en lo
referente ala aritmética. Esta es basicamente la tesis de De Lorenzo (1992),
quien observa que no sdlo el logicismo, también las otras escuelas
fundacionales tienen su punto de arranque en Kant, como puede apreciar-
se en los planteamientos iniciales de Hilbert y Brouwer. Por otra parte, ¢l
caso de Kant es un tanto peculiar, puesto que, si bren no escribio tratado
especifico sobre FM, toda su obra pivota sobre el quehacer matematico,
en tanto que uso constructivo de la razén, llegando incluso a criticar a los
propios matematicos por no filosofar sobre su propia ciencia. Pero en 0l-
tima instancia, todo el desarrollo kantiano no es sino una herencia platonica
que busca certidumbre e intemporalidad en el conocimiento humano; en
este sentido, las tres escuelas fundacionales trataron de reservar para las
matematicas —cada una por un camino diferente, pero sin excepcion— el
papel especial que Kant les habia asignado.

4. FUNDACIONISMO

Hay un acuerdo casi unanime en que, segin la ‘concepcion heredada’
desde Frege, el tinico papel reservado a la FM es el de la biasqueda de
fundamentos. Desde este planteamiento se entiende y se justifica la apa-
ricién de las escuelas fundacionales, mdxime cuando tras las paradojas
comenz0 a sentirse enfre los propios matematicos la necesidad de una
fundamentacién para su ciencia. No obstante, hay quien cuestiona
(Kitcher 1990) que ésta sea la Ginica motivacién por la que los matema-
ticos se ven impelidos a una fundamentacion.
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Evidentemente no es el momento de desarrollar los planteamientos
de las escuelas fundacionales, pero si quisiera hacer algunos comentarios
al propio hecho del fundacionismo en tanto que fendmeno historico. No
deja de aparecer en publicaciones recientes que una de las caracteristicas
de la FM actual es precisamente la constatacion de que el fundacionismo
esta caduco. Si se especifica que esa referencia alude al fundacionismo tal
como se concibid en sus origenes, entonces la aseveracion puede conside-
rarse correcta, pero ~no obstante— convendria matizarla, tal y como pre-
tendo hacer infra. En cualquier caso, la época fundacional ha de conside-
rarse como un periodo irrepetible en la historia, no ya de la FM, sino de la
propia matematica. Y esto por varias razones.

En primer lugar conviene destacar que es la primera vez (y por ¢l
momento la inica) en que matematicos profesionales deciden bajar a la
arena de la discusion filoséfica para hablar acerca de su ciencia. Es cier-
to que Frege y Russell no destacaron como matemadticos en sentido es-
tricto, pero en los otros casos la situacion es bien diferente. Brouwer
habia realizado importantes estudios en campos concretos de la mate-
matica, en particular, en topologia algebraica. Respecto a Hilbert, su
importancia en la matemadtica de la Gltima parte del XIX y principios del
XX es innegable, abarcando practicamente todos los campos.

No cabe duda de que esta etapa supone un antes y un después en
M, y en este sentido, el tratamiento fundacionista afectara directamen-
te a la manera de entender la matematica desde su propio ambito. Las
claves del pensamiento fundacionista, por otra parte, continiian siendo
un referente obligado aln en la actualidad. De hecho, si a las tres escue-
las consideradas ya como clasicas se les aiiade el platonismo, tenemos
practicamente las cuatro caracterizaciones que con mds frecuencia apa-
recen en los manuales.

5. EL CONVENCIONALISMO NEOPOSITIVISTA

Los filésofos reconocen que la moderna filosofia de la ciencia nace en
las discusiones del Circulo de Viena. Sus miembros, interesados por toda
actividad cientifica, no podian permanecer ajenos a la convulsion que
tenfa lugar en FM. De entre los tres movimientos fundacionales, enten-
dieron que era el logicismo el que mejor se adaptaba a sus exigencias, si
bien no podia mantenerse en el maltrecho estado en que habia quedado
tras Frege. Por eso, puede decirse que, aunque conservaron gran parte
de la herencia fregeana, desecharon otros aspectos no menos relevantes.
En concreto, coincidieron con Frege, tanto en su oposicion a la funda-
mentacion intuicionista de las matematicas, como en el rechazo del
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empirismo milleano; no compartieron, en cambio, con el maestro su
vision acerca de la logica y de la semintica.

Este distanciamiento se debid principalmente a las acotaciones in-
troducidas tras la lectura del Tractatus, que obligaron a los miembros
del Circulo a replantearse su posicién logicista, lo cual acabarfa reper-
cutiendo en su propia visiéon de las otras doctrinas fundacionales. El
reduccionismo convencionalista al que llegaron se fundamentaba en que
st se acepta la idea de que las verdades matematicas se basan en los
principios de la logica mas definiciones, se tendria la falsa apariencia de
que son necesarios dos tipos de principios para fundamentar las mate-
maticas. Como alternativa, lo que recomendaron fue considerar que la
propia logica incorpora ticitamente las definiciones que se hayan fijado
merced al vocabulario 16gico, a las conectivas y a los cuantificadores.
De esta manera el corpus completo de la 16gica y de las matematicas
puede concebirse como simple elaborador de las convenciones que
subyacen a nuestro lenguaje, es —en definitiva— la puesta a punto del
lenguaje. En resumen, lo que se produjo fue una transicion genuina des-
de una version del logicismo, en la que los principios de la l0gica se
entendian como fundamentales a todo pensamiento, hasta otra, en la que
la 16gica era verdad por convencion.

Pero —como ya he indicado- este nuevo planteamiento convencio-
nalista, tomado al hilo de las ideas de Frege, no sélo afect6 al logicismo,
sino que también permitid una reestructuracidn de los otros movimien-
tos fundacionales que, en cierto modo, reducia la tensidn creada entre
las tres escuelas. Asi, los positivistas logicos pudieron acomodar ciertas
ideas del formalismo y eliminar, al menos en parte, las criticas
intuicionistas a la matemadtica clasica. En cualquier caso, salvo cuestio-
nes de detalle, la asimilacién del formalismo era algo que no sélo no
chocaba, sino que se vislumbraba compatible con los planteamientos
positivistas. En definitiva, la sintaxis légica de Carnap no fue sino una
formalizacion del logicismo; hay quien dice que fue una rendicion al
formalismo. Cabria decir, segtin esto, que los positivistas dieron por
vencedor a Hilbert en su célebre disputa con I'rege acerca de la naturale-
za del método axiomadtico (Mosterin 1980). Recuérdese que uno de los
puntos mds importantes de esta discusién se habia centrado en la pro-
puesta hilbertiana de que el vocabulario primitivo de un sistema axio-
matico estd definido implicitamente por los axiomas que se establecen.
Como en la concepcion fregeana de ia logica no habia lugar para la
nocion de un enunciado sin interpretar, esta propuesta de Hilbert era
absurda. Y aunque se reconoce que en aquellos momentos, ni el propio
Hilbert tenia claro en qué consistia su método, limitandose simplemente
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a aplicarlo, los desarrollos posteriores en el campo de la semdntica de la
l6gica, siguieron el camino iniciado por Hilbert; y ¢sta fue la alternativa
elegida por los positivistas logicos.

Algo mas complicada pareceria en principio la asimilacion del
intuicionismo, pero el Principio de Tolerancia de Carnap —paladin de
este sincretismo— permitia crear un lenguaje en el que tuviera cabida la
matematica intuicionista; la Unica diferencia quedaba determinada por
las convenciones que habian de estipularse. Es decir, que, en vez de
concebir el intuicionismo como un rival matematico, la insistencia en el
caricter convencional de la l6gica posibilité la consideracion de la ma-
tematica intuicionista, sin mas que incorporar un conjunto distinto de
convenciones. No obstante, el sistema basado en estas convenciones se
podria admitir como una curiosidad interesante, algo que se podria colo-
car al lado de la matematica clasica, pero que en modo alguno supondria
amenaza de desplazamiento.

6. PLATONISMOS MODERNOS

El platonismo actual en matematicas se encuentra dominado por los plan-
teamientos de Quine y de Godel. En particular, Quine iniciard en los
anos 30 reivindicaciones de corte platonico al oponerse al convenciona-
lismo que los positivistas en general, y Carnap en particular, defendian.
Por su parte Godel adepta una actitud realista, apelando a un tipo de
intuicion de los objetos matemadticos equiparable a la percepcion de los
objetos fisicos que posibilitan la ciencia empirica. No es de extrafiar que
el término ‘platonismo’, en su trayectoria de siglos, haya sufrido las
alternancias y cambios que sufren todos los términos venerables en filo-
sofia; pero en el caso que nos ocupa, al menos entre los matematicos, ha
permanecido en estado més o menos latente y nunca llego a perder su
vigencia. Quiza sea ésta la razon por la que la mayor parte de los mate-
maticos no se acercaran a los planteamientos fundacionales, eminente-
mente antirrealistas y antiplatonicos. Con independencia de los térmi-
nos utilizados a lo targo de la historia, se reconoce desde siempre que el
matematico adopta —lo confiese 0 no— una actitud platdnica en su faceta
heuristica; en su quehacer diario procede como si los objetos con que
trata constituyesen una realidad independiente y que de alguna manera
hay que aprehender. No es sorprendente esta actitud, puesto que el pla-
tonismo, se dice, es la propension natural del matematico, si bien éste
—a la hora de expresar sus resultados con objeto de hacerse entender— se
convierte en formalista, apresurandose a confesar que los simbolos que
emplea carecen de contenido alguno.
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Aunque el planteamiento de Godel ha levantado pasiones y dispu-
tas, alguna de las cuales ya he desarrollado en otro trabajo (¢f. Caba
1995), voy a cefiirme al platonismo de Quine para seguir el hilo conduc-
tor trazado desde el empirismo l6gico. Conviene recordar, para justifi-
car la entrada en escena de Quine, que el intento positivista de salvar el
logicismo conducia hacia un convencionalismo lingiiistico, que deter-
minaba a su vez una clasificacion de los enunciados. La tesis que opone
Quine (1936) a este planteamiento es, en definitiva, que si la 16gica ha
de proceder a partir de convenciones, la propia logica es ya necesaria
para inferir la 16gica de dichas convenciones. Atn mas: desde esta pers-
pectiva se unifica el status epistemoldgico de la 16gica y las matemati-
cas con el de las restantes ciencias, con lo cual desaparece la creencia de
que haya unos enunciados que acaparen toda la evidencia sensible. Esto
se traducird posteriormente en la aceptacion por parte de Quine de un
criterio gradualista de la verdad, con lo cual 1a distincién analitico-sinté-
tico ya no podrd mantenerse. De esta manera, la matemadtica dejara de
tener el lugar privilegiado que los empiristas (ya desde Hume) habian
tratado de adscribirie.

Como alternativa, Quine vuelve a retomar la idea fregeana de consi-
derar los nimeros como objetos y acabara defendiendo un platonismo
no apriorista que le llevara a decir que las matematicas tratan de objetos
abstractos de diversos tipos, que, en Ultima instancia pueden ser reduci-
dos a conjuntos. Esta actitud respecto a las matematicas se basa en su
conocido planteamiento epistemologico que conserva los rasgos
fisicalistas que en su dia abandonaron los positivistas logicos: es la ob-
servacion, en Ultima instancia, la que fundamenta la matemadtica y la
l6gica del mismo modo indirecto que fundamenta los aspectos mas ge-
nerales de la ciencia de la naturaleza. Todos ellos constituyen un todo
organizado que encaja con la observacion por sus bordes empiricos. No
hay, pues, compartimentos distinguidos y establecidos de una vez por
todas; cualquier elemento del sistema esta sometido a revision y no es
inmune a su postergacion o redefinicién; cualquier anomalia en el siste-
ma—por muy en el extremo que se detecte— presupone una redistribucion
de los valores de verdad del sistema completo. Es cierto que algunos
elementos parecen mejor fundamentados que otros y soportan mejor la
reestructuracion; pero, en ninglin caso los enunciados se admiten o ex-
cluyen aisladamente.

Partiendo de esta holista naturalizacion de la epistemologia ya no
hay problema en admitir entidades abstractas en nuestras teorias; si lo
hacemos asi es porque son titiles y nos proporcionan ta mejor teoria de
la ciencia y del mundo a que aspiramos. Son meros intermediarios (posits)
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convenientes, sin ningdn srafus distinguido. Asi, la matematica es tan
indispensable como cualquier otra teorfa que proporcione una explica-
cion eficaz del mundo; los nimeros y las funciones contribuyen tan ge-
nuinamente a la teoria fisica como puedan hacerlo las particulas hipoté-
ticas. De esta manera, también obvia Quine todo el problema de la
fundamentacion: ni la l6gica ni las matematicas pueden considerarse
privilegiadas y reclamar una fundamentacion diferente a la de las res-
tantes ciencias, puesto que es la observacion, en Gltima instancia, la que
fundamenta todo el conocimiento.

La postura de Quine goza de gran actualidad (puede verse si no
Azzouni 1994), y aunque la denominacién no sea la mds adecuada, no
cabe duda de que este platonismo quineano posee algunas caracteristi-
cas especiales (Maddy 1990). Por ejemplo, desde este planteamiento se
rechaza el apriorismo, las matematicas pasan a ser revisables y falibles.
Y, yadesde un punto de vista mas técnico, pese a que se considera que la
matemadtica tiene el mismo origen que la ciencia empirica, aparece sin
embargo en niveles teoréticos altos, con lo cual, desde esta perspectiva,
no quedaria explicada la obviedad de la matematica elemental. Tampo-
co tendria cabida una adecuada explicacion de la matematica pura.

7. BENACERRAF

A la vista de ¢cdmo se han desarrollado los acontecimientos, puede decir-
se sin ambages que la FM del 1iltimo cuarto de siglo estd dominada por
dos articulos de Paul Benacerraf publicados respectivamente en 1965y
en 1973. Bien mirados, sus planteamientos resultan casi triviales, pero,
como ha ocurrido en tantas ocasiones, es posible que por esa misma
razon hayan ejercido —y aun hoy dia continten haciéndolo— tamafia in-
fluencia. Continuando con el simil, cabe decir que una gran parte de lo
que hoy dia se cataloga como FM no es sino un didlogo con los plantea-
mientos de Benacerraf.

El primero de estos articulos, « What numbers could not be» (1965),
plantea lo que se ha dado en llamar dilema ontoldgico, y presenta como
inviables, tanto la definicion fregeana de nimero, como la insistencia de
los matematicos —en parte basada en las ideas de Frege— en reducir toda
la matematica a conjuntos. En su clasificacién entre conceptos y obje-
tos, Frege habia inclutdo a los niimeros en la clase de estos altimos. Los
nimeros se predican de conceptos, pero no son ellos mismos conceptos,
por lo tanto, concluye Frege, son objetos. Lo que ocurre es que decir que
un numero corresponde a un concepto no es propiamente identificar el
nimero, que puede ser predicado de otros muchos conceptos. Por eso se
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ve Frege obligado a admitir que un nimero es todo el conjunto de las
‘clases equinuméricas con un concepto dado’. De esta manera, al igual
gue antes habia hecho Cantor sin mencionarlo expresamente, Frege se
mueve en una aplicacion sin limites del axioma de comprehensién que
conduce a paradojas, como le indicara Russell.

Pero, a juicio de Benacerraf, tampoco los intentos de obviar la in-
consistencia son satistactorios. Cuando se restringe la teoria intuitiva de
conjuntos y se axiomatiza a partir de la definicion iterativa, ya no es
posible admitir la definicidn al estilo de Frege, y los nlimeros estan obli-
gados a ser unos tipos especiales de conjuntos. Es posible identificar
ndimeros con conjuntos que permitan trabajar aritméticamente con ellos,
pero que, al mismo tiempo, presenten propiedades contradictorias entre
si. Es lo que ocurre, por ejemplo, con las formulaciones de von Neumann
y Zermelo. Entonces, concluird Benacerraf, los nimeros no pueden ser
conjuntos, puesto que si lo fueran, serian unos conjuntos muy particula-
res que presentarian propiedades especificas que traspasan 1o que la arit-
mética ordinaria nos dice acerca de los niimeros.

Ahora bien, aunque los niimeros no puedan considerarse como con-
juntos, no cabe duda de que constituyen alguna clase de objetos. Pero
también esto resulta problematico para Benacerraf, puesto que si los
numeros pueden ordenarse en una relacion lineal, el papel que cada uno
de ellos juega so6lo depende de las relaciones que guarda con respecto a
los otros, o sea, que no puede aislarse un nimero sin dar algin tipo de
propiedad adicional que permita distinguirlo del resto; es decir, cada
numero —individualmente— debe poseer algunas propiedades exclusivas
que lo distingan de los demds. Como quiera que, a juicio de Benacerraf,
tales propiedades no se encuentran, habrd que concluir que tampoco son
objetos. Pero si los nlimeros no son ni conjuntos ni objetos, ;qué son,
entonces”?

El denominado dilema epistemoldgico lo plantea Benacerraf en su
«Mathematical truth», de 1973. Hay que advertir, tanto en un ¢aso como
en el otro, que el propio Benacerraf no fijo las conclusiones tan
dogmaticamente como han sefialado los escolares y seguidores. Son dos
las premisas de las que parte en este caso. En primer lugar, la concep-
cion tradicional de tipo platénico acerca de la naturaleza de las entida-
des matematicas como abstractas, y por ende, sin ubicacion espacio-
temporal. En otras palabras, Benacerraf constata y toma como punto de
partida el pujante platonismo de facto, aceptado, tanto por parte de los
propios matemadticos, como por filésofos de la talla de Godel y Quine.

En segundo lugar, la aceptacion de la teoria causal del conocimiento
muy en boga en aquellos momentos, lo que puede reforzar el argumento
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de que 1a FM ha estado a expensas del desarrollo paralelo de la filosofia.
Los planteamientos originales de esta teorfa se remontan a Platén y hacen
referencia a la naturaleza del propio conocimiento humano, en definitiva,
al intento de responder a la pregunta: «;qué es para mi conocer algo?» La
respuesta la proporciond igualmente Platén y presenta un triple
condicionante: que yo lo crea, que esa creencia mia esté justificada, y que
ademads sea verdadera. La debilidad de esta triple articulacién —puesta en
duda por el propio Platon— no fue objeto de discusion hasta el plantea-
miento de Gettier, en 1963. Una de las respuestas al denominado proble-
ma de la cuarta condicién, la proporcioné en 1967 Alvin Goldman: lo que
hace mi creencia verdadera debe ser ‘causalmente responsable’ para esa
creencia. Son las diferentes versiones de esta idea las que constituyen el
nucleo de la denominada teoria causal del conocimiento.

Una vez sefialados estos puntos de partida, las conclusiones de
Benacerraf vienen de suyo. Si se acepta la teoria platonica, entonces las
entidades matemadticas son abstractas y por tanto no ubicadas espacio-
temporalmente. Pero esto se traduce en que no pueden ser causa de co-
nocimiento alguno, o lo que es lo mismo, son causalmente inertes. Por
lo tanto, si el platonismo es verdadero, entonces no podemos tener co-
nocimiento matematico. Pero si se supone que tenemos tal conocimien-
to, entonces el platonismo debe ser falso.

8. ALGUNAS REACCIONES

En resumidas cuentas, los articulos de Benacerraf dejaban tres opciones
al filosofo. Primero, encontrar algun principio que permitiera elegir como
distinguida o privilegiada una de las identificaciones teorético-
conjuntistas de los nimeros naturales. En segundo lugar, mantener la
tesis del platonismo ontolégico sin identificar los ndmeros con ninguna
clase especial de conjuntos. Por ltimo, abandonar sin més el platonis-
mo. Ya he indicado que las reacciones y matizaciones a estos dilemas de
Benacerraf han ocupado practicamente todo lo que ha caido bajo el r6-
tulo de FM en los dltimos tiempos. Pero, si bien dichas respuestas han
sido muchas y variadas, los planteamientos que se ofrecen son de natu-
raleza estrictamente filosofica, y por tanto carentes de interés para el
matematico. Como indicaré mas adelante, pienso que no es éste el mejor
modo de proceder: estoy convencido de que este obviar a la matematica,
al matematico y su quehacer no ayuda precisamente a la filosoffa. Se
trata de trabajar con los matematicos, no contra los matematicos.

En cualquier caso, estos cuestionamientos han sido tantos y tan va-
riados, que su propia clasificacion constituye por si misma un problema
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nada trivial. Por eso, creo que no es adecuado yuxtaponer sin mas las
distintas posiciones, sin tratar de encontrar el aspecto que las motiva en
cada ocasion. Cada clasificacion que se ofrezca esta planteada desde
una vision particular y personal del asunto, y por tanto, en ella ya se
incorpora algo de la vision del propio autor que la realiza. En lo que
sigue s6lo pretendo realizar un bosquejo de algunas de estas posiciones
para enfatizar lo complicado de la situacion. Para ello tomaré s6lo unos
botones de muestra que pongan de manifiesto algo ya advertido desde
distintos frentes: la impresion de que la FM actual es un inmenso campo
de ruinas, echandose de menos una mano enérgica que indique el cami-
no a seguir. Por tanto, es posible que algunos de los aspectos que se
presentan a continuacion puedan no resultar significativos por la ausen-
cla, tanto de nombres como de temas relevantes.

Algunos autores se resisten a prescindir de la simplicidad explicati-
va que proporciona el platonismo y han tratado de defender un asunto
que tradicionalmente aceptan los matematicos, a saber, que toda la ma-
temadtica estd fundamentada en la teoria de conjuntos. En algunos textos
(Aspray y Kitcher 1988) se denomina neofregeanismo a esta posicion, y
creo que apropiadamente, puesto que de lo que se trata —en definitiva—
es de matizar los planteamientos fregeanos con objeto de mantener el
platonismo, aunque sea a un nivel estrictamente metodolégico. Pero ante
el contratiempo que representan Jos dilemas de Benacerraf, han surgido
entre los seguidores de este movimiento dos respuestas diferentes. Mien-
tras que para algunos dichos dilemas no afectan al neofregeanismo, para
otros parece suficiente una revision con objeto de superarlos.

Los seguidores de la primera posicién obvian los dilemas de
Benacerraf, pero --a cambio— se ven obligados a ofrecer una explicacion
satisfactoria de las condiciones que nos permiten tener conocimiento de
objetos no espacio-temporales; dicho de otro modo, se precisa una ex-
plicacién alternativa a la teorfa causal. Un autor afin a este tipo de expli-
cacidon es Steiner. En su Mathematical knowledge (1975) admite un
mundo de objetos causalmente inertes y, por ende, independientes del
sujeto cognoscente, pero al mismo tiempo, postula una facultad humana
especial que permita una aproximacién cognoscitiva a dichos objetos.
Hay que indicar que Steiner no habla de objetos aislados, sino de estruc-
turas, con lo cual introduce algunos puntos de vista ya apuntados por
Benacerraf. En este sentido, cabe decir que continda el camino iniciado
por Godel en lo referente a la aceptacion de esa especie de intuicion que
nos permite conocer los objetos matematicos, del mismo modo que la
percepcidén permite el conocimiento de los objetos fisicos que posibili-
tan la ciencia. En tltima instancia, apunta Steiner, todas las criticas a la
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obtencion de conocimiento matematico a través de la intuicion descan-
san en una teoria causal de la percepcién, alguna de cuyas formulaciones
resulta compatible con los puntos de vista de Godel. En términos seme-
jantes plantea Maddy (1990) su realismo teorético conjuntista. Su punto
de partida es un compromiso doble: con Gédel, en tanto en cuanto €ste
reconoce formas de evidencia puramente matematicas, y con Quine, por
lo que respecta a la indispensabilidad. Esta hibridacion es posible, dice
Maddy, porque la prictica matematica se encuentra justificada gracias
al éxito de la aplicabilidad a la ciencia empirica. No obstante, es menes-
ter un analisis mas profundo de la intuicién propugnada por Godel, con
objeto de proporcionar una justificacion de la obviedad de la matemati-
ca elemental.

Entre los partidarios de revisar ¢l neofregeanismo con objeto de su-
perar los dilemas de Benacerraf, podemos citar a Lear (1977). Sostiene
este autor que si el defensor del platomismo pretende hacer plausible su
propuesta de que Aablar acerca de conjuntos es realmente hablar acerca
de conjuntos, entonces estd obligado a desarrollar una teoria en la cual
la extension del término ‘conjunto’ esté determinada con independencia
de las relaciones causales entre €l mismo en tanto que cognoscente, y
los objetos acerca de los cuales habla. La situacion es distinta en el caso
de los objetos fisicos. El conocimiento que tenemos de estos ultimos no
es sino el ultimo eslabon de una cadena de comunicaciones que comen-
z0 con un bautismo inicial, en el cual se convino, por ejemplo, llamar
‘oro’ al metal que atin hoy seguimos denominando asi; este uso del tér-
mino, por otra parte, resultd exitoso incluso antes de un desarrollo teéri-
co posterior que permitiera un conocimiento mas profundo del metal.
Pero este bautismo inicial a la Kripke-Putnam no admite un paralelismo
en el caso que nos ocupa: los conjuntos, dird Lear, son precisamente esa
clase de objetos con los cuales no se estd en contacto causal, y que, por
tanto, imposibilitan semejante bautismo inicial. Asi, una vez negada
cualquier relacidn causal entre el hablante y los objetos acerca de los
que habla —en nuestro caso los conjuntos— 1o que puede explicar como
se tiene éxito al hablar de tales objetos son hechos acerca de la propia
comprension de 1o que son esos objetos y las propias intenciones que se
tengan al hablar acerca de ellos.

Retomando un poco el hilo de todo cuanto se ha dicho hasta ahora,
puede verse que Frege —con independencia de que se esté, o no, de acuerdo
en situarlo como el iniciador de la FM— ha jugado un importante papel
en la filosofia de este siglo. En mayor o menor grado, y con desigual
relevancia, no cabe duda de que sus principales tesis han permanecido.
Por eso no puede sorprender que sea el propio Frege, y no simplemente
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las doctrinas elaboradas a partir de sus ideas originarias, quien goce hoy
dia de una gran actualidad. Prueba de ello es la reciente publicacion por
parte de Demopoulos (1995) de una recopilacién de articulos acerca de
su trabajo. Todo apunta a que ha sido el libro de Wright (1983) el deto-
nante que ha provocado la aparicion de toda una serie de estudios sobre
Frege, dedicados, tanto a la articulacion de temas fregeanos con caracter
general, como a la investigacion de temas especificos de FM.

Hay otros autores que restringen en parte el papel que juegan los
conjuntos, alejaindose —mas o menos drasticamente— de los planteamien-
tos anteriores. Una de las soluciones que se presentan en este caso es el
estructuralismo. Otra alternativa de este tipo, aunque de naturaleza mds
radical, es el nominalismo.

L.a idea predominante del estructuralismo es la consideracion de que
la matemética describe en Ultima instancia las propiedades, no tanto de
objetos individuales, como de estructuras; y aunque no es ni mucho menos
una vision uniformemente compartida, el planteamiento que tiene hoy
dia mayor aceptacion, o al menos, el que mayor atencion recibe, es el
defendido —con diferencias de matices— por Shapiro (1983} y por varios
articulos de Resnik que han culminado en su reciente Mathematics as a
science of patterns (1997). Los estructuralistas coinciden con los defen-
sores del platonismo y del intuicionismo en que las matematicas poseen
un contenido, pero que éste no esta constituido por entidades abstractas
ni por constructos mentales, sino por modelos o estructuras. Su funda-
mento no es sino una corroboracion de la practica matematica habitual.
Los objetos con los que habitualmente tratan los matematicos no se dan
aislados, sino relacionados entre si, de manera que puede decirse inclu-
so que no poseen entidad alguna fuera de la propia estructura. Esta vi-
sion presenta aspectos problemaéticos, sobre todo en el plano ontologico,
pero no cabe duda de que posibilita, al mismo tiempo, una explicacidon
prometedora de la tan discutida relacién entre matematicas y ciencia
empirica. Creo que, aunque no puede negarse el contenido filosofico de
este planteamiento, es uno de los pocos que pueden resultar atractivos a
los matematicos. Entiendo que por aqui hay una sustanciosa posibilidad
de acercamiento a la que habria que dedicar mayor atencion.

Pero también el estructuralismo proporciona argumentos a los de-
fensores del neofregeanismo. Siguiendo ¢l hilo de las constderaciones
de Benacerraf, no cabe entender, por los problemas ya indicados, que
las matematicas tengan como objeto los conjuntos, porque dificilmente
habria acuerdo acerca de cuales serian esos conjuntos distinguidos. Pero
caben matices. White (1974), por ejemplo, sugiere que aquello que en
definitiva estd poniendo en entredicho Benacerraf, es la afirmacion de
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Quine, ya apuntada por Russell, de que cualquier progresion sirve como
una version de los nimeros naturales. Por eso, su propuesta no pasa por
renunciar a ia identificacion de los nlimeros con conjuntos por el mero
hecho de que no seamos capaces de una identificacion total. La existencia
de multiples modelos conjuntistas teoréticos deberia movernos, no a decir
con Benacerraf que los nimeros no son conjuntos, sino mas bien a sugerr
que hay multiples series bien determinadas de nimeros naturales. Ast, por
ejemplo, en vez de decir que s6lo hay un «tres», dirfamos que hay mu-
chos, tantos como instanciaciones de los nimeros naturales. La idea cen-
tral de su planteamiento consiste en sustituir en el discurso aritmético los
términos singulares relativos a nimeros concretos por los términos gene-
rales correlativos, introduciendo para ello el descriptor. Pero esta sugeren-
cia de White de relativizar los niimeros concretos a progresiones no esta
exenta de problemas, como €l mismo reconoce. En términos semejantes
se expresa Field (1974). A lo que se enfrenta Benacerraf, dice, no es sino
un caso particular de indeterminacion de la traduccion: los nimeros no
pueden ser conjuntos porque no podria decirse con seguridad a qué con-
junto corresponde cada nimero. Pero esto no significa una total coinci-
dencia con Quine. Para éste, ninguna interpretacién de una teoria dice lo
que son los objetos de esa teoria, sino ¢como una teoria de objetos es
interpretable en otra. Field, en cambio, transfiere el cardcter ontolégico de
la propuesta de Quine, no a lo que los objetos de la teoria sean, sino a lo
que dichos términos denoten o signifiquen. Es decir, que se apoya en una
teoria de la correspondencia ausente en los planteamientos de Quine. Para
Field, ademas, la tnadecuacion surge cuando se contempla una traduccién
individualmente; para que una teorfa resulte adecuada tiene que contem-
plar fodas las traducciones a la vez.

El estructuralismo trata asimismo de responder al dilema episte-
molégico de Benacerraf, utilizando para ello, bien una version construc-
tiva, como la presentada por Kitcher en varios articulos durante la pasa-
da década, bien algunas nociones de 16gica modal. En este ultimo caso
estda Putnam (1967), quien pretende ofrecer una alternativa al hecho de
que los enunciados de las matematicas se refieran a objetos especificos.
Su punto de partida es que el concepto de ‘descripciones equivalentes’
que Reichenbach acunara para el caso de la ciencia empirica, es igual-
mente valido para el caso de las matematicas, puesto que la principal
caracteristica de €stas es precisamente la amplia variedad de
formulaciones que poseen. La descripcién habitual —indicada por
Benacerraf como problematica— consiste en describir el ‘reino de los
hechos matematicos’ basandose en la teoria de conjuntos. Esta cuestio-
nable referencia directa puede evitarse, a juicio de Putnam, tomando
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como base la 16gica modal. Cuando se habla de la existencia y las pro-
piedades de nimeros, por ejemplo, se tiene una vision de las matemati-
cas como tratando de describir objetos externos. El ‘modalismo’ que
Putnam propone evita semejante referencia, puesto que las variables que
aparecen en los enunciados modales no son sustituibles por objetos cua-
lesquiera, sino que representan inscripciones individuales, entidades
concretas. Esta linea de investigacion la encontramos también en Hellman
1989 y en Jubien 1977.

La respuesta mas radical al dilema ontoldgico de Benacerraf, y en
general, a cualquier tipo de realismo, es la nominalista. En matematicas,
esta posicion ha sido defendida con mayor vehemencia por Field, pero
hay otras variantes, como por ejemplo, la ofrecida por Gottlieb (1980) y
Parsons (1971). Estos ultimos proponen una reinterpretacion de los
cuantificadores utilizando la cuantificacion sustitucional a fin de evitar
cualquier clase de compromiso con entidades abstractas. Su punto de
partida esta en oposicion a Quine (1970), quien rechaza dicha cuanti-
ficacion sustitucional como una divergencia respecto a la 10gica clasica,
puesto que no incorpora en absoluto el concepto de existencia; s6lo una
teoria en términos de cuantificacion objetual es capaz de atribuir una
ontologia. Como se ve, en este caso parece que se estd tratando el tema
mas amplio acerca de la referencia que puedan tener entidades abstrac-
tas; un asunto, en definitiva, de naturaleza mucho mads general y que
toma a la matematica como ‘campo de pruebas’. Pero el mas radical de
los nominalismos de la actualidad es el defendido por Field (1980). Su
punto de partida es la disanalogia observada entre la utilidad de las enti-
dades matematicas y las entidades teéricas de la fisica. La matematica
s¢ presenta como conservativa en su aplicacion a la fisica, y es precisa-
mente este cardcter 1o que exime a los enunciados matemdticos de ser
considerados incluso verdaderos. La tinica ventaja que presenta la utili-
zacién de la matemadtica en la fisica es que permite acortar los procesos
demostrativos, que sin su ayuda serfan en ocasiones extremadamente
largos. En cualquier caso, no son indispensables, puesto que todo lo que
pueda ser demostrado con su ayuda, también puede serlo sin ella, aun-
que a costa de una mayor complejidad.

Los términos ‘estructuralismo’ y ‘nominalismo’ son tan amplios que
gran cantidad de posicionamientos filosdficos pueden ser incluidos en
ellos. Pero hay otros que dificilmente pueden encasillarse en alguno de
los anteriores. Su niimero es importante; aqui voy a sefialar s6lo algunos
de los que considero mas relevantes.

Contrariando de nuevo a Quine, hay una tendencia a considerar la
l6gica de segundo orden como indispensable para constituir un lenguaje
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adecuado en el que expresar toda la matematica. Asi se manifiesta Shapiro
en una serie de articulos que culminan en su (1991); para este autor
ningln lenguaje de primer orden resulta suficiente para axiomatizar la
aritmética, el andlisis o la teoria de conjuntos; dicho de otro modo, es
necesaria la referencia a predicados o a subconjuntos de dominios dados
con objeto de capturar la semantica que subyace a la practica matemati-
ca. Como es sabido, las 10gicas subyacentes a ambos tipos de lenguajes
ofrecen profundas diferencias metatedricas con respecto a la completud
y a la compacidad principalmente; esto abre el camino a debilidades, si
no a inconsistencias, en cualquier materia que utilice un lenguaje de
orden superior al primero. Pero, pese a todo, los matematicos estan obli-
gados a su utilizacion s1 pretenden proporcionar la semantica adecuada.
Es cierto que en ocasiones se dan formulaciones en un lenguaje de pri-
mer orden de axiomas y conceptos que son bdsicamente de segundo;
pero, si bien esta practica pretende eliminar algunas de esas carencias
metatedricas, para Shapiro, semejante restriccion es artificial y no se
conforma con la prictica matemética habitual. Pero tampoco debe en-
tenderse esta idoneidad como un rechazo acritico de los lenguajes de
primer orden: lo Gnico que se indica es que dichos lenguajes no expre-
san adecuadamente la practica matematica en los respectivos campos.
En cualquier caso, todas estas consideraciones son de naturaleza seman-
tica, y no exigen definicion alguna por parte de sus defensores respecto
al problema del status ontolégico del objeto de las matemadticas; de he-
cho, un defensor de los lenguajes de segundo orden como es Shapiro
puede autocalificarse como realista neutral en este sentido.

Para completar este cuadro quisiera presentar otra posibilidad de
aceptar o rechazar el platonismo-realismo que tiene lugar, esta vez, des-
de el ambito de la semdntica. Asi, se dice que aceptar o no el realismo
depende de lo que se tome como condicion para la verdad o falsedad de
los enunciados correspondientes. Para Gonzalez (1990), mientras que el
realismo pretende alcanzar verdades relativas a relaciones entre entida-
des matematicas, el antirrealismo rechaza tales entidades, y consiguien-
temente, cuestiona el concepto de verdad. No cabe duda de que los enun-
ciados de corte realista suponen en cierto modo un elemento semantico,
puesto que se afirma que las matematicas son acerca de ciertas entida-
des (nameros, funciones, conjuntos...), y que el modo en que esas cosas
son, es lo que hace verdaderos o falsos los enunciados matematicos.
Esto acarrea implicitamente una teoria de la correspondencia, segin la
cual la verdad de una sentencia depende, parte de la estructura de la
sentencia, parte de la relacion entre las partes de la sentencia y la reali-
dad extralingiiistica. Un aspecto definitivo de las teorias de la corres-
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pondencia es que lo que se toma para que una sentencia sea verdadera
puede muy bien trascender lo que somos capaces de conocer. Por el
contrarto, la semantica antirrealista pretende identificar la condiciones
de verdad de una sentencia con algo mas préoximo a nuestras facultades
de conocer, de tal manera que las sentencias queden justificadas merced
a alguna version de las condiciones de verificacién. Pero hay quien piensa
que ambos extremos no son las Unicas alternativas (Maddy 1990).

0. OTRAS VIAS

Tanto los planteamientos de Benacerraf como las reacciones que acaba-
mos de describir se sitian en el marco de lo que se podria denominar
interpretacion metafisico-filosofica de la FM, puesto que parecen cir-
cunscribirse al tratamiento via matematica de problemas filoséficos de
mayor envergadura.

Pero, a decir verdad, no es esto lo Ginico que puede calificarse de
FM en la actualidad, puesto que, paralelamente a todas estas cuestiones,
se ha retomado uno de los caminos que Frege abandonara, a saber, la
consideracion de la matemdtica como una ciencia a posteriori. Serd pre-
cisamente la eclosion de la filosofia de la ciencia de mediados de siglo
la que propiciard este resurgir y la que influird para que comiencen a ser
tratados asuntos que en los seis primeros decenios del siglo habian sido
ignorados; esto traerd consigo, en cierto modo, el abandono de los temas
fundacionales, en definitiva, la circunscripcién de la FM a la busqueda
de fundamentos, como venia manteniéndose desde Frege. En cualquier
caso, no puede decirse, alin hoy dia, que todo esto constituya un movi-
miento organizado; pero lo que si parece cierto es que se comienza a
asignar un mayor papel a la historia, a la metodologia y a la prictica de
las matematicas, que el fundacionismo habia ignorado.

Como ya se ha dicho, Frege habia rechazado que la matematica pu-
diera ser a posteriori. Durante el apogeo fundacional esta parte de la
taxonomia fregeana pasé practicamente desapercibida, puesto que lo que
los f1l6sofos tenian in mente era la busqueda de una fundamentacion, un
punto arquimédico que, tomado como origen, garantizara de una vez
por todas €l quehacer y los logros del matematico. Pero el floruit que la
filosofia de la ciencia alcanzé, principalmente con los trabajos de Popper
y de Kuhn, tuvo su influencia en la FM. De la mano de un matemadtico
nada ortodoxo como Polya, otro inconformista como lo fue Lakatos desta-
po la caja de los truenos y propuso situar, en cierto sentido, a la matemati-
ca al mismo nivel que la ciencia empirica. De esta manera, se produce una
reverberacion en FM propiciada por los planteamientos en filosofia de la
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ciencia, origindndose una curiosa inversion de papeles: la matematica
pasa de modelo a modelada segtin los patrones de la ciencia. La mate-
madtica se sitia de esta manera en un dmbito mds general y,
metodoldgicamente al menos, puede decirse que se muestra afin a Ja
propia ciencia empirica. El problema estd en que cuando se trasladan a
la FM los asuntos de la Filosofia de la Ciencia también se trasladan sus
problemas, como veremos.

Resulta dificil resumir una filosofia tan sugerente y atractiva como
la de Lakatos; por ello, sélo voy a dar unas pinceladas sobre lo mas
relevante de su punto de vista. Ya se ha dicho que sintetiza y acomoda al
ambito de la matemadtica las principales ideas de Popper y Kuhn: de
hecho, é]l mismo se autocalifica de popperiano con gafas kuhnianas. Pero
esta asimilacidn no es incondicional, sino critica. Asi, a juicio de Lakatos
(1978), si bien Popper habia puesto adecuadamente las bases de la 16gi-
ca del descubrimiento, no se detuvo a analizar la metacuestion acerca de
la naturaleza de esta indagacion, y la asimilé sin mas a la 16gica. De esta
manera se situaba en la posicion positivista, que asignaba el contexto de
génesis al Ambito de la psicologia, y el de justificacion al de la l6gica.
Para Lakatos esta reduccion desvirtia el sentido profundo de la 1ogica
del descubrimiento, la heuristica, que tiene que ser considerada una dis-
ciplina distinta, no reducible ni a la psicologia ni a la légica. Serd la
dialéctica hegeliana, en ultima instancia, la que posibilite una caracteri-
zacion adecuada de esta logica del descubrimiento: la matemaética es
una actividad mental, cuyo producto se aliena a si mismo de la actividad
productora, adquiriendo una cierta autonomia y desarrollando sus pro-
pias leyes de crecimiento, o sea, su propia dialéctica.

La mencionada influencia de la Filosoffa de la Ciencia supone una
transformacioén de las preguntas que han de ser respondidas; ya no se
trata tanto de determinar los fundamentos como de dilucidar el proble-
ma del cambio, del avance de las matematicas. Por ello, de manera ne-
cesaria, tiene Lakatos que apelar a la historia, distanciandose otra vez de
Popper: incluso la miseria del historicismo es preferible a su ausencia.
No obstante, constatando las interpretaciones interesadas que pueden
hacerse de la historia, Lakatos observa que ha de ser tratada como una
caja de explosivos. Es posible que Lakatos esté haciendo un uso instru-
mentalista de la historia, pero creo que puede valer para incorporaria a
la FM y no ignorarla como hizo el fundacionismo.

Lo que en definitiva pretende Lakatos es reconstruir racionalmente
un determinado y preciso contexto histérico. La matemaética deviene asi
una serie de construcciones mentales no establecidas de una vez por
todas, sino susceptibles de mejora y de rechazo en su caso. A través de
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ejemplos historicos concretos, Lakatos (1976) pretende una reconstruc-
cion racional de los procesos seguidos en las diversas demostraciones
de teoremas concretos, pero la verdadera historia del asunto aparecera
en las notas a pie de pagina. El punto de partida no es, como en el caso
habitual del formalisme, un enunciado rigido que —una vez demostra-
do— tenga una validez definitiva, sino una conjetura entremezclada de
referencias y analogias. Los pasos que pretenden hacer plausible esa
conjetura no estan perfectamente establecidos, sino que se encuentran
conectados con casos analogos o casos particulares del problema. Mas
tarde, se esboza una demostracion a modo de experimento mental, para
lo cual se han de escudrifiar, tanto los procesos parciales que han inter-
venido en la prueba informal, como los lemas implicitos; de esta manera
surgirdn diversas conjeturas parciales que completan la conjetura prin-
cipal. Pero el proceso no concluye aqui, mas bien podria decirse que
empieza, puesto que se critica la demostracion tratando de falsarla, esto
es, determinando contraejemplos que la invaliden. Es posible que baste
una modificacion en el enunciado inicial para asegurar la validez de la
prueba; otras veces puede surgir un contracjemplo que invalide toda la
demostracion.

Una caracteristica de la matematica que desde el fundacionismo re-
sulta inadmisible, pero que cobra cada vez mayor predicamento es la
posibilidad del caricter cuasi-empirico de la matematica, cuya formula-
cidn se presenta algo vacilante en la obra de Lakatos. Para €ste un siste-
ma es euclideo si constituye la clausura deductiva de aquellos de sus
enunciados basicos que se asumen como verdaderos; en otro caso, el
sistema es cuasi-empirico. En un sistema euclideo, la verdad fluye des-
de la cuspide constituida por los axiomas e inunda todo el sistema, mien-
tras que en los otros tipos de sistemas la inyeccion crucial de verdad se
sitda en la base. Lo que ocurre —observa Lakatos— es que la verdad no
fluye hacia arriba, con lo cual, el flujo 16gico en estos otros sistemas no
es la transmision de la verdad, sino la retransmisién de la falsedad. A su
juicio, el fundacionismo trataba de establecer una reorganizacion cuclidea
de la matematica en su conjunto, pero fracasé en el intento: el logicismo
se encontrd con que ciertos axiomas de la cispide presentaban una ver-
dad mas que dudosa, mientras que el formalismo se veia obligado a
exigir una prueba de consistencia desde un nicleo finitario, cuya
inviabilidad demostraria Godel.

Desde este nuevo planteamiento, los roles atribuidos a los distintos
elementos cambian de naturaleza; asi, la l16gica pasa de ser organon de
prueba en los sistemas euclideos a organon de critica en los cuasi-empi-
ricos. La metodologia utilizada es también diferente: la bisqueda de
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axiomas autoevidentes en el caso de la teoria euclidea acarrea una meto-
dologia puritana y antiespeculativa, mientras que la teorfa cuasi-empiri-
ca se caracteriza metodoldgicamente por la busqueda de hipotesis auda-
ces e imaginativas. Asimismo, el patron principal de la critica euclidea
es la sospecha, mientras que en el otro caso proliferan las teorias y las
refutaciones. El problema que Lakatos s6lo planted, pero que no resol-
vid, es el de la naturaleza de los falsadores para el caso de las matemati-
cas. Sus consideraciones en esta ocasion van dirigidas al establecimien-
to de lo que llamara falsadores heuristicos, asimilables en la terminolo-
gia de Lakatos a teorias rivales.

Segun la interpretacion de Lakatos, la matematica pasaba de ser re-
ducto inexpugnable a ser asimilada, al menos metodologicamente, a las
ciencias empiricas. En cualquier caso, la problematica se desplazaba de
los aspectos fundacionales a un estudio sistemdtico de cémo se produce
el cambio en nuestra disciplina. En este mismo contexto se va a dar un
nuevo paso que desvirtia —aun mas, si cabe— los planteamientos
fundacionales: algunos autores entienden las matematicas como un pro-
ducto cultural més, sin posicién de privilegio alguna, sometidas a los
avatares de cualquier elemento inscrito en el Ambito de una determinada
cultura, con rasgos especificos, eso si, pero clemento cultural y cam-
biante, al fin y al cabo. El autor més representativo de esta denominada
en ocasiones epistemologia evolutiva es, sin duda, Wilder (1981), aun-
que recientemente Lizcano (1993) ha defendido posiciones alin mas ra-
dicales. S1 desde un punto de vista fundacional, las matematicas se cuen-
tan como anteriores y posteriores a su determinacion definitiva que las
fija de una vez por todas, desde el punto de vista cultural el conocimien-
to matematico —como cualquier otro elemento cultural— mejora o crece;
no es de extranar, por tanto, que se adopten patrones evolutivos
darvinianos para explicar este planteamiento.

Una prueba de la dependencia cultural de nuestra ciencia la consti-
tuye la propia delimitacion del término ‘matematicas’ y su alcance en
diferentes €pocas. En este aspecto es imposible sustraernos a nuestro
propio habitat cultural para juzgar lo que en otro tiempo pudo llamarse
asi. En cualquier caso, casi todos los intentos para establecer una defini-
cién estdn suponiendo, en Gltima instancia que son algo absoluto por
naturaleza, inmutables en ¢l tiempo y en el espacio. Pero una aproxima-
cion a la historia pone de manifiesto lo errado de esta suposicion. Asi
pues, s1 se cuestiona la inmutabilidad, entiende Wilder que la tinica po-
sibilidad de determinar con exactitud lo que sean las matematicas con-
sistira en buscar los elementos culturales que las diferencian de los res-
tantes objetos culturales.
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Puede objetarse que, pese al relativismo a que conduce este tipo de
planteamiento, las matematicas ofrecen un aspecto que las distingue del
resto de los objetos culturales, a saber, una universalidad que parece no
tener limites. Para Wilder, dicha universalidad no siempre existe; tam-
poco es tan completa como pudiera parecer y ademas, también el hecho
de que se dé puede explicarse en términos culturales. Es precisamente
esta aquiescencia generalizada la que puede habernos inducido a creer
que constituyen un cuerpo de verdades independiente del foro social en
el que se desarrollan. Segun esto, habra que convenir en que la defini-
c16n de matemadticas no se puede concebir si no es desde el punto de
vista cultural. La pregunta que hay que formularse no es tanto ;qgué son
las matematicas? como: ;jcudl es el elemento cultural denominado mate-
maticas en el mundo de hoy?

Si se aceptan, pues, las matematicas como un objeto cultural mas,
tendremos que admitir que se encuentran sometidas a los mismos avata-
res y alteraciones que cuaiquier otro elemento cultural. En este sentido
se puede rastrear, por ejemplo, la evolucion del concepto algebraico de
grupo ¢ incluso se podrian dar —como hace Wilder (1968)— unas leyes de
la evolucidn de los conceptos matematicos. Ademads, cuando se dan las
condiciones culturales adecuadas para que se produzca el cambio, éste
es inevitable. Desde esta posicion se explican satisfactoriamente, tanto
la aparicion de genios como los de descubrimientos simultaneos. Es cierto
que, generalmente, estas alteraciones se producen merced a la aparicion
de ciertos individuos que irrumpen en escena y provocan la crisis de la
que surgird una nueva teoria. Pero, a juicio de Wilder, si bien estos ge-
nios se adelantan de alguna manera al desarrollo normal, no son el cons-
titutivo esencial del cambio; es justamente lo contrario: las matematicas
no podrian avanzar si no fuera por la aparicidn coyuntural de individuos
privilegiados, pero €stos no surgen de la nada, no pueden operar en un
vacio intelectual, necesitan unas condiciones culturales adecuadas para
que su aportacion pueda tener lugar.

10. A MODO DE CONCLUSION

Cuando se analiza gran parte de lo que hoy dia se publica bajo el rétulo de
FM cuesta reconocer que constituya ¢l resultado de filosofar de manera
efectiva acerca de la matemdtica. No tanto porque se intuya que va a inte-
resar poco al matematico (lo cual tampoco seria una novedad), sino por-
que la mayor parte de las cuestiones solo de pasada conectan con la propia
matematica, con el quehacer de los matematicos. Es proverbial el rechazo
que éstos han tenido desde siempre a todo lo filosofico. Pero creo que, en
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cierto modo, su actitud esta justificada, puesto que la filosofia raras ve-
ces ha supuesto nada realmente positivo para su quehacer como mate-
maticos; aiin peor, en ocasiones incluso se ha atrevido a dictar normas y
a restringir el uso de herramientas a las que no estaban, como es obvio,
dispuestos a renunciar.

Por aventurar alguna explicacion podria decirse que todo esto se
debe a que, en tltima instancia, la filosofia y los problemas filosoficos
solo interesan a los propios filosofos. El caso de 1a FM creo que es un
buen ejemplo de cuanto digo: a mi modo de ver, los problemas que hi-
cieron surgir las cuestiones mas importantes que hemos debatido aqui,
estan en linea de continuidad con los problemas centrales de la episte-
mologia y de la ontologia del siglo actual. Es cierto que en un principio
tuvieron un origen matematico, pero al iniciarse la reflexion filoséfica
se produce tal distanciamiento, que en ocasiones resulta dificil recono-
cer los problemas originarios. Tal es el caso de los movimientos funda-
cionales, que surgen como respuesta a cuestiones de naturaleza mate-
matica (en particular, las matemadticas del siglo XIX y la aparicion de las
paradojas), y precisamente por €so son asumidos por ciertos matemati-
cos. Pero en seguida, como el desarrollo posterior puso de manifiesto,
las reflexiones de naturaleza filosofica y la prictica de la matematica
proptamente dicha anduvieron por caminos diferentes. Es 16gico, por
otra parte, que asi sea: la FM, en tanto que filosofia, no puede surgir en
un vacuum f1loséfico; en cierto modo, bascula sobre la filosofia, es —en
resumidas cuentas- filosofia. Y no conviene enganarse: los filésofos no
tienen un doble lenguaje —cosa de agradecer, por otra parte— segin
filosofen en sentido amplio o lo hagan acerca de una determinada cien-
cia o materia en particular.

Estas consideraciones resultan moderadas si se comparan con las de
McCarty (1993). Para éste, los filosofos abordan la matematica con un
grado tal de sofisticacion que la acaban convirtiendo en un objeto de la
filosofia; por consiguiente, la FM deja de ser algo que trate de matema-
ticas. Es mas, los mecanismos por los cuales la matematica se represen-
ta a los filosofos —que en principio se manifestaban como transparen-
tes— se han revelado como translucidos, e incluso opacos. En altima
instancia, se han convertido en los medios a través de los cuales Ia filo-
sofia ejerce su autoridad sobre las matematicas.

Una consecuencia de esta situacidn es que la matematica pasa a con-
vertirse en un terreno abonado en el que se plantean y discuten cuestio-
nes de naturaleza filosofica, pero de escasa relevancia matematica, al
menos en los aspectos que mads pudieran interesar a 1os matematicos
profesionales. La FM es, pues, una excusa para poner sobre el tapete
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asuntos que, las mas de las veces, no conciernen directamente al propio
quehacer matematico. Se configura asi como un microcrosmos en el
que, unas veces se dirimen cuestiones de naturaleza netamente filosofi-
ca que constituyen temas centrales y cldsicos de la filosofia en diferen-
tes ambitos, tales como el metafisico, el epistemolégico o el del lengua-
Je; otras veces, las cuestiones son de indole matematica, pero, al dedi-
carles los filésofos una especial atencién, les imprimen un sello espe-
cial: la aritmética, la légica o la teoria de conjuntos pueden valer como
ejemplos. Pero, tanto en un caso como en otro, lo que parece que se
persigue es una justificacion de los posibles méritos de proyectos filoso-
ficos de mas amplio calado, y en los que hay que dar respuesta a cuestio-
nes tales como el status de las entidades abstractas, o hasta qué punto
puede mantenerse una determinada explicacion de lo que pueda ser el
conocimiento humano.

Pero no puede decirse que esta circunstancia sea novedosa, ya que, en
esta posicion de dudoso privilegio se ha visto la matematica desde siem-
pre. Por ejemplo, su especial naturaleza la convirtié en la mejor justifica-
cion para el Racionalismo, y puede decirse que desde entonces se arras-
tran todos los problemas de sus ampliamente denostadas influencias en la
filosofia; era presumible, por otra parte, que ocurriera asi, puesto que en
un sistema como el matemadtico encajaba perfectamente el establecimien-
to de una facultad capaz de percibir verdades a priori, independientemen-
te de la observacion. No cabe duda de que el Empirismo lo tuvo bastante
peor para encajar coherenternente un conocimiento como el matemaético,
cuya aprehension empirica resultaba dificilmente dudosa, con una expli-
cacion satisfactoria de su indiscutible y exitosa utilidad. Los empiristas se
vieron, pues, obligados a admitir que todo conocimiento —excepcion he-
cha del conocimiento matemaético— es fruto de la observacion; por consi-
guiente, los textos matematicos son los unicos, que junto a los cientificos
quedarian libres de las llamas de la destruccion.

En cualquier caso, la matematica raras veces se vio involucrada en
cuestiones existenciales problematicas: era algo que habia que admitir
necesariamente; si acaso, la tnica dificultad consistia en proporcionar
una explicacidn satisfactoria que encajara en el sistema filosofico co-
rrespondiente. Siempre se ha tenido el ‘prejuicio’ de la certeza. Por cjem-
plo, incluso en la etapa de gestacion del calculo, cuando se era conscien-
te de que no se utilizaban los métodos rigurosamente adecuados, se in-
dicaba que una demostracién apagdgica estaba disponible; en ltima
instancia, Euclides prevalecia.

Pero hay que sefialar en seguida que en la actualidad no todos los
planteamientos de la FM se centran cxclusivamente en el ambito de lo
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filosofico. Se constata que un numero cada vez mayor de filosofos de la
matematica estan esforzandose para que los matematicos se interesen
por sus planteamientos, y se observa una tendencia a considerar la prac-
tica matemadtica como objeto de investigacion filosofica.

En lo que sigue pretendo ofrecer algunos posibles planteamientos
en este sentido, pero antes desear{a hacer algunas matizaciones sobre el
abandono del fundacionismo, que se presenta con insistencia como uno
de los rasgos caracteristicos de la FM de la actualidad. Lo que quiero es
poner de manifiesto que hay indicios suficientes para afirmar que —des-
de un punto de vista filos6fico, al menos— el fundacionismo no ha dicho
su lltima palabra. Por tanto puede proponerse como tarea la evaluacién
de la posibilidad de que resurja o se reinterprete durante el siglo que
comienza. Ya he dicho que todavia se considera un referente obligado,
pero este caracter meramente referencial no se reduce a algo ya caduco
y en desuso. Quizd sea el logicismo el que menos cueste abandonar,
vistas todas las vicisitudes a las que tuvo que hacer frente. Pero, en cier-
to modo, puede entenderse que se encuentra reencarnado en esa apertu-
ra hacia Frege a que hemos aludido. No cabe duda de que ninguno de los
movimientos fundacionales es lo que era hace sesenta anos, pero de ahi
a erradicarlos sin mds del ambito de la FM puede resultar una exagera-
cion inapropiada.

El intuicionismo, pese a las alteraciones sufridas, se encuentra en
cierto modo reencarnado en todos los planteamientos constructivistas.
Es cierto que los matematicos constructivistas constituyen una minoria,
y hay quienes los consideran poco menos que una secta herética, pero
desde el punto de vista filosofico el asunto es diferente. El intuicionismo
ofrece la ventaja de que no tuvo que vérselas con las dificultades con las
que se enfrentaron los otros movimientos, lo cual permite decir que es el
unico sistema unificado que sobrevive intacto. Pese a todo, siempre ha
sido criticado por su excesivo restrictivismo; cuesta convencer a los
matematicos de que toda su actividad quede reducida a construcciones
mentales finitarias. Por ello se entiende que los epigonos de Brouwer
trataran de minimizar el aspecto psicologista de su filosofia con objeto
de lograr una mayor aceptacion por parte de los matematicos. En resu-
men, si como piensa Alcolea (1986) obviamos de alguna manera el
solipsismo inherente al intuicionismo, este movimiento puede dar mu-
cho de si, e incluso acabar interesando a los matematicos profesionales.

Pero tampoco el formalismo hilbertiano puede considerarse total-
mente abandonado. Aparte de la relacion con las denominadas ‘reverse
mathematics’, Simpson (1988) aboga por una equilibrada lectura del
programa de Hilbert que clarifique sus verdaderas intenciones, sobre



Balance de la filosofia de la matemdtica en el siglo XX 297

todo a la luz de Jos acontecimientos posteriores. En concreto, habria que
matizar la propuesta de Hilbert de que las matematicas deben estructurarse
con objeto de constituir un sistema formal elaborado en el que las for-
mulas sélo sean cadenas de simbolos sin significado que puedan ser
manipuladas desde un punto de vista finitario. Fue por aqui por donde se
cold la critica brouweriana —poco original por lo obvia, por otra parte—
de “formalismo vacio’ a todo el sistema hilbertiano. Pero un analisis mas
atento muestra, segiin Simpson, que la intencién de Hilbert no era tanto
la de despojar de significado a las formulas infinitistas, como la de
investirlas de significado con referencia a las matematicas finitarias, en
las que la significacién no ofrece dificultades.

Una vez matizado este abandono de los asuntos fundacionales quisie-
ra retomar algunos de los planteamientos que en la actualidad parecen
perfilarse como alternativas de futuro. Uno de ellos contempla la posi-
bilidad de continuar con los retos de Benacerraf desde una nueva pers-
pectiva. Hay un cierto grado de consenso en que la bisqueda de cualquier
tipo de remiendo a los dilemas de Benacerraf ha perdido la vigencia de los
ultimos afios, y ha acabado convirtiéndose poco menos que en una rifia
intra muros entre metafisicos. En su lugar, aparecen otras cuestiones que
pueden —en principio— ser mas interesantes para los matematicos y atraer-
los a la causa de una filosofia que se aproxime maés a su practica diaria. De
entrada, hay que admitir que Benacerraf plantea la cuestion epistemologica
a un nivel muy elemental, y no distingue entre cuestiones de complejida-
des muy diferentes; asi, tan remoto seria nuestro conocimiento de senci-
llas proposiciones de la matemaética elemental, como del teorema de Can-
tor, por ejemplo. Pero la actitud habitual ante este tipo de cuestiones es
bien distinta. Si el conocimiento de los hechos matematicos elementales
parece no ofrecer problemas, no queda claro, en cambio, el tipo de cono-
cimiento que podamos tener de los axiomas de la teoria de conjuntos que
permiten una demostracion de dicho teorema; es mas, ni siquiera sabemos
s1 son verdaderos. Asi, caben dos alternativas: o se continia con esa lucha
metafisica endégena, que lo Ginico que hace es marear la perdiz buscando
posibles salidas a los dilemas de Benacerraf, o se plantean cuestiones, de
naturaleza f{ilosofica, pero que puedan proporcionar, en el mejor de los
casos, una gufa para los matemadticos actuales. Una de estas cuestiones,
propone Maddy (1991), es precisamente determinar cOmo pueden justifi-
carse los axiomas.

Otro de los argumentos esgrimidos con mas frecuencia para poner
de manifiesto que se ha producido un cambio en FM es la irrupcion de
los ordenadores en el ambito de la matematica. Se ha repetido ad nauseam
que, desde que se publicara la demostracion del Teorema de los cuatro
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colores en 1977, realizada completamente gracias a un ordenador, €ste
es uno de los aspectos que requieren una urgente explicacion. Conviene
distinguir, en cualquier caso, dos modalidades de entender esta irrup-
cion. En primer lugar, una de cardcter instrumental, tal y como se utiliza
en matematica aplicada para realizar con rapidez una gran cantidad de
calculos; este aspecto puede tener posteriores implicaciones tedricas,
puesto que es posible, por ejemplo, realizar conjeturas cada vez mas
fuertes sobre la distribucion de los numeros primos en base a tablas cada
vez mayores obtenidas mediante una computadora. Pero hay otro aspec-
to mas profundo, que hace referencia a la posibilidad de que ¢l ordena-
dor pueda ser utilizado como un elemento indispensable en una demos-
tracion, con lo cual parece ponerse en entredicho el concepto tradicional
de demostracién en matematicas. Pero, en cualquiera de los dos casos,
este novedoso protagonismo de los ordenadores puede proporcionar un
material que facilite la aproximacién de los matematicos a &mbitos filo-
sOficos, como apunta Echeverria (1996).

Que algo estd cambiando en este aspecto, se pone de manifiesto, se-
gin De Lorenzo (1993), con la aparicién de un nuevo hacer en matemati-
cas ligado al ambito computacional. Este hacer, aunque convive con los
anteriores (figural y global), los supera en tanto en cuanto no considera
como ellos que el objeto venga dado por una caracteristica total. Sus com-
ponentes basicas son, en este nuevo hacer, reglas de calculo y algoritmos
de aproximacion, que van constituyendo el objeto desde lo local a lo total.
Estas reglas operan en el dmbito de lo estrictamente finito y alteran inclu-
so los conceptos nucleares de los otros haceres; asi, por ejemplo, la de-
mostracion ya no se asocia a un proceso concreto en si mismo, sino que se
liga mas bien a la busqueda de algoritmos. Este recalcitrante finitismo
permite, sin embargo, una reconstruccion de la matematica desde lo glo-
bal, aunque estrictamente ligada a lo computacional.

No obstante, algunos se resisten a aceptar sin reticencias este tipo de
demostraciones, puesto que una de las caracteristicas que implicitamen-
te se exige a toda prueba es que sea escrutable (Tymoczko 1979), y una
demostracion llevada a cabo integramente por un ordenador sélo puede
ser escrutable por otro ordenador. Pese a todo, los matematicos estian
aprendiendo a convivir con este tipo de demostraciones, y ya hay algu-
nos casos paradigmaticos en este sentido. En un régimen de demostra-
ciones con un nimero relativamente pequeno de pasos la escrutabilidad
es, de hecho, posible; pero cuando la cantidad de estos pasos aumenta,
la situacion se complica, y hay que plantearse si se confia 0 no en una
maquina. La posibilidad de que en algtiin momento del desarrollo del
programa aparezca un error es otro problema anadido, pero no nuevo: la
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aparicion de errores en las demostraciones convencionales es algo que los
matematicos tienen que aceptar de puro evidente. Quiza conviniera prac-
ticar la modestia y admitir, como hacen De Millo et al. (1979), que si una
prueba es excesivamente extensa solo pueda ser entendida como correcta
con un cierto grado de probabilidad. Asi se disolveria una de las concep-
ciones erroneas habituales respecto a la matematica, a saber, que los enun-
ciados de la matematica son invariablemente correctos (Crowe 1988).

Ya se ha dicho que las especiales caracteristicas de las matematicas
les han proporcionado tradicionalmente una situacion de privilegio con
respecto a las restantes ciencias. Pero este status distinguido ha tenido
como consecuencia no deseada un aislamiento con relacion al resto del
quehacer cientifico. A ello ha contribuido en gran medida la distincion
heredada entre ciencias empiricas y ciencias formales, y bajo estos
parametros transcurri6 el periodo fundacional. Pero, desde hace algunas
décadas, nuevas aportaciones apuntan a que esta diferencia se esta di-
solviendo y que el muro establecido entre ambas resulta cada vez mas
dificil de mantener. Sin duda que uno de los més conspicuos defensores
de derribar esta muralla es Quine (1970). Para éste, son la obviedad, la
ubicuidad y la falta de objeto tematico especifico —que en desigual me-
dida comparten logica y matematicas— las causas que han propiciado el
que se las considere diferentes, y por lo tanto necesitadas de una
fundamentacion que no se requiere en ¢l caso de las restantes ciencias.
Como es conocido, Quine no admite esa excesiva sensibilidad que des-
poja de toda evidencia empirica a los enunciados 16gicos y matemati-
cos, y acarrea una ficticia e inadecuada duplicacion de la verdad.

Pero, tal como lo entiendo, las raices tltimas de esta tajante distin-
cion, y el consiguiente aislamiento, no pueden situarse en el dmbito de
las matematicas: ni la propia naturaleza de éstas, ni la actitud de los
matematicos —ajenos en gran parte, a toda esta problemdtica~ puede de-
cirse que hayan propiciado este estado de cosas. Tampoco puede culpar-
se de la situacién --al menos no totalmente— a los filésofos: si alguna vez
fueron culpables, parece que ahora tratan de enmendar su error.

Creo, por el contrario, que esta situacion esta provocada, en gran me-
dida por algunos cientificos que insisten en establecer, desde diversos
puntos de vista, una radical distincién entre matematica y ciencia empiri-
ca. Pero es evidente que, si este dogma se acepta sin mdis y no se
contextualiza adecuadamente, se corre el riesgo de dejar a la FM sin un
contenido en principio mas prometedor y enriquecedor. Dicho de otra
manera, esta distincion desdibuja algunos aspectos que la FM deberia con-
siderar como prioritarios. Como ya he indicado, la problemidtica de este
aislamiento ha sido totalmente ignorada durante el periodo fundacional,
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si bien nunca fue totalmente olvidada. Ha sido en €poca reciente, no
obstante, cuando de nuevo ha saltado a la palestra de la discusion filosé-
fica. A mi juicio, esta situacion es insostenible hoy dia, y hay que co-
menzar a replantearse las condiciones epistemologicas bajo las cuales
pueden discurrir paralelas ciencia y matemdtica. Creo que en este senti-
do, la filosofia tiene mucho que decir.

Un caso paradigmatico de la citada actitud del cientifico respecto a
las matematicas lo constituye Duhem. La vision del asunto que ofrece
Crowe (1990) puede resultar excesivamente simple, e incluso caricatu-
resca, pero puede valernos como guia. Concretando, podriamos sefalar
que son tres los puntos que —desde la perspectiva del cientifico— estable-
cen la distincién entre matematicas y ciencia empirica. En primer lugar,
una metodologia profundamente diferente: el punto de partida de los ma-
tematicos esta constituido por axiomas universalmente aceptados, mien-
tras que los fisicos se ven obligados a modificar sus teorfas en funcion de
nuevos conocimientos empiricos. En segundo lugar, el conocimiento de
la historia es fundamental para el caso de la fisica, por ejemplo, mientras
que resulta totalmente superfluo en el caso de las matematicas. Por alti-
mo, y €ste es un rasgo que muchos fildsofos actuales comparten, el creci-
miento de la matematica es lineal y acumulativo, constituye un progreso
continuo, en el que ningn nuevo hallazgo obliga al abandono de un terre-
no previamente conquistado; nada de esto ocurre en la ciencia.

Pues bien, creo que cabe otra interpretacion de estas distinciones.
De entrada, hay que indicar que rechazarlas sin mas nos colocaria en
una situacion dogmatica y sin futuro. Pienso que esta triple articulacién
puede ser utilizada, no para distanciar, sino para aproximar entre si la
matematica y la ciencia empirica. En resumen, creo que un nuevo y mas
exhaustivo examen de la metodologia de la matemdtica, acompasada
por una critica aproximacion a su historia, y una insistencia en el anéli-
sis de su desarrollo y crecimiento, ofrecen elementos suficientes para
plantear una FM en sintonia con la practica matematica.

Es evidente que estos temas no tienen por qué ser, de manera exclu-
siva, objeto de atencion (al menos directa) del matematico, puesto que
hay parcelas en la investigacion acerca de las matematicas que escapan
a sus propios intereses y motivaciones. Y no puede hablarse, segun en-
tiendo, de mtromisién, ya que, si bien es cierto que la matematica es
algo que atafie directamente a los matematicos, también lo es que ellos
no son los unicos autorizados a hablar e investigar sobre su disciplina.
Por consiguiente, creo que puede plantearse el desarrollo de esta triple
articulacioén desde un punto de vista filoséfico sin que nadie tenga que
rasgarse las vestiduras por ello.
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En primer lugar, creo que convendria reservar un apartado en la
investigacion filosofica a la metodologia de 1a matematica. Es mas, aun-
que algunos asuntos se solaparan, cabria establecer paralelamente y como
investigacion separada, una metodologia de 1a investigacion matemati-
ca. Esta dedicacion de los filésofos, por otra parte, no serfa totalmente
nueva: ya se ha llevado a cabo, y con éxito, en el campo de la ciencia
empirica. Por indicar algunas posibilidades en este sentido, podria de-
cirse que debe ser la filosofia, desde este dmbito de la investigacién
metodologica de las ‘ciencias exactas’, la que ponga de manifiesto como
se han reconvertido las series divergentes para encontrar una utilidad en
principio insospechada; es decir, a un nivel mas general, se trataria de
investigar cOmo se reinterpretan teorias que se creian periclitadas y su-
peradas, cuando no consideradas erroneas. Y es la filosofia (en conexion
con la historia) la que debe dedicarse a indagar como los matematicos
resolvieron atolladeros o superaron situaciones de impasse ya pasados,
con la intencién de resolver y superar los actuales. O sea, se hace precisa
una rigurosa investigacion de la analogia como nstrumento heuristico,
o como dice Thom, conviene rescatar la analogia desde un punto de
vista metodoldgico. La lista podria continuar.

Pero, contemplado todo esto desde la perspectiva del cientifico, la
cosa no es tan compleja: es la metodologia euclidea la que prevalece, la
que hace del matematico mero demostrador. Asi, la aparicion de las geo-
metrias no euclideas o la axiomatizacién de la geometria por parte de
Hilbert no impide decir a Duhem que las matematicas son afortunadas
por tratar con ideas que tienen su origen en las percepciones ordinarias,
y que a través del trabajo espontdneo de abstraccion y generalizacion se
muestran mas tarde tan claras, tan puras y tan simples. Por contra, las
percepciones con las que esta obligado a relacionarse el cientifico no
permiten semejante tratamiento: es tal la confusion y complejidad de las
nociones proporcionadas por los constitutivos fisicos, que el estudio re-
quiere un largo y duro trabajo de andlisis. Consecuencia de todo esto,
segtin Duhem, es que resulta peligroso establecer alianzas metodoldgicas
entre matematicas y ciencia empirica: las exigencias de Euclides son
proposiciones cuya verdad autoevidente es afirmada por el sentido co-
mun, nada de lo cual ocurre en la fisica tedrica.

Pero en la actualidad los tiros van por otro sitio y lo que se persigue
es el establecimiento de paralelismos metodoldgicos cada vez mas es-
trechos entre matematicas y ciencia empirica. Sélo asi se podra com-
prender el pluralismo metodolégico que preside fa indagacion matema-
tica, y desde este dngulo el filésofo puede ofrecer ciertas cuestiones al
matematico utiles para su quehacer diario. Como indica Echeverria
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(1996), los filésofos de la matematica deberian estudiar principalmente
lo que los matematicos practican, la practica matematica.

Ya he indicado que, con objeto de atender afinidades metodologicas,
conviene rastrear critica y cuidadosamente en la historia de las matema-
ticas. Como es conocido, en el ambito de la concepcidn heredada, la
historia queda desvinculada de la filosofia, pero yo diria con Lakatos
que es preferible el historicismo, aunque miserable, a su ausencia total.
En el ambito del fundacionismo, la historia fue considerada poco mas
que un pasatiempo, tanto por los propios matematicos (Bourbaki es una
muestra), como por los cientificos. En este contexto, la historia no pasa
de ser un objeto de legitima curiosidad, pero en absoluto es esencial
para la comprension de las matematicas. No obstante, aunque un poco
deslavazada todavia, comienza a establecerse una nueva ortodoxia que
asigna a la historia algo méas que un mero recurso lidico o didactico. En
este aspecto quisiera destacar a Kitcher (1988), quien —desde una postu-
ra naturalista-- mantiene la necesidad de asignar relevancia epistemologica
a la historia. Segiin este autor, ¢l apriorismo ha sido atractivo s6lo por-
que la Unica alternativa disponible era el empirismo de Mill; baste re-
cordar en este sentido las criticas de Frege, o las descalificaciones de
Carnap. Pero puede trascenderse este par de alternativas admitiendo que
el conocimiento matemaético es un producto histoérico. En la epistemolo-
gia general representa una tarea fundamental la determinacion de los
afiadidos cognoscitivos que se generan desde un corpus de conocimien-
to ya establecido, y en este sentido, la perspectiva naturalista permite
una interpretacion digna de ser considerada. Las creencias matematicas
disponibles en un cierto momento historico estan justificadas —o garan-
tizadas— en virtud de su relacion con un cuerpo anterior de creencias; de
hecho, el conocimiento matematico no se construye desde el principio
en cada contexto histérico, hay ya un poso sobre ¢l que se acumulan
nuevas creencias. La novedad naturalista se basa en que las transiciones
de un estadio a otro no tienen por qué estar justificadas deductivamente;
basta con que sean ractonales, con todo el afiadido problematico que
supone el mismo criterio de racionalidad. Y atn mads: el niicleo sobre el
que se produce el cambio es una practica que aplican felizmente los
miembros de una generacion, que en gran parte recibieron de la anterior,
Y que a su vez transmitirdn a la siguiente.

Como se ve, esta posicion defendida por Kitcher incorpora a la FM
algo semejante al concepto de paradigma, pero sélo en parte, porque
tiene buen cuidado de distinguir. Una préctica (o un paradigma en su
caso) consta de hasta cinco elementos que predominan en un periodo
histérico determinado; para que tenga lugar una transicion, opina Kitcher,
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basta con que uno de esos elementos se modifique. Desde esta perspec-
tiva, obvia el problema de la incomensurabilidad, al tiempo que mantie-
ne ¢l aspecto no tedrico del concepto de paradigma, a saber, la depen-
dencia del cambio de factores ajenos a la propia ciencia, a la propia
matematica, en este caso.

Por ultimo, la explicacion del tipo de avance que se da en las mate-
maticas continda siendo una cuestion abierta que estd atin muy lejos de
provocar consenso entre los fildsofos. El prejuicio cientifico mas gene-
ralizado al respecto se basa en la consideracion de que en la matematica
—a diferencia que en la fisica— se da un crecimiento tranquilo y regular.
Es tal el grado de precision y rigor, que, una vez que se ha establecido
una demostracion, ni siquiera cabe la divergencia entre los propios ma-
tematicos. Las doctrinas matematicas se han desarrollado siguiendo un
proceso continuo, sin que jamas un resultado haya obligado a renunciar
a otro obtenido con anterioridad. Nada de esto, como es natural, ocurre
en la fisica: su desarrollo es discontinuo y los principios no se estabie-
cen de una vez por todas; si la fisica progresa es gracias a que introduce
discrecionalmente leyes suplementarias con objeto de incluir las excep-
ciones que aparezcan. Este cuadro estd obviamente desfasado, como pone
de manifiesto la historia en multitud de ocasiones; es precisamente e¢n la
historia donde se muestra que en la matematica se dan rupturas
epistemoldgicas que pueden resultar enganosas por la aparente perma-
nencia del objeto. Lo que ocurre es que éste se reinterpreta de tal manera
que resulta irreconocible, y en este sentido, puede hablarse de paradigmas
inconmensurables en matematicas.

En definitiva, espero haber puesto de manifiesto que todavia queda
mucho por hacer; de hecho, la intencion de esta breve misceldnea no ha
sido otra que mostrar que la Filosofia de la Matematica contintia viva y
que, aunque retome temas ya pasados, los nuevos enfoques que se adop-
tan suponen un enriquecimiento significativo. Se ha constatado que nue-
vas voces se alzan reclamando una actividad filoséfica mas proxima a la
practica matematica, y he mostrado mi acuerdo sobre este punto; pero
estoy convencido de que, aun cuando fuera éste el proceder mayoritario
en el futuro, ello no supondria el abandono de las grandes cuestiones
que han ocupado el siglo que acaba. En altima instancia, si de algo po-
demos estar seguros respecto al milenio que comienza, es de que la dis-
cusion va a continuar, que pocas cuestiones se van a considerar definiti-
vamente cerradas, que temas que se creian olvidados van a tomar nuevo
auge tratando de adaptarse a situaciones nuevas, que surgirdn asuntos
dificilmente previstos en la actualidad pero latentes en los planteamien-
tos actuales, etcétera. Dicho de otro modo, continuara la filosofia.
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