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RESUME
Laidea filoséfica que subyace a plantcamicnto de Resnik es que el objeto primario de [ matem-
ticano k objetos. iduales. sino mds bien I cturas en las que se
conforman. Su punto de vista estructuralista —basado en un cierto tipo de realismo- ticne algunas
caracterfsticas que posibilitan una adecuada interpretacion del conocimiento matemditico.
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ABSTRACT
Resnik’s underlying philosophical claim is that the primary subject matter of mathematics arc
not the individual mathematical objects. but rather the patterns in which they are shaped. His
structuralist point of view —based on a certain kind of realism- has some features that make
possible an adequate interpretation of mathematical knowledge.
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1. INTRODUCCION

DESDE UN PUNTO DE VISTA INTERNO, hace ya bastante tiempo que, en el seno de las
matemiticas, la concepeion de esta ciencia como el estudio de determinadas
estructuras estd suficientemente aceptada por los matemdticos. Desde un pun-
to de vista externo (si puede considerarse tal el punto de vista de la filosofia de
la matemitica), también comienza a instituirse con fuerza una visién semejan-
te; una prueba de ello es la aparicion de criticas, cada vez mds frecuentes. a los
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dos autores que con mis decisién la defienden: Michael Resnik y Stewart
Shapiro. La publicacién de dos lextos (uno de cada uno de ellos) en 1997 ha
contribuido a dicha consolidacion, y ha supuesto —-al mismo tiempo- la culmi-
nacion de una serie de planteamientos, ya EXpuestos en sus trabajos anteriores,

Con desigual grado de conviceidn, en estos textos recientes, nuestros au-
tores se aproximan al estructuralismo desde una vision realista. Pero mientras
que Resnik ha mantenido desde siempre esta posicién, mds o menos matizada,
Shapiro ha ido madurando sus convicciones, En efecto, hace ya casi dos déca-
das que el primero ofrecia una declaracion de ferviente realismo (cf. 1981, p.
529). En cambio, Shapiro se ha mostrado menos decidido. Al estudiar ¢l papel
que los lenguajes de segundo orden juegan en [a prictica matemdtica, declara
que —respecto al discurso matemitico, Y €n contra de las escuelas clisicas—
adopta un realismo neutral. Segtin €l mismo indica, su actitud es realista por-
que dicho discurso es tomado literalmente; pero al mismo tiempo es neutral
porque (hasta ese momento) no tiene opinion clara respecto al status ontolégico
de los objetos de la matemdtica. No obstante, en sintonfa con el platonismo
metodoldgico de Resnik, se muestra abierto a cualquier interpretacién que pueda
darse de las matemiticas, siempre que no se mutilen (¢f: Shapiro 1985, p. 715).

En ambos casos, el estructuralismo que defienden se asocia con algin tipo
de realismo, si bien se advierte que, en si mismo. no es incompatible con posi-
ciones antirrealistas, como se pone de manifiesto por parte de otros autores.
Quizd el mds emblematico Y citado sea el caso de Bigelow (1988). que propo-
ne una interpretacion de la matematica que denomina modal-estructural, Y que
trata de conectar el ‘modalismo’ propugnado por Putnam, con el talante
estructuralista de Dedekind.

Hay que advertir que, en ninguno de los dos casos, se hacen los autores
eco de los planteamientos estructuralistas a nivel de Ja ciencia en general. Nos
referimos, sobre todo, a Ia concepeion estructural de Jas teorias cientificas,
desarrolladas a partir de las ideas de Sneed y Steigmiiller, principalmente (cf,
Echeverria 1989, capitulo 6). Conviene sefialar que ni Resnik ni Shapiro men-
cionan alguna posible conexidn entre ambos planteamientos, Este descuido es
criticado —creo que con razén— por Rodriguez Consuegra. mixime cuando
Balzer, uno de los defensores de €sta concepeion en el 4mbito de Iy ciencia, ha
tratado de ampliar sus planteamientos a la aritmética (cf; Rodriguez Consuegra
1991, p. 78).

Seria un trabajo interesante el esquematizar y comparar los planteamien-
t0s estos dos autores, porque —si bien pueden entenderse como complementa-
rios— hay diferencias de matiz que convendria delimitar independientemente,
No obstante, y por razones de espacio, voy a cefiirme sobre todo 4 los plantea-
mientos de Resnik. En concreto, voy a pergeiar el soporte realista del
estructuralismo que Resnik defiende. Me extenderé, asimismo. en algunas cues-
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tiones lerminologicas, que en su trabajo de 1997 parece establecer con mayor
claridad y decision. Y por Gltimo, esbozaré sus planteamientos epistémicos;
repito que solo esbozaré, puesto que por si solos exigirian un trabajo
interdisciplinar en el que habrian de ser invitados necesariamente filosofos del
lenguaje, psicologos y especialistas en ciencias cognitivas.

II. UN MARCO REALISTA PARA EL ESTRUCTURALISMO

En continuidad con planteamientos anteriores (principalmente su 1988), en su
trabajo mds reciente, Resnik lleva hasta sus dltimas consecuencias el hecho de
considerar la matemdtica como una ciencia; por esta razon, hay que decir que
posee una materia (subject matter), y que se relaciona epistémicamente con el
resto de las ciencias. Pero, igualmente mantiene su adhesién al estructuralismo,
al entenderla como una ciencia de patterns. En el fondo, lo que subyace es un
compromiso con los planteamientos de Quine, que Resnik no oculta: «Mi com-
binacion de holismo y postulacionismo desarrolla los detalles de las sugeren-
cias de Quine para una epistemologia de las matemdticas, y su trabajo sobre la
relatividad ontologica ha dado forma a mi estructuralismo» (1997, p. vii). En
cualquier caso, Resnik se desmarca explicitamente de los planteamientos
estructuralistas globales y quizd pueda ser ésta la causa por la que ni siquiera
hace mencion al movimiento paralelo en el dmbito de la ciencia, con lo cual, la
critica de Rodriguez Consuegra no sea lan perspicua, como a primera vista
pudiera parecer (ibid., p. 2606).

En términos generales, podriamos decir que el planteamiento de Resnik se
incardina en su defensa del realismo. Para clarificar su posicion, se ve obligado
a establecer algunas matizaciones acerca de su concepcion del realismo en
general, para —en un momento posterior— particularizar al caso de la matemati-
ca. De entrada, admite que el término ‘realismo” aparece, cuando menos, con-
trovertido, y que presenta miltiples versiones!. Por ello, aunque en principio
no cabe duda de que se opone a posiciones antirrealistas evidentes, como pue-
dan ser el nominalismo, el constructivismo o el ficcionalismo, es consciente de
que, mantener el término supone matizar su propia caracterizacion. Y paraello,
ha de comenzar delimitando lo que supone mantener una actitud realista sobre
unos determinados objetos.

A su juicio, hay tres temas inherentes a cualgquier realismo, y de los que
todo realista debe dar una explicacion satisfactoria. En primer lugar, estd la
cuestion relativa a la existencia de los objetos respecto a los cuales se es realis-
ta: en segundo lugar, hay que definirse acerca de la verdad de la teoria sobre

I Referido exclusivamenlte al dmbito de la ciencia, hay toda una amplia gama de modali-
dades. que pueden verse extractadas en A, Diéguez 1998, principalmente en el capitulo 3,
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tales objetos; por altimo, hay que decidir con claridad si la existencia de tales
objetos, y la verdad de los enunciados acerca de ellos son —y en qué medida—
independientes de nosotros y de nuestras construcciones. Evidentemente, ni
son éstas las anicas condiciones que pueden establecerse para caracterizar el
realismo. ni tampoco han de aceptarse las tres para considerar a alguien realis-
ta. Ahora bien, Resnik entiende que si alguien es realista, ha de aceptar al
menos alguna de las tres; asimismo, si alguien acepta las tres condiciones,
entonces es realista. Por consiguiente, observa, estas tres cldusulas determinan
una condicion necesaria para mantener que alguien es realista: asimismo de-
lerminan una condicion suficiente. Pero estas condiciones no son ni necesarias
ni suficientes (¢f. 1997, pp. 11-13).

Una vez configurado el marco general, Resnik se define respecto a estas
condiciones en el dmbito que le interesa, el de la matemética. En primer lugar,
los objetos matemadticos existen independientemente de nosotros y de nuestras
construcciones. En segundo lugar, gran parte de las matematicas que se desa-
rrollan en la actualidad son verdaderas, al menos hay que aceptar como tales la
teoria de conjuntos y el andlisis real. Y por dltimo, las verdades matemdlticas
prevalecen con independencia de nuestras creencias, teorias y pruebas. Como
puede verse, Resnik ofrece una caracterizacion minimal para el caso de las
matemdticas, puesto que, a su juicio, no hay postura antirrealista alguna que
satistaga simultdneamente las tres. Y una buena prueba de que estas condicio-
nes determinan una vision realista, es que las actitudes antirrealistas al uso
adolecen de alguna (o algunas) de ellas.

Asl, por ejemplo, un nominalista como Field sélo admitiria la tercera con-
dicion, mientras que rechazaria las dos primeras; efectivamente, las entidades
matemdticas no poseen existencia independiente, y sus enunciados no tienen
por qué ser necesariamente verdaderos; eventualmente podrian incluso ser fal-
s0s?; pero en cambio, esos eventuales valores veritativos son independientes
de los matemiticos. Por su parte, un constructivista como Chihara, o un
‘modalista® como Hellman, solo rechazarian la primera condicion, mientras
que admitirian las otras dos; en efecto, se puede desarrollar una teoria acerca
de la verdad y de la independencia de las matemdticas contemporineas sin
tener que reconocer la existencia de objetos matemdticos. Por otra parte, el
intuicionismo -y aqui difiero de Resnik—- no admite ninguna de las tres. Coin-
cido con €l cuando afirma que rechaza la segunda y la tercera condicidn, por

*  Esta aparente exageracion es. segin Field (1980), una consecuencia del cardcter

conservativo de la matemdtica respecto a la ciencia en la que es utilizada. Asi. la Gnica ventaja
gue olrece el uso de las matematicas en la ciencia es que permiten acortar los procesos demos-
tralivos. que sin ellas serian en ocasiones extremadamente largos. En definitivii. no son indis-
pensables.
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razones obvias. Pero €l indica igualmente que los intuicionistas afirman que
algunos objetos matemadticos existen; es cierto, pero sélo como constructos en
la mente del matematico. No creo que pueda decirse que los intuicionistas
afirmen la existencia de objetos matematicos independiente de nosotros y de
nuestras construcciones (1997, p. 14).

En dltima instancia, el realismo que Resnik defiende se encuentra asenta-
do sobre tres pilares basicos. En concreto, en una teoria inmanente de la ver-
dad. en una defensa del cardcter indispensable de las matematicas en el ambito
de laciencia, y en el carécter incompleto de los objetos matemdticos. En lo que
sigue quisiera ofrecer algunas observaciones sobre cada uno de estos puntos.

Como se ha visto, el concepto de verdad juega un importante papel en la
caracterizacion del planteamiento realista de Resnik: de hecho. ha aparecido
en las dos tltimas condiciones que impuso. Por ello, estd obligado a adoptar
una teoria de la verdad que sea compatible con su vision del realismo. para lo
cual habria que rechazar los planteamientos extremos que dominan el trasfon-
do de la cuestién. La concepcion inmanente de verdad que propugna Resnik
obvia, a su juicio, estos problemas, al aplicarse directamente a enunciados de
nuestro propio lenguaje. Esta concepcién inmanente propone, pues, la cons-
truccidn de teorias que no incluyan enunciados mds alld del propio lenguaje.
Frente a ella, la concepcidn trascendente requiere el desarrollo de una teoria de
la verdad que se aplique allende el prapio lenguaje. A su juicio, la teoria quita-
comillas (disquotational theory) cumple con creces todas estas condiciones, y
es toda la que requieren los mateméticos3.

Otro pilar sobre el que Resnik asienta su posicion realista es la denomina-
datesis de la indispensabilidad. Este argumento cuenta hoy dia con cierta acep-
tacion, y Resnik lo considera, aunque matizado, compatible con su concepcion
estructuralista. El punto de partida lo constituye el hecho incuestionable de
que la matemdtica juega un destacado papel en el desarrollo de la ciencia,
sobre todo de la fisica. A partir de esta apreciacion generalizada se llega a la
conclusidn de que el éxito que alcance una determinada teoria cientifica, con-
firma no sélo dicha teorfa, sino también las matemdticas que se han utilizado
para su obtencion. Segiin esto, estdn justificados quienes piensen, por una par-
te, que los enunciados de las matemdticas son verdaderos. y por otra, que las
entidades matematicas sobre las que cuantifican existen. puesto que la mate-
matica es indispensable a la ciencia empirica. Esta tesis. que procede de Quine,
y que también defiende Putnam es, en cierto modo. una consecuencia de otra
tesis de Quine: el holismo. En efecto, si las teorias s6lo pueden ser confirma-

4 CJ Resnik 1997, pp. 14-30. Para una caracterizacién adecuada de estos términos en el
dmbito de la gramatica l6gica, véase Quine 1970, pp. 48 ss. En algunos de sus textos mis cono-
cidos. Quine se inclina por una teoria de la verdad en el sentido de Tarski.
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das como totalidades, Y la matematica forma parte inextricable de Ja ciencia,
entonces el éxito empirico de una teoria confirma toda Ja teoria, incluidas las
matemiticas que se han empleado en su elaboracignd.

Asi establecida, la tesis es susceptible de ciertas criticas’; por ello, Resnik
Presenta un argumento semejante, pero desde una Perspectiva pragmitica. Con
csta nueva formulacién entiende que, ademas de evitar Jas objeciones, se puede
presentar al realismo matemdtico independientemente del realismo cientifico,
En sintesis, viene a decir que, al establecer sus leyes y obtener derivaciones yig
matematicas, los cientificos es dn suponiendo, tanio la existencia de objetos
Matemdticos, como la verdad de gran parte de las aserciones de la matemdtica,
Estas suposiciones resultan indispensables para la pretension de 1 ciencia; ade-
mas, muchas de las conclusiones (a veces importantes) que se obtienen en e
dmbito de la eiencia, no podrian haberse obtenido sin tomar como verdaderas Jas
leorias matematicas, Consecuentemente, entiende Resnik, «estamos Justificados
para extraer conclusiones en gl dmbito de la ciencia. si Jo estamos al tomar como
verdaderas las matemdticas que se utilizan para elloy» (1997, p. 47).

Pero hay otra razén que justifica atin ms, sj cabe, a Resnik para aceptar la
solucion estructuralista. Me refiero a la incompletud de Jos objetos matemai-
cos (cf. 1997, pp. 89 s5.). El origen histérico de Csta cuestion es el articulo de
Benacerraf de 19656, pero la terminologia es de Parsons (1990). Para este au-
tor, los objetos matemiticos son incompletos en el sentido de que no hay res-
puesta, ni en el interior ni en el exterior de |4 matemdtica, a las cuestiones

d matematica son idénticos
(0 no) a los de otra; por ejemplo, en el tratamiento del cuerpo R, la teoria no
determina si los objetos de que trata son PURtos o son nimeros. Como conse-
cuencia, los matemdticos se afanan desde hace tiempo por buscar caracteriza-
ciones de los objetos con que tratan salvo isomorfismos.

Pero, no sélo en este dspecto se muestra la citada incompletud: también se
refleja al constatar que los objetos se definen en funcién de otros que se consi-

4 5i bien no SUpone un gran quebranto intelectual admitir es tesis, lo que sf se puede
poner en duda son cierias radicalizaciones en sy universalidad. Cabe pensar, por ejemplo, que
las pruebas que disefian los cientificos para decidir entre teorias rivales nunca —o casi nunca-—
colocan a las matematicas utilizadas en situacion de ser falsadas; por lo tanto, el grado de confir-
macion es diferente en cada caso (€Y. Sober 1993). Pero estos planteamientos se salen del dmbi-
lo de este trabajo.

3 Véase, por ejemplo, Resnik 1997, principalmenie of capitulo 4, En Maddy se ha obser-
vado al respecto un deslizamiento en sy posicion tal como dparece en su (1992) con relacisn a
una de sus obras mgs importantes, como es Realism in mathematics (| LA,

¢ Un origen mds remoto SC encuentra en Frege. A su manery f UE consecuente v traté de
salvar esta incompletud, avant lq lettre, al caracterizar de modo univoco y preciso Jos nimeros
naturales (Cf 1584, pp. 81 ss.),
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deran como primitivos, No obstante, a juicio de Resnik, esto no puede conside-
rarse un defecto de las matematicas, al menos un defecto que imposibilite su
prictica ni su manifiesto progreso. Tampoco entiende que esta incompletud
deba entenderse como una objecion al realismo: se supone, cabria argumentar,
que los realistas deberian comprometerse con algunos elementos bésicos, sean
€stos niimeros o conjuntos; y, segun sea el caso, determinar posteriormente 4
qué nimeros o a qué conjuntos corresponden. De todos modos, advierte Resnik.
éste no es un defecto exclusivo del realismo matematico, si éste tiene proble-
mas debido a la incompletud de los objetos matematicos, cualquier otra forma
de realismo también los tendrid debido a la andloga incompletud de los objetos
que admiten.

Hl. ALGUNAS PRECISIONES

Ha de advertirse que. pese a su ya indicada actualidad, el estructuralismo en
matemdticas no es un movimiento filoséfico del que pueda decirse que estd
bien unificado?. Prueba de ello es que ni siquiera la terminologia se encuentra
consensuada entre sus defensores al nivel que seria deseable. En sus textos de
1997, Resnik y Shapiro se muestran mis decididos y se atreven a dar una ca-
racterizacién mas completa, tanto de lo que ha de entenderse por estructura,
como de las posibles interrelaciones que pueden darse entre las diversas es-
tructuras. Por ello quisiera detenerme en algunas consideraciones al respecto,
cinéndome —una vez méds— a los planteamientos de Resnik.

Asl, senala que, desde un punto de vista filoséfico, el estructuralismo esta-
blece que la materia de las matematicas no son los objetos matemiticos indivi-
duales, sino las estructuras segin las cuales se conforman. A su Juicio, una
gran parte de los problemas y malentendidos en Ia filosofia de la matemdtica
actual, proviene de la insistencia en considerar aisladamente los objetos con
que tratan los matemdticos. En cuanto 4 Ja terminologia, prefiere hablar de
patterns antes que de estructuras o de modelos, si bien —siguiendo los criterios
de la literatura en este sentido— Resnik considerard ambos términos como inter-
cambiables (1997, pp. 201-202)5,

7 Véase, por ejemplo Maddy 1990, p. 170. También Aspray y Kitcher 1988, pp. 14-15.

8 Por mi parte, prefiero iraducir pattern siempre por “estructura’, y asi lo voy a hacer en
este trabajo, aungue también emplearé el término inglés. Y ello, por exclusion, tras considerar
las alternativas posibles. Una primera posibilidad es la de traducirla por “modelo’, pero prefiero
rechazarla porque lo que en Ta actualidad se entiende como «teoria de modelos» no es lo que se
estd tratando en este trabajo, La traduceion por “patron’, que seria la otra alternativa, minimiza-
ria, a mi juicio, el objetivo que se persiguc; al fin y al cabo estamos hablando de lo (ue se supone
constituye para algunos la base de las matemadticas.
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Como se observa, el planteamiento de Resnik parece ir al contrario del
esperado, puesto que comienza hublando de estructuras para determinar a con-
tinuacion los objetos como posiciones en el seno de cada una de ellas. Esta
manera de desarrollar el asunto obvia algunas criticas acerca de si lo que hace
el estructuralismo es simplemente desplazar el problema ontolégico de los
objetos a las estructuras?. Resnik no lo ve asi: es mas, una razon por la que no
ha definido los patterns a través de sus instancias es que el hacerlo de este
modo requeriria una ontologia previa a la instanciacion de las estructuras ma-
temdticas. Segiin esto, Resnik pretende efectuar un tratamiento extensional del
asunto, comenzando por las relaciones que pueden guardar entre si las estructu-
ras, y considerando mds tarde el problema de la instanciacion en un caso particu-
lar. A su juicio, una estructura consiste en uno o varios objetos, a los que llama
posiciones, que guardan entre si unas determinadas relaciones. De esta manera,
los objetos no son mids que posiciones en estructuras (ibid. pp. 202-203).

Conviene observar que, segtin esta definicién, no hay una posicion distin-
guida en la articulacion de la estructura. No obstante, y para su mayor comadi-
dad. los matematicos suelen establecer, en determinados casos, algtin elemento
candnico del sistema sobre el que articular las relaciones en cuestion. Es lo que
ocurre, por ejemplo, cuando se establece el conjunto de los ndmeros naturales
como la terna {N.s,0}. destacando de esta manera el ) como posicion privilegia-
da y determinante en la estructura. En realidad, bastaria con el conjunto N'y con
la relacion sucesor s, es decir, tomar simplemente {N,s}, puesto que el () puede
definirse en funcion del predicado s. Otras veces, en cambio, esto no es posible,
como ocurre, por ejemplo, con los enteros; en este caso, hay que especificar una
posicion distinguida, que no tiene por qué coincidir con el 0.

Una posicion en una estructuri, segin Resnik se asemeja a un punto geome-
trico por no poseer caracteristicas distintivas ajenas a las que tiene en virtud de
estar en una posicién particular en el patrern al que pertenece. Asi, por ejem-
plo, con referencia &4 un tridngulo equilitero dado, los tres vértices pueden
distinguirse utilizando letras para ello. Pero, cuando se consideran aisladamente,
no hay medios para distinguirlos de otros. La geometria refleja este hecho cen-
trando su atencion en relaciones estructurales, tales como la congruencia y la
similaridad, mientras que reserva consideraciones sobre la identidad de los
objetos geométricos para conlextos en los que la relacion se establece con otros
objetos geométricos (Resnik 1997, p. 203).

La idea de Resnik es transferir esta analogia geométrica a las diversas
estructuras que se estudian en matemadticas. En definitiva, dentro de una es-

% De Lorenzo. por ejemplo, tilda el punto de vista de Resnik de realismo trascendente
(Cf 1992, p. 10). Para Chihara. Resnik no ha hecho mas que cambiar un problema por otro (Cf.
1990, pp. 144-145). En semejantes [érminos se manifiesta también Azzouni (Cf. 1994, pp, 78).



Supuestos realistas y espistémicos en el estructuralismo... 33

tructura, las posiciones se pueden identificar o distinguir, puesto que la estruc-
tura que las contiene proporciona el contexto adecuado para hacerlo. Para apli-
car esta analogfa al caso de la sucesion (N,s} de los nimeros naturales, por
ejemplo, bastard considerar una estructura con una simple relacién binaria, y
entender los niimeros naturales simplemente como las posiciones de esa es-
tructura. Asi considerados, no hay problema al entender que las tinicas caracte-
risticas que los determinan (a los ndmeros) son las que puedan definirse en
t€rminos del paitern al que pertenecen. de la misma manera que ocurre para
los vértices del tridngulo.

La congruencia es una relacién de equivalencia cuyo dominio puede in-
cluir, a juicio de Resnik, tanto estructuras matemiticas abstractas, como
reordenaciones de objetos concretos (1997 Pp- 204 ss.). Si se entienden las
Estructuras como modelos de sistemas formales. la congruencia es, precisa-
mente, la relacin que se establece entre modelos isomorfos. Es preciso intro-
ducir esta distincién porque puede darse el caso (es lo habitual) de que un
cierto sistema posea diversos modelos no congruentes entre si. Por ejemplo, un
dominio de primer orden en el que se establezca una cierta relacién de orden
total, tiene muchos modelos. Pero no todos son congruentes entre si: sélo lo
serdn aquellos que tienen la misma cardinalidad. La estructura de grupo, pon-
E4MOS por caso, se encuentra ejemplificada en multitud de modelos no con-
gruentes entre si,

Cuando una estructura Yy una cierta distribucién de objetos son congruen-
tes se dice que dicha distribucién instancia e pattern, o sea, que es una instan-
cia de la estructura. En este caso, la instanciacion resulta un caso particular de
congruencia; en concreto, aquél en el que los objetos que ocupan las posicio-
nes del partern poseen caracteristicas identificativas por encima de las que
confieren las distribuciones a las que pertenecen. Es decir, deja de ser un mera
estructura abstracta para convertirse en una concrecion del modelo.

Asi justifica Resnik el no introducir las estructuras a través de las instan-
cias como tipos de isomorfismo o clases de distribuciones; hacerlo asf, exigiria
una ontologia previa con objeto de instanciar las estructuras matematicas. A su
Juicio, suponer objetos mateméticos que no sean ellos mismos considerados
meras posiciones en un pattern supondria, por una parte, renunciar a una tesis
estructuralista bisica, y caer en el ojo del huracdn de los criticos del realismo.
Pero hay otra razén, ain m4s de peso, si cabe, para hacerlo asi; y es que, es éste
el procedimiento que siguen los matematicos en su practica habitual. Cuando
no pueden incluir una estructura en el interior de otra que ya se considera acep-
tada, lo que hacen es introducir objetos matemdticos adicionales como ele-
mentos de la estructura en cuestién, sin pronunciarse acerca de su naturaleza.

A la hora de desarrollar una teorfa formal tomando como base la estructu-
ra también surgen dificultades. En efecto, el no reconocer las estructuras como
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individuos y restringir la identidad a las posiciones dentro de la estructura pa-
rece que echa por tierra todos los planteamientos de Resnik, puesto que al
desarrollar una version formal de la teoria estariamos obligados a cuantificar
sobre las propias estructuras; asimismo, admitir isomorfismos entre estructu-
ras parece requerir un universo comun de posiciones. Y aunque éste es un asunto
que exige un tratamiento mas profundo, Resnik apunta algunas vias alternati-
vas a la hora de desarrollar desde un punto de vista formal una teoria de estruc-
turas (1997, pp. 211-212).

No obstante, hay otras objeciones que pueden presentarse al estructura-
lismo, pero que, interpretadas adecuadamente, no suponen menoscabo alguno
a sus planteamientos. En primer lugar, cabe pensar que el estructuralismo no
puede dar una cuenta adecuada del hecho de que ciertos objetos matematicos
(conjuntos, vectores, elc.) estin compuestos de otros elementos, puesto que los
estructuralistas centran su atencion en las relaciones entre objetos matemati-
cos y no en los propios objetos. Asimismo, el estructuralismo parece fracasar
cuando trata de explicar por qué ciertas estructuras matematicas son agregados
unificados, mientras que otras no lo son.

A este tipo de objeciones responde Resnik negando que haya caracteristi-
cas objetivas de los objetos o estructuras que se puedan obtener con indepen-
dencia del modo en que pensamos o consideramos estas estructuras y estos
objetos. En particular, los objetos matemiticos que paradigmdticamente estdan
compuestos de otros son los conjuntos. Nos parece que tienen una estructura
interna sélo porque usamos analogias y un lenguaje composicional para deter-
minar sus relaciones. Pero, si bien es cierto que esta heuristica puede resultar
esencial para nuestro propio pensamiento acerca de la jerarquia, e incluso para
captar los axiomas y las demostraciones, en modo alguno estd reflejado en la
propia teoria. En definitiva, segiin Resnik, estas objeciones sélo constituyen
una mera reflexion de nuestros intereses y valores, y en ningtin caso un asunto
de las caracteristicas objetivas de los objetos matemdticos (1997, pp. 213-214).

Otro aspecto problemitico que admite una interpretacion relativamente
facil desde este punto de vista es la cuestion de las reducciones matemdticas.
En ocasiones se dice que una estructura incluye a otra, o que la primera es una
subestructura de la segunda. Pero un andlisis mds detallado parece mostrar
que, en ciertos casos, esta aparente relacion es mas bien una equivalencia. ks
lo que ocurre, por ejemplo, con {N;s} y [ N,<}. Es evidente que la relacion de
desigualdad estricta se puede definir en funcion de s, pero si admitimos un
lenguaje de segundo orden, también ocurre al revés. En efecto, puede retrotraerse
el concepto de *propiedad hereditaria” al caso de la relacion s:

Her(f) = gVuVv [fu)\v=s(u)=f(v)]
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Es decir, que si de un determinado individuo se predica f, entonces tam-
bién se predica de su siguiente. Generalizando, diremos que x<y si, y solo si, y
posee todas las propiedades hereditarias, respecto a s, que posee x. O sea:

x=y = 4 VITf(x) \Her HH—f(y)]

Expandiendo la formula, tendremos:

x=y = oV FOO)AYuYy [f(u) \v=s(u)=f(v)]—=1(y)}

Para la relacién estricta, bastard negar la igualdad; es decir:
X<y = gix=y /\ X2y

Planteado el problema en su forma general, puede decirse que cuando la
estructura de que trata una teoria T aparece en otra estructura de la que trata
otra teoria T, se dice que T se ha reducido a T». Este hecho puede ser funda-
mental a la hora de probar la consistencia relativa entre teorias, o cuando se
trata simplemente de comparar las correspondientes potencias expresiva y
deductiva. Por ejemplo, tradicionalmente se dice que la teoria de nimeros se
reduce a la teoria de conjuntos debido a que la sucesion de los nimeros natura-
les, en tanto que estructura, presenta multiples apariciones en el seno de las
jerarquias iterativas de conjuntos, entendidas éstas como estructuras. Es mis.
puede entenderse que, incluso las versiones categéricas de la teoria de nume-
ros tratan con cualesquiera de ellas (Resnik 1997, pp. 216-218).

Este reduccionismo a ultranza de casi toda la matemitica a la teoria de
conjuntos se pone de manifiesto en los textos actuales: la mayoria de ellos
comienzan desarrollando una teoria de conjuntos, mids 0 menos intuitiva, para
introducirse a continuacion en el asunto propio de la teoria. !V Esto tuvo sus
ventajas manifiestas, por ejemplo, cuando también los niimeros reales fueron
reducidos a conjuntos, puesto que permitio a los matematicos obviar las pro-
blemiticas apelaciones a intuiciones geométricas a la hora de desarrollar el
andlisis en general, y los nimeros reales en particular. Esta, precisamente, fue
una de las razones esgrimidas por Dedekind para introducir su método de las
cortaduras (1998, p. 79).

10 No siempre fue asi. Resnik cita como ejemplo el célebre 1exio de Courant y Robins
(1941). pero este hecho se constata asimismo en algunos de nuestros autores cldsicos, como por
ejemplo, Rey Pastor. En la actualidad, la teoria de categorias ha reemplazado a los conjuntos en
su papel de protagonistas,
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IV. LA CUESTION EPISTEMOLOGICA

En su trabajo mds reciente, Resnik afirma taxativamente que el estructuralismo
que defiende es «epistémico y no ontolégico» (1997, p. 270). Pero esta aten-
cién a los aspectos epistemoldgicos derivados de su concepeion estructuralista
no es nueva. Ya en su temprano articulo de 1975, mantiene que, supuesta la
existencia del conocimiento matematico, el mayor problema que se suscita es
el de justificar la adquisicion de dicho conocimiento de un modo objetivo. Es
indudable que los datos que habitualmente se manejan conducen a la creencia
del cardcter a priori de la matemética: pero esos mismos datos, observa Resnik,
hacen que parezca implausible que la epistemologia de las matemaiticas sea un
caso especial de la epistemologia general de la ciencia (1975, pp. 25-26).

A través de una reconstruccion ideal, que puede recordar el esquema se-
guido por Kitcher (1984), y que, por ende, adolece de un cierto naturalismo,
Resnik nos muestra el proceso que los matemiticos parecen haber seguido
para introducir los objetos matematicos, en tanto que parterns (1997, pp. 226
5s.). A su juicio, nuestro conocimiento de las estructuras se inicia, a un nivel
primitivo, mediante la cognicion de determinadas configuraciones de objetos
que materializan fisicamente el pattern en cuestion; de hecho, sin pretender
una defensa a ultranza del empirismo, puede admitirse, en sentido amplio, que
nuestro conocimiento de las estructuras, asi como del resto de las cosas, se
inicia a través de la experiencia.

Asi procedieron —de manera consciente o inconsciente— los matematicos
primitivos al tratar de describir unas estructuras concretas. Es efectivamente la
experiencia la que nos ensena que determinadas formas y reordenaciones de
objetos funcionan mejor que otras para ciertos propositos, y la que —conse-
cuentemente— permitird seleccionar cudles son las mds adecuadas para cada
caso. Esto es lo que va a posibilitar que, gracias al reconocimiento de como
estdn dispuestas las cosas, seamos capaces de reconocer que un objeto en par-
ticular estd configurado de manera similar a otro, cuya configuracion se nos
mostré como significativa. En resumen, todo nuestro conocimiento sobre es-
tructuras comienza con lo que Resnik llama «experienciar algo como estructu-
rado (experiencing something as patterned)» (1982, p. 97). Hay que tener buen
cuidado de distinguir entre conocimiento y ‘re-conocimiento” de una estructu-
ra. Se puede reconocer una estructura materializada fisicamente si se es capaz
de distinguir, entre diversas configuraciones, las que son instancias suyas de
las que no lo son. En este sentido, algunos animales son capaces de aprender a
reconocer diversas estructuras simples: otra cosa bien distinta, observa Resnik,
es que scan capaces de describirlas qua estructuras (1997, p. 225).

En este punto establece nuestro autor una distincién que considero impor-
tante: mientras que mantiene el empleo de estructura (pattern) para las estruc-
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turas abstractas, introduce el término plantilla (template) para referirse a los
mecanismos y estratagemas que utilizamos para representar el modo en que
las cosas se configuran, se estructuran e incluso se dibujan, Asf, bajo unas
determinadas convenciones, las plantillas pueden representar otras cosas, i gual-
mente concretas, con las que coinciden adecuadamente. No es preciso, por
tanto, recurrir necesariamente a modelos abstractos para determinar, de mane-
ra practica, como ciertas cosas se configuran: las plantillas pueden desempenar
bien este papel. Por consiguiente, asi construidas, las plantillas tienen dos di-
mensiones. Sinticticamente hablando, son configuraciones construidas de acuerdo
con determinadas convenciones; desde un punto de vista seméntico, representan
otros objetos concretos por medio de reglas de representacion, explicita o impli-
citamente establecidas. Esta articulacién proporciona una estrategia adecuada
para explorar nuevas posibilidades, y cabe pensar que asi fuera —sugiere Resnik—
como procedieron nuestros ancestros. De esta manera, se observa que el propio
lenguaje puede ser utilizado para construir nuevas plantillas: de hecho, en mate-
mdticas son estas plantillas lingiiisticas las que proporcionan los métodos mis
importantes y creibles para representar estructuras (1988, p. 41).

Conviene observar que, pese a situarse en un estadio primitivo, el trata-
miento con plantillas exige ya una nada despreciable dosis de sofisticacion, e
incluso de abstraccién. Se basa, en primer lugar, en el desarrollo de sistemas
sintacticos complejos, como por ejemplo, notaciones para los nimeros y
diagramas geométricos. Es precisa también la especificacién de una serie de
convenciones y reglas que permitan manipular estos sistemas. Asimismo, se
hace necesaria una semdntica —aunque sea rudimentaria— para poder determi-
nar si una configuracién concreta puede considerarse una representacion cohe-
rente.

Pero no cabe duda de que el paso problemitico es la explicacién de cémo
la experiencia con plantillas puede llevarnos (como al parecer ocurrié en el
caso de nuestros ancestros) al conocimiento de estructuras abstractas. En este
sentido, la discusién sobre las plantillas no ha sido estéril, puesto que nos ha
indicado cémo puede incoarse la exploracién inicial de las estructuras. Por
otra parte, segun Resnik, ni vemos ni intuimos estructuras: al fin y al cabo, tal
y como €l ha planteado la cuestion, s6lo podemos ver sus posiciones. Abstraer
una estructura de sus instanciaciones no es ni intuirla ni verla, sino un proceso
mediante el cual llegamos a una descripcién! !,

I Cf Resnik 1997, pp. 225-228. En su intento de caracterizar la intuicién como paso
previo a la adquisicion de conocimiento matemdtico, también Steiner (1975, pp. 134-135) se ve
obligado a admitir que dicha intuicién ha de dirigirse a las estructuras mis que a los objetos
individuales. Para el caso de ZF, por ejemplo. el resultado de un proceso abstractivo no puede
considerarse como una intuicién de los conjuntos individuales que conforman la ontologia del
sistema ZF, sino de su estructura.
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A modo de ilustracion, quisiera detenerme en el procedimiento que Resnik
esboza para el caso de la aritmética, la cual parece estar en desventaja respecto
a la geometria, puesto que las estructuras numéricas son cardinales u ordinales,
y no meras formas o configuraciones. Pero ésta es una apreciacién no comple-
tamente correcta, ya que se puede —de hecho— establecer una conexién plausi-
ble constatando cémo pueden desarrollarse los sistemas numéricos y los prin-
cipios computacionales.

Con marcadas reminiscencias pitagéricas, Resnik observa que los nime-
ros pueden representarse por medio de plantillas esquematizadas por conjun-
tos de puntos, cuyas meras posibilidades de disposicién ya nos indican algunas
de sus propiedades especificas. Asi, por ejemplo, un punto-numeral de este
tipo es primo cuando no admita una representacién rectangular, un punto-nu-
meral serd divisible por otro cuando lo contenga un nimero exacto de veces,
eteetera. Pero no s6lo es posible la mera representacion: también las operacio-
nes habituales pueden establecerse sin dificultad; asi, la suma se obtiene por
yuxtaposicién de plantillas, el producto por el solapamiento rectangular de un
representante lineal de cada punto-numeral, etcétera. Incluso las propiedades
basicas pueden igualmente apreciarse a nivel de manipulacién de plantillas;
que el producto es conmutativo, por ejemplo, se pone de manifiesto girando el
rectdngulo que se ha obtenido al efectuar la multiplicacién, etcéteral2.

En cualquier caso, y creo que aqui estd la clave del planteamiento de nues-
tro autor, los puntos individuales que integran cada niimero no poseen caracte-
risticas intrinsecas que permitan ser distinguidos de otros puntos. De esta ma-
nera, cada punto-numeral, o sea, cada coleccién lineal de puntos puede repre-
sentar a todas las colecciones con las que comparte cardinalidad. Esta aritmé-
tica de puntos constituye un método para operar con plantillas, el cual genera a
su vez nuevas plantillas para colecciones de distintas cardinalidades. Si. como
Resnik plantea hipotéticamente, nuestros antepasados introdujeron estas es-
tructuras abstractas correspondientes a las plantillas de puntos, pareceria que
cada numeral, o sea, cada plantilla de puntos, corresponderia a una cardinalidad
qua estructura, y que los puntos individuales en el numeral en cuestién corres-
ponderian a distintas posiciones. De esta manera, los ndmeros emergen como
estructuras cardinales, en vez de como posiciones en la serie numérica. Para
pasar de estos puntos-numerales a la serie numérica, bastaria establecer una
secuencia ilimitada de puntos-numerales, cada uno de los cuales tuviera exac-
lamente un punto mds que el anterior. Asi se entiende que nuestros ancestros
encontraran plausible la suposicién de que los principios computacionales,
originalmente disefiados para la aritmética de puntos, proporcionara informa-

12 Cabe incluso una demostracion de la irracionalidad de la raiz cuadrada de dos. Véase
Bigelow 1988. pp. 31 ss..
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cion valiosa acerca de los propios nlimeros, puesto que hay una obvia estrate-
gia para convertir los principios de la aritmética de puntos en reglas para efec-
tuar las distintas operaciones.

Si seguimos limitdndonos al caso de la estructura numérica (la mds socorrida,
pero no la tinica, evidentemente) se observa que, desde el punto de vista del apren-
dizaje, estas estructuras cardinales pueden comenzar a asimilarse por definicion
ostensiva, como sugiere Shapiro (1997, p. 113); s6lo en un estadio posterior se
reconoce la propia estructura con independencia de los objetos que la materializan.
En este nivel primario, la distincién cardinal-ordinal no es relevante, puesto que las
estructuras resultantes juegan idéntico papel. Se puede argumentar, por tanto, que
el concepto numérico primario es el de ordinal, y que a partir de él, se obtiene el
correspondiente cardinal. En el é@mbito de lo finito, ésta es sélo una cuestion
propedéutica; como es natural, las cosas cambian a nivel infinito!3,

Con todas estas explicaciones no pretende Resnik haber establecido de mane-
ra definitiva el que podamos reflejar el universo matemitico en su totalidad me-
diante plantillas esquemdticas; entre otras razones porque mientras estas dltimas
son siempre finitas, la matemdtica pretende una profundizacion en el ambito de lo
infinito (1997, p. 232). Pero, siguiendo su idea de considerar la matematica como
una ciencia mds, insiste en la semejanza indicando que, de la misma manera que la
ciencia natural contrasta sus teorias con las observaciones, los matemiticos pue-
den poner a prueba las suyas desarrollando determinadas computaciones fisicas y
construyendo ciertas plantillas. No ha sido Resnik, por supuesto, el primero en
sugerir que los matemiiticos pueden obtener —y asi lo hacen de hecho— evidencia
para teorfas de mds alto nivel a través de resultados pertenecientes a niveles mds
elementales. Lo que si resulta en parte novedoso es que sefiale como ganancia la
existencia de una relacién entre determinados resultados matemdticos elementales
y las operaciones fisicas que pueden realizarse. En este sentido, el caso de los
griegos es paradigmitico y quizd conviniera traerlo a colacion en este punto.

Como ya se ha sugerido, es muy posible que la teoria de nimeros que
emplearon los griegos tuviera su origen en la mera contemplacién de plantillas
de puntos, y en la posterior clasificacion de los nimeros segiin las formas que
estas plantillas podian adoptar'4. Como es natural, estas formas son perfecta-

13 Continda siendo una cuestion abierta este asunto de la prioridad cardinal-ordinal,
Dummet eriticé a Frege por no haber seguido a Cantor y dar prioridad al punto de vista cardingl
(1991, p. 293). Por su parte, Rodriguez Consuegra (1991) critica a Benacerraf (1965) el haber
dado primacia a lo ordinal, obviando la aproximacion cardinalista,

11 Conviene alguna precision en este aspecto. Como es conocido, los libros VIL VIII yiIX
de Elementos estin dedicados a la teorfa de niimeros, pero el tratamiento que aparece en ellos es
de naturaleza estrictamente geométrica. Posiblemente fuera el descubrimiento de los irracionales,
y la subsiguiente postergacién de la aritmélica respecto a la geometria, lo que provacara este
hecho, que parece indiscutible.
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mente traducibles a relaciones en nuestra notacion aritmética. Pero creo que es
un prejuicio de dudosa consistencia el pensar, como plantea Resnik (1997, p.
235), que nuestra notacion actual tenga ventaja sobre la griega; posiblemente
los jovenes estudiantes de la Grecia cldsica manejaran las figuras geométricas
con tanta o mas soltura que la demostrada por nuestros alumnos en ¢l manejo
de las relaciones algebraicas mids elementales. En cualquier caso, y volvemos a
lo que interesa, podemos constatar, mediante la manipulacion de plantillas
numéricas, algunas relaciones aritméticas elementales que exigirian una de-
mostracién por induccién, o bien unos cdlculos algebraicos no siempre ele-
menlales. Por ejemplo, puede “mostrarse’ asi que la suma de dos niimeros trian-
gulares de dimensiones consecutivas es igual al ndmero cuadrado de dimen-
sion mayor, obviando el proceso inductivo o la manipulacion algebraica. Es
evidente que la comprobacion-demostracion a base de plantillas numéricas
ofrece una perspectiva intuitiva que, en modo alguno, proporciona la fria de-
mostracion por induccion.

No cabe duda de que esta manipulacion facilita una base firme para esta-
blecer la relacion que hemos ejemplificado, pero en modo alguno permite, sin
mas, una generalizacion del resultado obtenido a partir de ella. De todos mo-
dos, si se renuncia —aunque sea en parte— a la adoracion que el matemdtico
tiene por la demostracioén, la imagen que proporciona el manejo de plantillas
resulta mucho mds heuristica y enriquecedora.

También Giaquinto (1994) pone de manifiesto esta limitacién. La cues-
tion que se plantea en este caso es la de si, mediante el pensamiento visual
podemos llegar a descubrir algunas relaciones basicas de la aritmética en gene-
ral. Su respuesta va a ser que, efectivamente, en la geometria, en la aritmética,
e incluso en el andlisis elemental. este procedimiento puede permitirnos alcan-
zar algunas relaciones fundamentales. En cambio, no ocurre asi en el caso del
andlisis superior. No obstante esta limitacion, es posible que este conocimiento
visual proporcione en ocasiones la estrategia a seguir para efectuar algunas
demostraciones.

Naturalmente, Resnik es consciente de que se mueve a unos niveles
cognoscitivos rudimentarios, y por ello observa que la mayor parte de la ma-
temdtica no permite una computacion a este nivel (1997, p. 236), Es claro
que, en estos casos, no hay una conexion relativamente sencilla entre las
compulaciones y las estructuras que se supone les conciernen. En tales cir-
cunstancias, las conexiones se dan entre la prueba de un teorema determina-
do y la estructura; en concreto, cuando las premisas del teorema establecen
caracteristicas indiscutibles de la estructura en cuestion. Es lo que ocurre,
por ejemplo, cuando se demuestra un teorema en el cuerpo de los nimeros
reales utilizando solamente premisas que establecen caracteristicas indiscu-
tibles de este conjunto.
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A juicio de Resnik, hay dos cuestiones que conviene resolver a este res-
pecto. En primer lugar, se observa que algunos teoremas relativamente simples
se demuestran incluyendo la estructura de que se trate en otra méds amplia; la
teoria analitica de ndmeros muestra una gran cantidad de ejemplos en este
sentido. La segunda cuestién surge al tratar de explicar cémo sabemos que las
premisas que, supuestamente establecen caracteristicas indiscutibles de la es-
tructura en la que se inserta la demostracion, son verdaderas en dicha estructu-
ra, Por decirlo brevemente, Resnik insintia que la razén es que —bien explicita
o bien implicitamente~ suponemos que son verdaderas en la estructura, del
mismo modo que suponemos que las plantillas de puntos reflejan caracteristi-
cas de la sucesion de los nimeros naturales (1997, p. 237). No obstante, no
conviene dejarse confundir e interpretar esta afirmacion en el sentido de admi-
tir que las premisas a las que apelamos al demostrar un determinado teorema
‘definen implicitamente’ la estructura o la clase de estructuras a las que perte-
nece el teorema. En cualquier caso, Resnik no se muesira contrario a aceptar
esa terminologia, siempre que no se derive de ella que las premisas son cono-
cidas a priori en algin sentido absoluto!5,

Otro problema que hay que abordar es el concerniente a la obtencién de
nuevas estructuras a partir de otras ya conocidas. Resnik encuentra hasta tres
modos diferentes de como esto puede llevarse a cabo (1997, pp. 240 ss.). En
primer lugar, indica, pueden unirse en una sola diversas estructuras que se en-
contraban dispersas. Es lo que posiblemente ocurriera con la geometria de
Euclides: que se iniciara como el estudio de determinados dibujos y formas
geométricas tomados aisladamente y que mds tarde fueran desarrollados en un
marco mis comprehensivo y sistemdtico con objeto de tratarlos en el contexto de
un tnico espacio. Sin salimos del dmbito de la geometria, creo que puede acep-
tarse que el programa de Erlangen supone un intento reunificador de este tipo.

Una segunda alternativa para obtener una estructura consiste en la simple
extension de otra que se encuentre ya consolidada; es el caso de la introduccién
de los enteros a partir de parejas de niimeros naturales, o de los racionales a partir
de parejas ordenadas de niimeros enteros, etcétera. Tampoco estd exenta de difi-
cultades esta estrategia, sobre todo para alguien que -como Frege- rechaza cual-
quier planteamiento axiomatizador. El mismo ejemplo que trae a colacion Resnik
respecto a las sucesivas ampliaciones de conjuntos numéricos es el que conduce
al airado «jBasta ya!» de su Grundlagen (Frege 1884, p. 118).

Una tercera posibilidad consiste en completar (filling in) una estructura
previa, como en ¢l relleno de la recta racional hasta conseguir el continuo re-

15 En este punto parecen diferir los plantcamientos de Resnik y de Shapiro. Para este
altimo, la definicidn implicita supone una de las estrategias propuestas para obtener conoci-
miento acerca de estructuras (Cf 1997, pp. 129 ss.),
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presentado por los nimeros reales, utilizando, por ejemplo, las sucesiones de
Cauchy. Lo que ocurre es que, a veces, estas ampliaciones ocasionan pérdidas
estructurales. Asi, el conjunto de los nimeros reales es ordenado, pero no
algebraicamente cerrado; para conseguir que lo sea hay que ampliar al campo
complejo, pero entonces se pierde la ordenacién.,

Asl pues, ha de reconocerse que. si bien estas estrategias son prictica ha-
bitual en el quehacer del matemitico, no son los finicos métodos de que dispo-
ne para obtener nuevas estructuras. Los matemdticos pueden llegar a nuevas
estructuras incluso cuando operan en estadios alejados de las que forman el
contenido actual de una teoria matemdtica. Asi, por ejemplo, es muy posible
que el proceso de factorizacion fuera descubierto por los griegos al comprobar
que conducia a factores cada vez mas pequeiios hasta obtener los primos. Cabe
pensar que, a partir de aqui, conjeturaran que lo mismo deberia ocurrir para
todos los numeros.

En resumen, la experiencia prictica y cientifica ha sugerido en ocasiones
nuevas estructuras ¢ incluso ha generado nuevas ramas de las matemdaticas.
Pero no es ésta la tnica alternativa para obtener nuevas estructuras y teorias:
también ocurre cuando los matematicos reflexionan sobre su propia actividad.
Las estructuras surgen, tanto en las pruebas, como en los cilculos y soluciones
a los problemas. Describirlas en funcién de sus posiciones conduce a nuevas
teorias acerca de nuevos objetos matemiticos, y el proceso puede continuar
indefinidamente.
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